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Co robit’ pri DWT na okraji signalu signalu:

Ak ma ¢o chceme?

e Nadbyto¢nu reprezentaciu?
e Zachovat ortogonalitu ?
e Nemenit tvar funkcii (t.J. ich vlastnosti)?

Moznosti:

l.
2.

Doplnenie nulami - vnasSa diskontinuity na okrajoch signalu.

Periodifikdcia signdlu - ma za nasledok periodifikaciu analyzy s r6znym rozliSenim (MRA), ¢o je v
praxi implementované kruhovou konvoltciou pri filtrovani v Case. Vysledky su lepSie ako v 1.
pripade .

. Symetrické rozsirenie signalu - je podmienené pouZitim filtrov s linearnou fazou , t.j.

biortogonalnymi waveletmi.

. Priama extrapolacia. Nepredpokladame Ziadnu symetriu, priCom okrajové hodnoty mimo hranic

signalu sa vyjadruyji pomocou transformacnych koeficientov (linearna, polynomicka, nelinearna
zavislost’ hrani¢nych hodnot).

. Wavelety na intervale a okrajové filtre - Originalna definicia waveletov pouziva funkcie definované

na celej realnej osi. DalSou moZnost'ou je definovanie Specialnych waveletov na intervale: tieto
pozostavajui z obvyklych waveletov, ktorych podpora je uplne wvnutri intervalu a Specialnych
“okrajovych” waveletov. V praxi sa rieSia modifikovanim h,,(n),g..(n) na okrajoch signalu, t.j.
zavedenim Specidlnych modifikovanych hrani¢nych filtrov. Existuje cely priestor ortogonalnych
rieSeni hrani¢nych filtrov, t.j. je pomerne vel’ky stupen volnosti pre optimalizaciu.



Periodické rozsirenie.

- speriodifikované transformacné matice
- speriodifikovanie bazovych funkcii ('"pomalSie funkcie dokonca musia menit’ tvar)

: Prvych 32 bazovych funkcii diskrétne;
- waveletove) bazy o velkosti N=128 pre
= FBI(9,7) wavelet
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Co sa deje ak N !=2"n ?




Symetrické rozsirenie signalu

I) polbodova symetria(H) I1) celobodova symetria (W)
f t W v
@TTTN HNTTTTH > QfTTH : HM?TTH >
: 2L } - 2L-2

Pre aké filtre(sekvencie h,(n),g..(n) ) pouzit’ ktort symetrizaciu?
a) hy,(n),gn(n) maja parnu dlzku(t.j. sami s H symetricke) - typH
b) hy(n),g(n) maja neparnu dlzku(t.j. sami su W symetrické) =2 typ W

Typ symetrizacie signdlu a symetria dilataénych koeficientov musi byt’ zhodna aby rozsireny
signal po podvzorkovani danl symetriu nestratil.
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Stred filtrov a reprezentacia signalu s parnou/neparnou dlzkou

W symetria h(n),g(n), neparna dizka signalu(5) W symetria h(n),g(n), parna dizka signalu(5)
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H symetria h(n),g(n), neparna dizka signalu(5) H symetria h(n),g(n), parna dizka signalu(5)
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a) CDF(2,2+PER  b) CDF(2,2) +SYM  c¢) FBI(9,7)+PER d) FBI(9,7)+SYM

Porovnanie vplyvu periodického a symetrického rozsirenia na tvar bazovych funkcii 1D DWT.
Zobrazenych je prvych osem bazovych funkcii, vel’kost’ bazy je N=128.



RozSirenia/zovSeobecnenia waveletov:

e wavelety na intervale

e viacrozmerneé wavelety

e M-pasmové wavelety

e Multivavelety

e waveletové pakety




Viacrozmerné wavelety(1)

Trivialne, separovatelné pripady viacrozmernych waveletov moézeme vytvorit’ pomo-
cou tenzoroveho sucinu pouzitim 1D prototypov tymito sposobmi [8]:

e Standardny pripad — tenzorovym sucinom 1D bazovych funkeii. Vysledna 2D
baza bude teda tvorena sucinmi p; , a v; . 7. j,n € Z. Napr. pri pociatocnej urovni
rozlisenia 0 a pri U trovniach rozkladu bude vysledkom (U + 1)? mnozin funkeii,
pomocou ktorych bude signal reprezentovany:

(:'?U.ﬂ-(;-r) X 'F[.-T,n(y ) 'L.'f}j.-n.(-"f-") X :?SL?L('.U ) _ . .- T
T . . _ nez, i1,7=1...U. (4.8)
P1n(7) X Vin(y) Vin(T) X Yin(y) /

e Nestandardny pripad — tenzorovym sucinom analyz s viacurovnovym rozlisenim
(AVR) [18]. V 2D pripade su potom bazovée funkcie tvorené zmenami mierky a
posunmi troch zakladnych waveletov vo(x. y), oi(x,y), Vi(z,y) a funkcie mierky

pp(,y):

pp(x,y) = o(x)e(y) vo(z,y) = ¥(x)p(y) (4.9)
| o(x)(y) Y(x,y) = Y(x)(y) . (4.10)



Viacrozmerné wavelety(2)

DWT DWT o e
Pévodny | po riadkoch |||, | 4 po stlpcoch JI w4 H,H,
signal |(vSetky urovne) | 7 | (vSetky Urovne) .
T | %
T| T ""’é’

DWT, standardny rozklad

Rozdelenie spekira do subpasiem

Rekurzia v LL pasme =e
< ™ —HL,
. , DWT DWT - L
P:Li(;?y po riadkoch L | H Leo stipcoch L{ HL > T 'S;% 1
| (edna uroven) jedna trover} i}
I'LH | HH
T | %

DWT, nestandardny rozklad



Viacrozmerné wavelety(3)

DWT DWT o e
Pévodny | po riadkoch |||, | 4 po stlpcoch JI w4 H,H,
signal |(vSetky urovne) | 7 | (vSetky Urovne) .
T | %
T| T ""’é’

DWT, standardny rozklad

Rozdelenie spekira do subpasiem

Rekurzia v LL pasme =e
< ™ —HL,
. , DWT DWT - L
P:Li(;?y po riadkoch L | H Leo stipcoch L{ HL > T 'S;% 1
| (edna uroven) jedna trover} i}
I'LH | HH
T | %

DWT, nestandardny rozklad
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Viacrozmerné wavelety(4) — ,,nestandardny* rozklad

Uroven () , Uroven |1 , Uroven 2 L. Uroven U

L

Transformacia
0 riadkoch ’

vstupny obraz

HL,
E ,3% HL,
-

= %

- vysledné rozdelenie

ozdelenie na subpasma

v trovni 1 ' . -I’ *  nasubpisma
LL, | HL, | v

= %
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Viacrozmerné wavelety(5)
separovatl’né a neseparovatel’né wavelety

DD(4,4) FBI 9/7

! .
e

* R
1“1}:#:;3':*':?:"
ANt
Lt
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Viacrozmerné wavelety(6)
separovatl’né a neseparovatel’né wavelety — aprofimacia obrazu

Original Aproximacia, FBI 9/7 Aproximacia, Neville8

Porovnanie aproximac¢nych
vlastnosti separovatelného systému s FBI 9/7 waveletom a neseparovatelného sys-
tému s Nevillovymi waveletmi 8.radu. Vysledky st zobrazené pri zachovani 1/800
povodne] informacie a pouziti kompresného algoritmu SPIHT.
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M-pasmove wavelety

Doteraz bolo:

e baza V, tvorena mnoZinou { o (e)=27" 2¢(2_mt - ”) nez }
e dilatadna rovnica pre @(t):  o(t)=v2 > h,, (np(2t-n)
Zovseobecnenim je:

go(t)zx/Mihmr(n)qo(Mt—n) MeZ, M>?2

Co plati pre h,,(n) ak baza tvorena pomocou o(t) je ortonormalna?
Ozna¢me h,,(n)=h(n). Analogicky ako pri vlasnostiach ortonormalnych DWT plati:

> h(n)=vM

n

> h(Mn+m)=1/VM H(2zl/M)=0 1=0,1,.M~-1

n

> h(n+ Mm)h(n)=6(m) resp . > h(n) =1

= |H(o) +|H(@+27 /M) +...+H(o+22(M-1)/ M) =M
atd’...
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A €o je s waveletmi ?7?7?

Nemame jediny wavelet, ale M-1 waveletov ¥, (t):

n(B)=VM Y g()pMt-n)  1=0,1,..M—-1

Comu na kazdej urovni rozliSenia odpoveda M-1 diferencnych priestorov W, .
T.j. pre MRA plati?

Vm =V,n ® Wm+1,1 D Wm+1,2 D..D Wm+1,M—1

m+1

Wavelety st ortogondlne k funkcii mierky, t.j. :
[olt—n)y,(t-m)=0  2.h(n)g,(n—Mk)=0 [=01,.M~1

Co sme vlastne ziskali?

® Stupne volnosti — je vela r6znych ortogonalnych waveletov k danej funkcii mierky

® (Casovo-frekvenCnu rovinu mozeme delit’ linearne aj logaritmicky (mix oboch)

® Cisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickym waveletom, t.j. mame iba jeden wavelet (M-
1 waveletov je rovnakych) s hustejSou vzorkovacou mrieZkou
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Ako vypocitame M-pasmova DWT ?
M-pasmovou bankou filtrov:

~ V,
- v, [Lh
V() N h o ~ WZ,I
~ WI,] N gl @
& @ 2
: : — W,
N N @WLMJ . gM_I@
gM-I

Priklad rozdelenia subpasiem pre 4-pasmovi DWT

|G(Q)|9 |H(Q)| \V W2 1W22W23 Wll W1,3

e

/8 w4 Tt

DV
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Sposob delenia ¢asovo-frekvenéne] roviny

Dyadicka DWT

4-pasmova DWT, 3
odlisn¢ wavelety,
ktoré zaberaju r6zne
oblasti vo frekvencii

4-pasmova DWT,
Specialny pripad ,
3 x rovnaky wavet

d-adickia DWT
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Waveletové pakety

e v klasickom pripade waveletov rozkladdme v MRA iba sumaéné podpriestory ¥,

e waveletové pakety rozklad zovieobeciiujui aj na diferenéné priestory W,
e si moznym rozSirenim vSetkych doteraz uvedenych typov waveletov
e umoznuju adaptivnu, podrobnejsiu a flexibilnejSiu analyzu signdlov

Vypocet Waveletovej paketovej transformacie(WPT) — v MRA je dovolené¢ delit’ aj diferencné
popriestory, nieclen sumacné:

V, WPT

W,. W,, W, v,
W, W, Wi [Wo, (W, W, W[V,

Vznikéd kompletny waveletovy paketovym strom. Reprezentacia kompletnym stromom je redundantnd -
staci pouzit’ iba vhodnu cast stromu.
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Delenie priestorov odpoveda aj deleniu ¢asovo-frekvencnej roviny

DWT WPT (priklad)

v

WPT umoziuje adaptivne resp. optimalizované delenie podpriestorov = delenie casovo-frekvencnej
roviny = pouZitie istej ¢asti kompletného waveletového paketového stromu.
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Ktoru Cast’ stromu pouzit’ — ako €o najlepsie reprezentovat’ signal ?
Vyber najvhodnejsej stromovej Struktury je ekvivalentny s hladanim najlepsej bazy.
Najbeznejsie kritéria pre vyber najlepSej reprezentacie signalu, formované pomocou tzv. ndkladovej
funkcie A su:
e minimalizacia entropie reprezenticie signalu (Wickerhauser, Coifman)
e minimalizacia poctu bitov reprezentacie signalu a skreslenia pri danej mnozine kvantizatorov

Kol’ko je moznych baz?
Ak dizka signalu je N, potom pre & , poéet moznych WPT baz plati:

Ako teda vyberat’ najlepSiu bazu?
Najjednoduchsie je rozhodovat’ sa priamo pocas rozkladov, t.j. rozhodovat’ sa, ¢i d’al’si rozklad
prevedieme, alebo nie.
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Aké kritérium pouzit’?

Rozhodujeme sa, podl'a toho ¢i ndklady po rozdeleni budu vicsie ako pred rozdelenim. Kritériom musi
byt’ taka nakladova funkcia, ktorej aditivita sa rozkladom pri DWT zachovava (napriklad entropia).

Prikladom je napr. Shannonova entropia E zo signédlu s(n), pre ktora

E(S) = —Z S(n)2 log{S(n)2 J

n

s konvenciou 0 10g(0) =0,
Kritérium teda je:

Ak suma Shannonovvych entropii 2 subpasiem, ktoré vznikli rozdelenim povodného subpasma, je mensia

ako entropia povodného subpasma, je vvhodné rozdelenie uskutocCnit’.
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AKo vyzeraju bazové funkcie pri uplnom rozklade pre Haarovu WPT?
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Pocet prechodov nulou je:

T.j. frekvencné pasma odpovedajice jednotlivym priestorom nemaji vzostupny charakter, st
poprehadzovang, ich poradie je:

0 1 3 2 7 6 4 5
= analogicky ako pri Walshovej transformdcii v Palleyho poradi, t.j. nie v sekven¢nom.
Chceme zobrazit’ frekvencny obsah v prirodzenom poradi ? =>koeficienty preusporiadat
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