Wavelety

Pripustné wavelety

(zarucend rekonstrukcia)

N

™~

- v .
Wavelety s nekone¢nou regularitou

Vlastnosti:

Pouzitie:
 Priklady:

+ funkcia mierky ¢(t) existuje

+ analyza je ortogonalna

+ symetrické y(1), @(1)

- y(1) a (1) nemaju kompaktny nosic¢
- rychly algoritmus neexistuje

SWT az DWT (s NIO filtrami)

Meyerove, sinc wavelety J

\4

(PribliZne pripustné wavelety

~

Pouzitie:
Priklady:

N

Vlastnosti: + (1) vyjadrené v uzavretom tvare

+ moZna symetria y(t)
rekonstrukcia nie je zaruena
(1) nemaju kompaktny nosic¢
funkcia mierky ¢(t) neexistuje
analyza nie je ortogonalna

- rychly algoritmus neexistuje
analyza spojitych signalov
Gaussov a Morletov wavelet

, mexicky klobuk

= A Semiortogonalne spline wavelety :

bez

kompaktného nosica

Wavelety s kompaktnym nosicom pre (1), (1) a rychlym algoritmom vypoct

( Ortogonilne wavelety

\

Vlastnosti: + y(1), o(t) maju isty pocet

Pouzitie: SWT az DWT rychlym algoritmom
Priklady: Daubechies(Db), symlety, Coiflety,
Burt-Adelson, Battle-Lemarie
L wavelety

nulovych momentov

+ KIO filtre pri implementacii WT

- mozn¢ iba asymetrické y(t), ¢(7),
maximalne priblizne symetrické

(Biortogonalny par waveletov

Vlastnosti:

Pouzitie:

+ y(t), (1) aich dualy maju
isty pocet nulovych momentov
KIO filtre pri implementacii WT
mozn¢é iné vlastnosti analyzy a syntézy
mozné symetrické y(t), ¢(1)
- strata ortogonality

a vlastnosti postupnej aproximacie

SWT az DWT rychlym algoritmom

+
+
+

Priklady: Biortogonalne spline, Cohononen-
Daubechies-Feauveau (CDF)
9 a Desaulerious-Dubuc(DD) wavelety




Analyza vlastnosti funkcii mierky a waveletov v ortogonalnom pripade

Oznacenie:
(O(f ) , W(f ) - funkcia mierky a wavelet spliajuca relacie zmeny rozlisenia
h(n), g (n) - zjednodusené oznacenie koeficientov pre zmenu rozliSenia h,, (”) ,

& (1)

H(®),G(@) - DTFT koeficientov (1) a g(n)



Teorém 1 : Ak plati _[(D(t Wit # 0 potom 2, /(n)= V2 Pozn.: podmienka _[(0(1‘ Wt #0 je nutna
aby MRA bola kompletna.

Teorém 2 : Ak celogiselné posuny ¢(t) st navzajom ortonormalne, t.j.
[ ol k)t =5(k) potom X Anh(n—2k)= (k).
Dosledky:

Zh(2n)=z 2n+1)=+2/2
Silf -

Teorém 3 : Ak () ma kompaktnti podporu na intervale (0,N 1) a o(t — k) st linearne

nezavislé, potom 4(n) ma kompaktnt podporuna 0<n< N =1, tj. h(n)=0 pre n<0 apre
n>N -1 dizka sekvencie #(n) je N.



Vlastnosti Vlastnosti Vlastnosti H(a)), G(a)) Poznamka

olt),v(t) h(n), g(n) oSt

[plehir=1 > h(n)=+2 H(0)=+2 Teorém 1
[ p(thplt - k)dr = 5(k) Zn:h(nya(n —2k)=5(k) | H(a))(2 +|H(o+ ”12 _5| Teorém 2

ak k=0 plati
Zn:‘h(nxz =1

Y oli-1)= X oll)=1 | L hen)= L hen+1) H(z)=0

Iw(t}z’t =0 > g(n)=0 G(O) =0

[ole—nly(e —m)dt=0

g(n)=+(=1)"h(M —n)

‘G(a)] = ‘H(a) + Mz]

M je neparne

> h(n)g(n—2k)=0

H(w) +|G(o) =2

Prehl'ad vlastnosti pri ortonormalnych WR a DWT




e Aby mohli byt’ splnen¢ podmienky pre h(n), treba aby N, dizka h(n) bola parna.
e /i(n) g(n) sa navzajom jednoznacne urcuju. Potom ...
e K danému ortogondlnemu waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak).

e Ak h(n) spifa uvedené podmienky, st zaruéené iba zakladné vlastnosti (D(f )

(integrovatel'nost’, ortonormalitu, ...) pricom (0(f ) moze mat’ extrémne neregularny,
pripadne fraktalovy charakter.

e regularita waveletu a k nemu naleziacej funkcie mierky je rovnaka (wavelet je ich
kone¢na linearna kombindcia)

e Prinavrhu #(n) s dizkou N, ostava po splneni nutnych N/2+1 podmienok eSte N/2-1
stupniov vol'nosti. Tieto méZeme vyuZit’ aby (0(1 ), 4 (t ) resp. h(n) , 8 (”) mali

pozadovane¢ vlastnosti, ako napr. 1sti regularitu, aproximacné vlastnosti ...
Pozn.1: nutnych N/2+1 podmienok je:
a) l.podmienka: ; hn)=~2 kvoli existencii §D(t )
b)N/2 podmienok kvoli ortonormalite @(t) :
> h(n)(n —2k)=5(k) k=01,..N/2—1
Pozn.2: Nech ‘H(wy +|H (e + ”)(2 =2 Oznaéme P(W)Z‘H(w)‘z. Potom P je tzv.
Polpasmovy filter t.j. v Z rovine plati : P(Z) + P(_ Z) =2



0

/2 T b) /2 n

Q)
DTEFT dilatacnych koeficientov a ich vlastnosti: a) celkova situacia pri Db1(Haarov)
wavelete b) vplyv radu waveletu na frekvencné vlastnosti koeficientov mierky pri systéme
Daubechieovej waveletov



Kaskadove algoritmy, generovanie o(t)a v(r) vo frekvenCnej a
casovej oblasti.

Ako vypocitat’ (P(t ) a ‘//(t ) ak pozname koeficienty pre zmenu mierky?

Vychadzajme z rovnic:
o(t)=N2 3 1, (n)o(2t —n) w()=+2 Y g, (nJp(2t - n)

Tieto rovnice mdzeme riesit’ iteracne, pricom ak postup bude konvergovat’ k pevnému
bodu, potom je pevny bod h'adanym riesSenim. Iteracie su definované:

(k+1)() 2 thr( ) (k)( n) (k+1)( ) 2 thr( ) (k)( n)

Uvedeny iterany postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus.
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Generovanie funkcie mierky Db2 waveletu kaskadovym algoritmom v Case. Vypocet
zobrazeny po 1,2,4 a 12 iterdciach. PoCiatoCny signal bola "Box" funkcia. Vpravo dole je
zo zvaCSeniny zrejmy fraktalovy charakter. Porovnajte s tvarmi bazovych funkcii
priestorov V'



HPadajme teraz riesenie vo frekvencCnej oblasti.

Pouzitim Fourierovej transformacie dostaneme:
1
k+1 k
o= S (o) > o )(G))=EHW (0/2) ©“(0/2)

rieSenim tejto rovnice pre kK —> © dostdvame

D ()= ®*(0) ﬁ{i H,, (a)/2k)}

e[ V2

Ak tato limita existuje a je spojita v @ =0 potom @(w)= *™)(w) . Analogicky:

#o)= G o [1] 45 1, or2")

V2 2 V2

V}’Isledok oboch pripadoch nezavisi od tvaru 0" (t) ale iba od hodnoty
“(0)= I(D t)dt = 4, >0 | ktor4 je invariantna vzhl'adom na iteracie.
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Generovanie funkcie mierky Db2 waveletu kaskadovym algoritmom vo frekvencii.
Zobrazena iteracia n=1,2,4%$ (vzdy iba prva peridoda) Vysledna funkcia mierky je
vypocitana pre n=9 vzorkovanim periody na 2048 vzoriek a naslednou IDFT.



Momentové vlastnosti

k-te momenty @(), ¥ (¢) sa definovaneé:
k)= [ " ple)t m, (k)= [ t“y(e)at
diskrétne k-te momenty h(n) ,8 (”) su definovane:

k)= 2" o) py (k)= ;n"g(n)

z diskrétnych momentov #;, ¢ mo6zeme vypocitat’ spojité momenty pomocou:

3 —ll%ﬁzzk;[ll{%(l)%(k_l) ol 2"ﬁ Uﬂ Ak~

:1.

na zac¢iatku vypoctu si treba uvedomit’, ze ™y (O)



Pocet nulovych momentov mw(k ) dava informaciu o plochosti # (60) a hladkosti W(l‘ ) ktoré
rasti priamo umerne. Okrem toho, ¢im viac mame waveletovych momentov je nulovych,

tym lep$iu aproximaciu ziskame pri projekcii signalu J (f ) e’ (R) do V.

Cim va&si podet nulovych momentov m, (k) je dolezity pri aproximacii signalu / (t)e L*(R)
vo V. pomocou vzoriek (¢) namiesto projek¢nych koeficientov. Takisto sa zlepSuje aj

symetria olt) .

Prikladom waveletového systému, ktorého dizajn je zaloZeny na momentovych

vlastnostiach #(¢) WV (t ) su tzv. Coiflets. Je to ortonormalny systém v ktorom sa snazime
nulovat’ momenty waveletu a rovnako aj funkcie mierky:

m(p(k)zO, mw(k)zo k=12,.,L—-1



K-regularne filtre

FIR filter s impulzovou odpovedou 4(n), ktora spitia podmienky v Tab.1 sa nazjva K-
regularny vtedy ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1) H(w) ma K-ndsobnii nuluv @O =TT

2)prvych K-diskrétnych aj spojitych waveletovych momentov je nulovych, t.j.:
m,(k)=0, 1,(k)=0_ pre k=01, (K-1)

3)polynomické sekvencie stupiia < (K —1) m6zu byt’ vyjadrené linearnou kombinaciou
posunov A(n).

4)polynémy stupiia < (K —1) mozu byt vyjadrené linearnou kombinaciou posunov ¢(¢)



Ak je h(n) K-regularny, potom Z transformaciu h(n ( ) Z h( ) mozZeme
napisat’ v tvare:

pricom L(z) nem4 iadne poly v z= e’ . Ak N je dizka filtra h(n) , potom polyném H (Z )
je stupnia N-1 a L(Z ) stupnia N-1-K. Aby L(z) zabezpecilo splnenie nutnych N/2
podmienok pre ortogonalitu, musi byt aspon stupiia N/2-1. Potom K <N /2

Zaroven z podmienky existencie (D(t ) automaticky plati, ze h(n) je aspon K =1 regularne.
Takze plati :

I<SK<N/2



Wavelety ako diferencialne operatory

e Wavelety moZzu sluzit’ ako viacu roviiovy derivator (diferencialny operator)

e Nech /(n) je K-regularny filter, generuju ci (D(t ) a y(t). Potom waveletové koeficienty
(spektralne koeficienty po DWT) zodpovedaju K-tej derivacii vyhladenej verzie
analyzovaného signalu:

(f(x).w (x=u))=0"{y* f1(w)

kde je vyhladzujuci operator definovany vo frekvencii ako

[(w) = T (w)/(w)
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Obr. 2.6. Waveletovée koeficienty signalu cqg(n) na prvej trovni rozkladu a ich detail
(de1), pri pouziti Db1 waveletu. Rozliatie detailu je dosledkom nedostatoc¢nej regularity
Dbl. (t. j. na obr. 2.5 by nemali rozliaty detail iba koeficienty dpp4(co) =~ 97 (c0))



