FT a DTFT signalu

F(w) A
f(t) A
0 t 0
F(w)
f(t) A y
I W r
® | | O | T e o o > | % >
t o,,/2 ,, O]
| > 1 | >
| n T 27 Q

Q=2r0w/w,



6.2 Z-transformacia a diskrétne systemy

Definicia 6.1 Nech postupnost’ =(n) € [*(Z) predstavuje diskrétny signal. Jeho Z-
transformacia je definovana alko

>0

X(z) = Z x(n)z™ ", (6.1)

n=——o0

kkde = je komplexna premennd.

Z-transformaciou kazdému bodu komplexnej roviny ..z", pre Ktory vztah 6.1 konver-
guje, priradime komplexneé ¢islo — funkénu hodnotu X (z). Niektoré zakladne vlast-
nosti Z-transformacie st uvedene v tabulke 6.2.

Parametrizaciou premennej z pomocou z = ¢/*! vyberame iba hodnoty leZiace na
jednotkovej kruznici a dostavame frekvenénu charakteristiku X (1) postupnosti
x(n). Parameter €2 sa nazyva pomerova uhlovad frekvencia. Uvedeny prechod od «(n)
k X (Q) je ekvivalentny vypoétu DTFT signalu x(n), pozri tabulku 6.1.

Ak x(n) predstavuje odpoved diskrétneho systému na Kroneckerov impulz u(n), po-
tom X (z) je prenosova funkcia systému. V tomto texte sa stretneme iba so systémami
s kone¢nou impulzovou odpovedou (KIO). Prikladom takychto systémov st KIO filtre.
Vyjadrenim frekvenc¢nej charakteristiky prenosovej funkcie v tvare

X(Q) = | X(Q)ed?C) = M(0)ed ) (6.2)



Casova oblast’ | z-rovina poznamka
x(n) X(z)

ax(n) + PBy(n) | aX(z)+ Y (z2)

x(n — k) 2 *X(z)

x(n)xy(n) X (z)Y(z) a,feR
a’x(n) X(z/a)

x(—n) X(z )

(—1)"x(n) X(—2)

Tabulka 6.2. Vybrane vlastnosti Z-transformacie

dostavame M ({)2) — magnitidovu a ¢({)) — fazovu frekvenénu charakteristiku
systemu. Tie st jednoznacne urceneé polohou, poc¢tom a radom nul prenosovej funkcie
(KIO systéemy maju poly iba v z = 0). Pre tiplnost uvedme, ze pod formulaciou .funkcia
ma (niekde) nulu resp. pol* rozumieme, ze tam ma nulovtl resp. nekonecntt funkenu
hodnotu. Podmienky na dosiahnutie linearity fazovej charakteristiky st zhrnuté napr.
v [7]. Detailny popis problematiky Z-transformacie a diskrétnych systémov je napr.
v [7], [21], [22].



Z transformacia:

prenosovd funkcia: Xz )

Frekvencnd charakteristika prenosovej funkcie: X (Q) z=¢"
Pomerova uhlova frekvencia: Q

X(Q)=|x ()" =M (Q)e"?

Magnitudova frekvencnd charakteristika. M (Q)

Fazova frekvencna charakteristika: #(0)

Prenosova funkcia - nuly

z2=1/z; :

X(z) = H (z—z,)"

[

k; = nula kolkého radu je v Z




Prenosova funkcia s realnymi koeficientami
LS

Ak X (Z ) manuly v i aajv 4i , potom ma realne koeficienty
y ] p

Priklad: kedy ma nasledovna funkcia realne koeficienty?
X(Z) =(z—a)z-b)=z"—z(a+b)+ab

Linearna fazova charakteristika frekven¢nvch charakteristik

Ak X (Z ) ma nuly v Zi a aj v 1/z i , potom ma linearnu fazovu frekvencnu
charakteristiku

Priklad: kedy ma nasledovna funkcia linearnu fazovu charakteristiku?
X(z)=(z—a)z-b)=2"—z(a+b)+ab=z(z—(a+b)+z"ab)

ab=1

X(Q)=e"|~(a+b)+(" +eab) | = &’ [~(a+b)+2cos(Q)]

Nekauzalne signaly

Doteraz: KIO filtre kauzalne a impulzové charakteristiky h(”) pre ne N
ZovSeobecnenie:

Ak neZ  prvok pri n=0 budeme oznadovat’ bodkou: Napr: x(#) = {l, 3,1



Casova oblast Z-rovina

Frekvencne char.

x(n) X(z) X(Q)
x(n—k) 27X (z) e X (Q)
X(Q)r ()

(
x(n)xy(n)=>Y x(n—-k)yk) | X(2)Y(z)
(=) x(=")

X (Q)=X(-Q) a x(n)er

1Y x(n) X (-2)

X(Q+7z)

(
<x(k),x(k—n)> X*(z_l)X(z)

X (@)x(Q)
x(Mn) X(ZI/M) X(Q/M)
x(n/M) X(ZM) X(MQ)

Je jasné napr. nasledovné:
e Co je viacnasobna ,,nula* ?

e AKka je situdcia na jednotkovej kruznici? (omega, vplyv nul, polov, ...)
e Rukolapny stivis medzi nasobenim a konvoluciou?
e Suvis medzi DP a HP charakteristikou v 4. riadku tabul’ky?

e Ako si predstavit’ X (Q) v komplexnej rovine? (skladanie tociacich sa vektorov)




Autokorelacia a jej frekvencné charakteristiky.

Autokoreldciou sekvencie h(n) budeme nazyvat’ sekvenciu:
pln)=(hlk), h(k —n))

Pouzitim DTFT dostavame:

o0

P(Q)=Y p(n)e™ =3 > i n)e ™ =H' (Q)H (Q) =|H (Q)f

n=—0o0 n=—oo k=—o

P (Q) je realna nezaporna funkcia

Plati:
# (@) =|H (@) H(Q)H(Q) «|H (Q)f




Autokorelacia a ,,z* rovina
Vyjadrenim £° (Q)=H (Q)H(Q)y Z-rovine dostaneme:
P(z)=H.(z" JH ()

, kde oznacenie * znamena konjugaciu koeficientov, nie celej funkcie. Vidime, ze ak 2k je
nula £ (Z ) potom nula je aj 1/ Z , t.. nuly sa vyskytuju iba v paroch. Naviac ak h(”) je
redlne, potom P(z) ma nuly aj v Zp a1z, .

Plati:
N2

Ae)=a [ 1=z, )o-=32) ] (0-2, =)o)

i=1
Jkde N, je pocet parov nul na jednotkovej kruznici( plati ‘Zli ‘ =1, par je vlastne dvojnasobny

koren ) a N, je poCet parov nul mimo jednotkovej kruznice ( plati ‘Zz,. ‘ <Dy,



