Dvojpasmové banky filtrov
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Ako dosiahneme uplnu rekonstrukciu?
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Ak filtre nie su idealne?
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Pri Uplnej rekonstrukeii sa aliasing z DP a HP Casti navzdjom eliminuje
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Polpasmovy filter

Polpdasmovy filter s prenosovou funkciou P(z) je FIR filter pre ktory plati:

P(Z)ZP(Z_I) P(Z)+ P(— Z)= 2
resp.

P(ejQ ): P(e_jQ ) P(ejQ + P(ej(”_g) ) =2

p(n)=p(=n) p(n)+(=1)" p(n)=25(n)

Tj P (ej Q) je redlna parna funkcia @ s neparnou symetriou okolo bodu [7/2,1]
a pre odpovedajucu impulzovi charakteristiku P(n) plati:

1 n=0
p(n):{ 0 njepdrne
p(n) indc



Podmienky na uplnu rekonstrukciu pre
dvojpasmovu banku filtrov

XH(Z) DP Y(Z)
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<~ Castanalyzy ~—><— Castsyntézy

Popisom signalov v oboch vetvach FB dostavame:

~

Xy (2)=X(2)H(2) X4(2)=X(2)G(2)

N

()=, )+ Yo )= = [R, (2)X(2) R, ()X (- 2)

R,(z) charakterizuje celkovy prenos ststavou a R, () aliasing

~

R, (z) = H(Z)H(z) + é(z)G(z) R, (Z) = [7(— Z)H(Z) + 5(— Z)G(Z)



Postacujice podmienky na uplnua rekonstrukciu su:
1) elimindcia aliasingu R,(z)=0, Vz

2) prenos je nanajvys oneskorenim R, (2)=2z" /e Z

RieSenim 1. podmienky - eliminécie aliasingu dostaneme napr.:
H(z)=%cz"G(-z) G(z)=Fez"H(- Z), meZ

Pri rieSeni 2. podmienky ozna¢me
P, (z)= H(Z)H(Z)

~

Vyijadrime R, (z)=H(z)H(z)+ G(z)G(z) pomocou riesenia 1v zavislosti od £ (2) :
P, (z) + Py (— Z)(— l)l =2z7"

Normovanim (centrovanim) £y (z) pomocou £ (Z ) =z'P H (Z ) dostaneme:
P(z)+P(-z)(-D)""' =2

Kde
P(z)= ZZI:I(Z)H(Z) P(-z) = ZIG(Z)G(Z)



T.j. vSeobecne rieSenie podmienky 2 mozno formulovat’:

Ak normovany sucin prenosovych funkcii DP filtrov v dvojpasmovej banke
filtrov tvori prenosovu funkciu polpasmového filtra a sucet m+1 je neparny,
potom banka filtrov dosahuje uplnu rekonsStrukciu.

Ak chceme sustavu s nulovym oneskorenim platia nasledovné tvary vzt'ahov pre
eliminaciu aliasingu:

H(z) = sz_lé(— z) G(Z) = —sz_lﬁ(— Z)



Energeticky komplementarne filtre

Filtre s H(z) a G(z) st energeticky komplementdrne ak plati:

Hle®)] +[c(e”) =2



RieSenie vo forme kvadraturnych zrkadlovych filtrov(QMF)

Kvadraturne zrkadlové filtre(OMF) boli v o BF prvykrat pouzité v r.1977
(Esteban, Galand) vol'bou:

~~

H(Z) = H(Z) 5(2) = ﬁ(— Z) G(Z) = —ﬁ(— Z)

Aliasing je odstraneny, avSak takato BF podmienku na prenos iba aproximuje,
t.J. nedosahuje Uplnt rekonstrukciu okrem trivialneho Haarovho pripadu. Nazov
kvadratarne zrkadlové filtre pochadza z vlastnosti, ze 7(:) a é(-) majua zrkadlové
prenosové funkcie okolo Q=7/2, pricom su energeticky komplementarne.



Ortogonalne (paraunitarne) rieSenie

Nech #,(z) je prenosova funkcia a #,(r) impulzova charakteristika (parnej dizky
N =2I, leZ prototypového DP FIR filtra. Potom BF z neho odvodena
vztahmi:

H(z)=H,(z) H(z)=+2"G(-z)=F(:")

G(z)=5z"1" )H( z‘l) G(z)z $zzl_lﬁ(— z): CN?(Z_I)
dosahuje uplnt rekonstrukciu za podmienky, Ze pre #,(n) plati:

2 ho(npln=2k)=0k)  Fhy(m)=2

Pre takéto rieSenie plati:
e ma nulové oneskorenie avsak su tu nekauzdlne casti - filtre pre analyzu a
syntézu v oboch vetvach maju impulzové charakteristiky casovo obratené.
¢ Oneskorenim nekauzalnych filtrov filtrov (vynasobenim ¢lenom --*)
dostaneme kauzalnu BF s oneskorenim 2/-1.

e filtre pre analyzu (a analogicky aj pre syntézu) si ortogonalne navzajom a aj
voc€l sVojim parnym posunom.



;
h(n) ableld < »ldlclblal < )

T&—Cb—a%—ab—cdﬁ g(n)

poradie
zmena poradia + striedanie znamienok

g(n)

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v ortogondlnej FB s nulovym
oneskorenim. Bodkou su oznacené koeficieny v n=0.

Poznamka: Ak sustavu zaCneme navrhovat’ od syntézy, t.j. 4 (z)=H,(z),

vysledkom je zadmena analyzacCnej a syntetizanej Casti FB, t.j. vo vztahoch na
vypocet filtrov sa zameni oznacCenie dudlnosti.

Uvaha: Pre¢o musia byt filtre 1 (z)=H (Z B ), G(z)= 5(2 _1) takto ¢asovo
otoCen¢ ?

=» Lebo ina¢ nemo6zu formovat’ polpasmovy filter, P(n) by nebolo symetrické.



Biortogonalne rieSenie

Biortogonalne rieSenie umoziuje navrh 2-kanalovych bank filtrov s FIR filtrami
s linearnou fazou a roznymi dizkami impulzovej charakteristiky filtrov pri
analyze a syntéze. Aliasing musi byt nulovy:

H(z)zizmé(— z) G(Z)zizmﬁ(— Z), meZ

Filtre v jednotlivych vetvach musia formovat’ polpasmové filter:
Pz)=H(2)H(z)  P(-2)=G(z)G(z)

St moZn¢ tieto tvary rieSeni(formulovane pre analyzacne filtre):
1) oba filtre su symetrické, neparnych dizok lisiacich sa o neparny nasobok 2
2) jeden filter je symetricky, druhy antisymetricky, oba parnych dizok
liSiacich sa o parny nasobok 2
3) jeden filter je neparnej, druhy parnej dizky, oba maju nuly iba na
jednotkovej kruznici. Oba su symetricke alebo jeden je symetricky a druhy
antisymetricky.



Filtre spifiaju podmienky biortogonality, t.j. st ortogonalne k parnym posunom
svojich dualov a ortogonalne navzajom ,,nakriz*;

;h(kﬁ@n ~k)=5(k) 2. gkg(2n—k)=5(k)

Zk: glk+2m)h(2n—k)=5(k) Zk: h(k +2m)g(2n — k)= 5(k)
H(n) al/b|c :gdan<ie: pl-q r|-s|t h(n)
fg(n) plqlr[s [t znamienok _alb - g(n)

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v biortogondlnej FB so

symetrickymi filtrami.
RieSenie filtrov analyza syntéza
symetricke h(n) =(1,2, 1) h(n)=(-1, 2, 6,2, -1)
gm=(-1,-2,6,-2,-1) | &m=(-1,2,-1)
Antisymetrické h(m=(1,3,3, 1) h(n)=(-1, 3, 3, -1)
(Kvadraticky spline, 1bi02.2) | 5(n)=(-1, -3, 3, 1) gm=(-1,3,-3, 1)




Maticovy tvar 2kanalovaj FB

Pre 2-pasmovu banku filtrov m6zeme operacie decimacie (pri analyze) a
interpolacie (pri syntéze) rozpisat’ ako:

cln)= ;Z (2n — ke h(k) d(n)= X2 (2n —k)lk)
2(n)= ; h(n — 2k )c(k) + ; g(n—2k)d (k)

Tieto vztahy mozeme prepisat’ do maticového tvaru ako transformacie:

X=Tx x=TX

, kde = ¥, % su stlpcové vektory vstupného, transformovaného, vystupného
signalua T,, T, st transformacné matice pre analyzu, resp. pre syntézu.
Predpokladajme koneénu dizku vstupného signalu a kruhovii konvolticiu vo FB.
Potom x, X, x, T,, T, modzemevyjadrit’ v tvare:

X = (x(O), x(l),..., x(N — 1))T

X =(c(0),¢(1),...,c(N/2-1),d(0),d(1),...,d(N /2 -1))



h(0) : glo)

h(1) h((—%) = g(1) g((—l))

h(0 : : 0
LW g ) s e
: ... h(0) : : .. g(0)
=1 or) g=1) 1 L g(l)

Matice H,G st rozmerov N x N/2. Ich riadky st tvorené kruhovym posunom
impulzovych charakteristik prislusnych filtrov. V maticiach H,G s kruhovym
posunom impulzovych charakteristik tvorene stlpce, pricom matice sii rozmerov

N/2 x N.



Pri uplnej rekonstrukcii bez oneskorenia plati x = X . Potom plati

T,T, =1, =T.T,

Vyjadrime:
Ing 0N/zj H HH HH HG
I, = =T,T,= |- |[(H G)=| ~ [H G)=|~ =
! (ON/Z Inn G( ) G ( ) GH GG
z ¢oho vyplyva:
HH=GG =1 HG =GH =0

T.j. impulzové charakteristiky filtrov st ortogonalne k parnym posunom svojich
dualov a ortogonalne navzajom ,,nakriz* = vyjadrenie biortogonality.

Naopak :
IN = TSTa

vyjadruje podmienky pre el/imindciu aliasingu v Casovej oblasti.



K spbésobu tvorenia matic H.G a H,G

I. H,G st decimacné matice - najprv je signal konvolvovany, potom
podvzorkovany (ukazeme na priklade H):

a) vyjadrenim konvolucie v maticovom tvare dostaneme

h(0) .. .. #kB) k() A(Q)
1) k() .. .. KB) #(2)

h(1) #0) .. .. k()

h
konv - Z

b) naslednym podvzorkovanim vystupu dostaneme

¢ = (ﬁkonvf)i 2= (ﬁkonv ri}dky 2}7 =Hx

tj. H vytvorime odstranenim kazdého druhého riadku H,,,



II. H,G st interpolacné matice- signal je najprov nadvzorkovany, potom
konvolvovany, pre DP vetvu potom:

on =1

t.J. m vytvorime odstranenim kazdého druhého stipca H,



Realizacia vvypoc¢tu WR pomocou bank filtrov:

¢, (m)=(9,.,(0),s()
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Realizacia vvpoctu DWT a IDWT pomocou bank filtrov:
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AKv je rozdiel medzi BF s uplnou rekonsStrukciou a BF ktoré realizuju
wavelety?

—> Pri waveletoch je nutna aspon jedna prenosovej funkcie DP filtra v
Q=n lebo potrebujeme Banku filtrov iterovat’

- Design kalsickych Bank filtrov je viac zamerany na rozdelenie
subpasiem vo frekven¢nej oblasti, na selektivitu filtrov a na vznikajuci
aliasing, pricom sa Casto ani nepozaduje Uplna rekonstrukcia



Navrh biortogonalnych waveletov spektralnou faktorizaciou

= H(z)H(z)

UvaZzujme vSeobecné rieSenie faktorizacie P (Z ) v tvare P (Z )

Nulové body £ (Z ) oznaéme <; . Potom platia nasledovné pravidla (Opakovanie!):

1. Aby (2)a H(z) boli prenosové funkcie redlnych filtrov, Zi a z; musime pouzit

v paroch. Napr:
H(z) = (z=2)(2=2,) = 2° = 2(2y + 2,) + 247, = 2 =2z Re(z) +|z,|

2. Aby H (Z ) a H (Z) boli prenosové funkcie filtrov s Linedrnou fazou, <i a 1/ z
musime pouzit’ v paroch. Napr:

H(z)=(z-z,(z—-1/z,) =2z —z(z, +1/ z,) + 1 = symetricke koeficienty

3. Aby H (Z ) a H(z) mohli tvorit ortogondalne wavelety, Z; a 1/z, musime pouzit’
oddelene (magnitidova charakteristika musi zostat rovnaka).

P(e)= @ (=) =a T]((1-2=)0-=2) TI(1-22)1-52)

1=



Navrh Biortogonalnych waveletov

e ZaCneme navrhovat ortogonalny wavelet s K nulovymi momentmi.

e Ak doplnime dvojnasobny pocet nul a pouzijeme kompletny polynom 0(z)
- symetrickad pozitivna funkcia na jednotkovej kruZnici, ziskavame polpasmovy
filter:

P(2)- 2(1;zj’< (1+2z1 jK 0(:)

e Polpasmovy filter faktorizujeme.

Chceme taku faktorizaciu £ (Z): H (Z)H (Z), aby H (z) a H(z) mali lienarnu
fazu.



Umienstnenie nul pre maximalne hladky

VSeobecné umienstnenie nul P(z) ’ , .
polpasmovy filter so 14 nulami v P(z)
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Priklady faktorizacie P(z) maximalne hladkého filtra so 14 nulami




Priklad: Pre Db2 dostavame navrhom pre K=2 nulovych momentov:

Q(Z):_%Z-l-z—%z_l = 2+2\/§ {1@—7«6)} {1—(—)25\/5 }

(o) 2(1;zj2 (1+2zl jz o(-)

Naozaj je to polpasmovy filter?

Musi platit napr. P(z)= P(Z_l) P(z)+ P(-z)=2

Ak chceme utvorit’ Biortogonalny wavelet, moéZeme vzhl'adom na umiestnenie
koretiov pri Db2 manipulovat’ iba s korefimi v z=-1. TakZe O(z) nie je treba
faktorizovat’ .



MéZeme vytvorit’ verzie:

1+Zl
1) Rbiol.3: H(Z):‘E( ]
0

h(n)=22(-1/8,1/8,1,1,1/8,-1/8)

14z (1+2"
2) Rbio2.2: H(Z):ﬁ( 5 M 5 j

3) Rbio3.1(Kvadraticky B-Spline):

-

(=) =ﬁ(”2_1 j 0(2)




Navrh biortogonalnych waveletov pomocou vedomosti o tvare
autokorelacnej funkcie

Priklad: Pomocou vedomosti o tvare autokorelacnej funkcie zostrojte
ortogonalne, maximalne hladké filtre s dizkou 4.

RieSenie:

Z vlastnosti maximalne hladkych filtrov vyplyva, ze P(z) pre N=4 ma tvar:

P(z)=(+2")(1+270(z) = H(z)H(=")

, kde 0O(z) je symetrickd pozitivna funkcia na jednotkovej kruznici. Ked'ze

P (Z ) +P (— z ) =2, vSetky koeficienty pri parnych mocninach z okrem Zz 0 v P (Z ) musia

byt nulové. Pre N=4 je Z - najvyz$ia mocnina v (Z ) ateda O(2) bude v tvare :
Q(z) =(az+b+az™")

Ako ngjst’ Q(z) ? Kol'ko je moznosti?



Pomocou P(z)=(1+z")(1+2)*(az+b+az™") vytvorime ststavu rovnic pre koeficienty pri

parnych mocninach P (Z ):

ZO; 6a+6b=1 EN
z%. 4a+b=0 a=—i p-L
: - i 16 "4
Nasledne:
1 1 1
= -1 = ——z+———2z"

O(z)=(az+b+az") 5 O(2) ( Ay j

A nakoniec ...

vytvorime P(z) ktoré mozeme faktorizovat

P(z)=(+2" Y (1+2)0(z) = H(z) H (=)

Napr. ortogonalnou faktorizaciu P(z) dostaneme vysledok:

H(Z):(ﬁj [(1+‘/§)+(1 +43)27 +(3-43)z7 + (1 —«/5)2‘3]



Banka filtrov a rozklad signalov

Zmena reprezentacie signalu je zvacsa uskutocnena transformaciou.

NajznamejSie prevedenia su:

e blokové transformdcie(BT) - pracuju so signalom v davkach resp. po blokoch
neodstraiuji medziblokovu koreldciu a naviac vznika rusivy "blokovy efekt"

o prekryvne transformdcie(Lapped trensforms)

e transformacie pracujuce na principe viacuroviiového rozlisenia signalu.

Kazda DLT je ekvivalentnd rozkladu v M-pasmovej; BF, v ktorej Casovo reverzné
impulzné odpovede jednotlivych filtrov pre analyzu a syntézu odpovedaju jednotlivym
bazovym vektorom DLT.

M-pasmovy rozklad signalu dizky L

Hierarchické 2-pasmové FB
(kaskadové zapojenie jednotlivych FB)

M-pasmov¢ banky filtrov

BT (M=L)

Oktavové delenie pasiem | | Nepravidelné delenie pasiem

GenLOT (M<L) %
DWT WPT

~|LOT, GLBT (L=2M) (M = 1+log,L) M= 1)




Implementacia Blokovvch transformacii (BT) bankami filtrov

Rozdel'me vstupny signalu x(r) na neprekryvajtice sa bloky {xb (n)} velkosti M (b je ¢islo
bloku). Transforméaciu X, (’”l) pomocou transformacnej matice F velkosti MxM na bloky
X,(n) zapi§eme v maticovom tvare ako:

X, =FX,

., kde X, =(xb(0),xb(1),---,xb({\4 1), X =(X,(0),X,(1),... X,(M -1))" . Riadkové

vektory matice F oznagme 7.: . =(J~”r (0). £, (1), ., £, (M —1)), kde 7=0,1,..M —1 je ¢&islo
riadku . Transformaciu moéZeme implementovat’ nasledovnou M-pasmovou bankou
filtrov, kde st impulzové charakteristiky jednotlivych filtrov ¢asovo otoCené riadky
transformac¢nej matice:

- X,(0)
Plati: f,(M-n) -2
v, (n)= f,(M =1-n)*x(n) x(n) — X,(1)
X, (r)=y,(M(b-1) L(M-n) o
- . . X, (M-1)
f.(Mn) XM




