VsSeobecné opakovanie od zaciatku.




Opakovanie ~ Biortogonalita: ZovSeobecnenie SWT

Pri SWT je mozn¢ pouzit’ pri rozklade a rekonStrukcii signdlu rozne zdkladné wavelety

(t) a wlt):
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Invertovatel'nost’ je podmienena vztahom pre vypocet Cy, nasledovne:

Tato podmienka je postacujuca, zékladné wavelety nemusia spiiat’ ziadne iné podmienky.



Opakovanie ~ Biortogonalita: Waveletové ramce (WF) a radv (WR)

Ak z v() (a analogicky pre ¥(t)) skonstruujeme mnoziny funkcii:

PI’i WE: Wm,n (t):a(;zl//(a(;mt_nbO), m,neZ

Pri WR: Wm,n(t): 2_39”(2_’%_”), mmne”Z

Potom signal mdéZeme reprezentovat’ pomocou jeho waveletovych koeficientov

dy = (O, (0) mnez

A spitne zrekonStruovat’ pomocou

f(t) — szm,nﬁm,n(t) m,nec /

Opakovanie — biortogonalita

Par (v.%) spiia podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych waveletoch), ak
mnoziny Woata {Wm,n} st dualne bazy, spliajice prodmienku biortogonality:

<l//j,k9l/7[,m>:§(j_l)5(k_m) jakalamEZ



Biortogonalne wavelety a rozklad signalu

V predchadzajicom texte sme vytvorili MRA s pouZitim ortonormalnych baz. Ak bazy
{Wm,n }a {',7 mn} st navzajom biortogonalne potom k zakladnym waveletom (v. %) existuju

~ ~

funkcie mierky ¢, ¢ také, e mnoziny 4. ja {¢mn }tvoria bazy pre podpriestory V_, resp.

~

V., a mnoziny Wonla W, tvoria bazy pre podpriestory W_,resp. W.,,. V. L*(R) potom
existuji dve MRA s hierarchiami:

yaclhiachyacbh, cb, ...

ychcl,clV,cV,..
Plati:
o W,. jesice doplnkom k V.1 v priestore ¥, ale nie je to ortogonalny doplnok.

e W, je vSak ortogonalny doplnok k Vm+1 Vv priestore V.

~

e W,.1 je je neortogonalny doplnok k V.1 v priestore Vm a ortiginalny doplnok k Vi

v priestore V.

T
1 o
Vm — Vm+1 @ Wm+1 Vm — Vm+1 D Wm+1
— —~ —~ _ _ 1
Vm — Vm+1 @ Wm+1 Vm = Vm+1 @ Wm+1



Vztahy

L
V Vm+1 C—D W Vm — Vm+1 D Wm+1
~ —_~ —_~ 1L
Vm Vm+l @ W Vm = Vm+l ® Wm+l
moZeme znazornit’ graficky:
VV Wm+1 szT/m Wm+1 szvm
Wm+1
ffffffffffff f _f
| Vm+1
Y/m+1= Vm+1 Vm+1
a)orntogonalny rozkad b)biortogonalny rozlad

Relacie zmeny mierky mézeme vyjadrit’ vztahmi:

o(t)=~2 :ihmr (n)p(2¢ — n) w(t)= J2 Y g, (n)e(2t—n)

n=—00

0= 3 (Nl =23 &, (n)p(2t-n)



Aky bude odpovedajuci vypocet DWT?

Ak chceme signal vyjadrit’ v priestoroch V.1, W1, musime pri ziskavani siradnic

pouzivat’ priestory Wm+1, Vm+l - (vid’. geometricka analdgia). V tom pripade:

Rozklad (analyza): Car (1) = Zk: o, (k=2n)c, (k)
4y (1)=&, (k~2n)c, (K

k

N ~

Resp. ak chceme signal vyjadrit' v priestoroch W1, Vs, musime pri ziskavani saradnic
pouzivat priestory Vi, W,..i. Vol’ba je na nas.

Ako to bude vyzerat’ v maticovom tvare? ... vel'mi podobne ako v ortonormalnom pripade

avsak pri konstruovani matic pouZijeme podl'a uvedenych vzt'ahov aj sekvencie 7, a &, .



o Aké st vztahy medzi A, &, M, & ?
ZlozitejSie ako v ortonormalnom pripade, avsak koncept “bank filtrov”’ ndm pomoze.

Zéakladné vztahy v ortonormalnom pripade boli:

p TiHoha-20)=00)
b) Zn:h(n)g(n—Zk):O

c) Zh Zg()
d) gln)=+( 1) h(M—n)

V biortogonalnom pripade plati:

a) LAkhian—k)=ok) 2 gk (2n - k)=o(k)
by 28 (k+2m)h(2n-k)=0 Dh(k+2m)g(2n-k) =0
o 2&m)=0  >2g(n)=0 S u(n)=2Fi(n)=2
d) ?

e Chyba nam koncept zavadzajici K-regularitu ...
e Mame viac stupfiov vol'nosti ako v ortonormalnom pripade



e Priklad = rodina -Spline waveletov

Spliny st po Castiach polynomicke funkcie dan¢ho stupnia s plynulym prechodom medzi

jednotlivymi Castami. B-Spline @sy (¢) stupna M je tvoreny M nasobnou konvoliciou
,,Box‘ funkcie:

1 re(0])
B(t) - { 0 inde
a ma kompaktnu podporu na intervale (0.M +1), M-1 spojitych derivacii.
Plati: @s50(t)=B(t)= 01 (1), takze Pso (t ) mobzeme generovat’ pomocou
koeficientov A(n)=(11) resp. ich N-nasobnymi konvoliciami. To odpoveda

Pascalovmu rojuholniku na urcenie kombina¢nych Cisiel. Koeficienty h(n) pre B-spline
funkcie mierky su potom:

hso( ): (1 l)ﬁ - konStantny (spline nultého radu)
hgy ()= (1,2 1) - linearny (spline prveho radu)
hs,(n)=(13,3 1) - kvadraticky(...)

hss (n)=(1,4,6,4,1)32 - kubicky(...)
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B-Splinov¢é funkcie mierky: a)KonStantna b)Linearna c)Kvadraticka d)Kubicka



N-nasobnej konvolucii h(n) odpoveda nasobenie v Z rovine, t.j:

2

e, ()= \/E(H szH

TakZe Spline maji K=M+1 nasobnu nulu v z=-1. DiZka kg, (n) je M+2.

e Plati j¢SM(f)dt:1 a Zhso(n):\/i

e Zakladna otazka: Formuju funkcie @suy (¢) bazy Vo ?
Formuju, lebo @sum.n (f ) spiiaju dilataéné rovnice. @su (f ) potom mdZeme povazovat
za funkcie mierky.

e Spline maju symetrické h(n) , symetrické bazové funkcie, t.J. nemozu tvorit’
ortogonalne systémy (okrem trivialneho pripadu)

e Spline nie si navzajom ortogonalne, t.j:
<¢SM (t)a¢SM (t + k)> = a(k)’ pricom a(k);t 5(k)



Semiortogonalne spline wavelety

MnoZiny {CDSM,m,n (¢ )} tvoria neortogonalne bazy ¥, . Semiortogonalne wavelety {l// SM . (¢ )}
tvoria neortogonalne bazy W, , pre ktoré plati:

V. 1w, V.=V  OW

m+l m+l1
T.j. v MRA existuje len jedna hierarchia aproximaénych podpriestorov
{0}...C V,cVvi,cVyclh ,cV, ...L2(R)
Oproti Biortogonalnemu pripadu to znamena Ze

~

Vo=V W =W,

Pr1 spline radu M vypocitame koeficienty &, (n) z koeficientov %, (1) nasledovne:
g, (n)=%(=1Y"h (M +1-n)a,, (M +1-n)

kde
dy (k) = <¢SM (t), Dsur (t + k)>

Prakticky

Ay (k) =M hS(M+2) (k)

POZOR: ak pouzijeme &, (’”’) a h,, (”) v tomto tvare (KIO filtre) pri analyze, pri
syntéze je nutné pouzit’ NIO filtre (a naopak).



Biortogonalne spline wavelety

e MnoZiny {CDSM,m,n (f )} tvoria neortogonalne bazy V,, .

e K nim si méZeme skonstruovat’ {‘// SM . (t )} také aby tvorili neortogonalne doplnky W,
(mame viac stupniov vol'nosti ! Vid’. priklady na d’al’sej strane)
e V I’(R) potom existuju dve MRA

Vyalhaclyclv,cl,,..

TPl cl, P, .
atd...
Konkrétny spdsob navrhu Biortogonalnych B-spline waveletov uvedieme neskor.

e pomoZe nam koncept “bank filtrov”
e pouzijeme vedomosti o spektralnej faktorizacii v ortonormalnom pipade



v Casovom posunuti). Maju tie 1sté priestory

Biorthogonal Wavelet = bior1 3

Decomposition scaling function phi

Decomposition wavelet function psi

v

n .

Napr. Bior 1.3 a Bior 1.5 maju tie isté Psrtmalt) - spliny nultého radu (rozdiel je iba

Biorthogonal Wavelet --= bior1.5

Decomposition gcaling function phi

Decomposition wavelet function psi
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Decomposition low-pass filter
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Decomposition high-pass filter
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Decomposition low-pass filter
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Decomposition high-pass filter

1.

g L g

oe—a
1 -0.5

* .

& L]

+—8

.

1 2 3 4
Reconstruction scaling function phi
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Reconstruction wawvelet function psi
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Reconstruction scaling function phi
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Reconstruction wavelet function psi

1

0.4

1 2 3 4
Reconstruction low-pass filter
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Reconstruction high-pass filter

2 4 [
Reconstruction low-pass filter

2 4 [
Reconstruction high-pass filter




