Wavelet, Co to je?
(fr. ondelette = vinka, angl. wavelet)

=» predstavte si ho ako vinovy balik
(= v praxi je to Cosi medzi Dirakovym impulzom a vinou)
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Waveletova transformacia (W'7)

=» funkcie, pomocou ktorych signal transformujeme a potom spitne skladame su ,,vinky*
=>» vysoko efektivny prostriedok analyze a spracovani signalov. Oproti DFT a DCT Specificka v
tom, Ze umoznuje ovela lepSie v spektre signalu zachytit’ jeho c¢asovo-frekvencéné vlastnosti.

Reprezentacia signalov

=» poznate reprezentaciu signalov v ¢ase, vo frekvencii (FT)
=>» wavelety umoznuju flexibilnu a cielent reprezentaciu niekde medzi.




Historické korene

e Prvy "wavelet" skonStruoval [.LHaar v r. 1910 pri konStrukcii  alternativneho
ortonormalneho systému k Fourierovmu

e teorie Littlewood-Paleyho, harmonicka analyza, atomicka dekompozicia a tedria ramcov

e Objavenie tesnych vztahov medzi bankami filtrov a waveletovymi bazami. - S.Mallat,
1985

Aplikacie waveletov

Analyza signalov (spojitych, disktrétnych, fyzikalne veliiny, zvuk, obraz, ...)
Filtracia (napr. k6li odstrannovaniu Sumu, ...)

Kompresia (obraz, zvuk, video)

PocitaCova grafika (interpoléacie, aproximacie, vyhladzovanie, modelovanie ...)
Spotrebna elektronika

Implementacie
PC
DSP
FPGA




Telekomunikacie

WT & audio signaly

efektivny prostriedok pri ¢asovo-frekvencnej analyze a to formou SWT (spojitej waveletove;
transformacie)

watermarking (oznaCovanie) audiosignalov

potlacanie Sumu v signale

Skalovatelné rieSenia na internetovu telefoniu

waveletova syntéza zvuku

WT & obraz & video

JPEG 2000 pre kompresiu a prenos statickeho obrazu
watermarking statického obrazu a videa
Kompresia videa (zatial nestandardizovane¢)
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Oblasti, v ktorych sa budeme pohybovat’
a ktoré sa budu prelinat’

A) Linearna algebra =» [vektory, priestory, transformacie, matice]
Hilbertove priestory =» [priestory funkcii, hierarchie priestorov]
Signaly v Case a frekvencii

B) Fourierova analyza (spojita, diskrétna) =» [r6zne druhy FT, STFT]
Signaly v Case a frekvencii

C) Diskrétne signaly a Z transformécia
Impulzové charakteristiky
Filtre a banky filtrov

D) Diskrétne transformacie v maticovom tvare
Ich spojenie a realizacia bankami filtrov



Demo MATLABU



A) Hilbertove priestory a rozklady signalov

(Skripta: dodatky, str.117)

Definicia 6.1: Vektorovy priestor E nad komplexnymi C alebo redlnymi Cislami R je mnoZzina
vektorov E spolu s operaciou s¢itania a skaldrneho ndsobenia, pre ktoré (E.+..) je linedrny priestor
nad polom C alebo R.

Definicia 6.2: Podpriestor vektorového priestoru E je taka podmnoZina M c E , pre ktoru plati:
1) Vx,yeM; x+yeM

2) VxeM apre a€C alebo a€R plati, ze acxe M
Definicia 6.3: Linedrny obal L(M) mnoziny M c E s prvkami X, je podpriestorom E a plati
L(M)z{Zaixi ;a, € Calebo R, x, EM}

Definicia 6.4: Bdzou vektorového priestoru £ nazyvame neprazdnu podmnozinu B < E prave
vtedy, ak L(B)=E a B je mnozina linearne nezavislych vektorov.

Definicia 6.5: Hilbertov priestor E je vektorovy priestor E, ktory je uplny a na ktorom je definovany
skalarny sucin ktory oznacujeme < : >
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Definicia 6.6: JVelkost vektora x (oznaCujeme x| ) je v Hilbertovych priestoroch dana skalarnym

sucinom | =/(x.x) .

Definicia 6.7: Nech £ je Hilbertov priestor, potom

a) prvky X, ¥ € E st ortogondlne(x L y) ak (x.y)=0

b) Prvok x je ortogodlnyna M c E, ak Vye Mplati x Ly

c) Podpriestory M,,M,  E sa nazyvaju ortogondlne ak Vxe M,, Vye M, plati x Ly

Definicia 6.8: Nech M, su podpriestory Hilbertovho priestoru E. Ak kazdy vektor x € E mozeme
jednoznaéne vyjadrit’ v tvare X =X, + X, +...+ X, priCom X, €M, potom FE je priamou sumou
porpiestorov M, . Piseme E=M, ®M, ©..OM,

Definicia 6.9: Nech M je podpriestor Hilbertovho priestoru £. Potom ortogondalny dopinok k M
v E je mnozina M* ={xeE;x LM}

Veta 1.1: Nech podpriestor M c E je uzavrety. Potom pre dany vektor z € £ existuje xe M a
yeM™ také,ze Z=X+Y Tj.plati: E=M®M",
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Separabilné Hilbertove priestory

Komplexné / realne priestory

Komplexny priestor C" je mnozina vsetkych n-tic x = (3,50, ) s kone¢nymi hodnotami X; na
mnozine C. Skalarny sucin je definovany ako:

)-Sx xyeC”
i=1

Analogicka definicia plati aj pre R " Kvoli jednoznacnosti budeme pouzivat’ aj klasicku notaciu

= )
x=(xx, ...x,) .

Priestor F(2)

Vektormi x v priestore °(Z) st sekvencie x(n)eC, neZ , s kone¢nou energiou |X|<®. Zvy&ajne
reprezentuju signaly distkrétne v Case. Skaldrny sucin je definovany ako:

o0

(v, y)= 2 xln)y(n) x,yel,(Z2)

n=—0



Priestor L°(R)

Vektormi x v priestore L*(R) su funkcie x(t)eC, te R ktoré sh po Stvorcoch integrovatel'né, t.j.
|¥| <. Skaldrny sicin je definovany ako:

<x, y> = LGR x(t)y(t)* dt x,yeLl,(R)

Pozn.: Analogicky pre funkcie n premennych mozeme definovat priestory L, (R")
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Ortonormalne bazy

Mnozina B=1{b} je ortonormdlny systém v priestore E.ak
Vbiﬁbj €B; <bi9bj> =0(i—J)

B={b} je bazou priestoru E , ak vietky y € E mozeme vyjadrit
Y= Zakbk
k

kde «; su spektralne koeficienty
o, = <bk 9y> .

Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost
bl =2 [e.5) VyeE

1

Analogické tvrdenia platia aj pre ortogondlne systémy, vo vztahoch je iba pridana normaliza¢na
konStanta.
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Biortogonalne bazy

Nech mnoziny B = {bi} a B= {51} st bazami priestoru E. Tieto bazy st navzajom dudlne resp.

biortogondline, ak:

a) ich bazova vektory sa navzdajom ortogondlne, t. j. biortogondlne:
Vi,jeZ: <bi,1'5,.> =0(i~J)
b) existuju kladné koneéné konstanty C,D,C.D, ze pre Vx € E plati:
2 ~ ~ 2 ~
Claf < Xbex)f <Dlef" Cf* < S5 < Dl

Potom signal x € £ mozeme vyjadrit’ ako
X = Z<bk’y>1;k = Z<[;k’y>bk
k k
Parsevalova rovnost’ ma tvar:

b =2 (by) (by) VxeE

k
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Ortogonalna projekcia a aproximacia signalu

Definicia: Ortogondlna projekcia(priemet) vektora x do vektora s je zlozka vektora x v smere

vektora s nazyvana ¥s s velkostou:

Skalar s, nazyvame siiradnicou vektora x vo vektore s.

2
=(xs)/lsl s =xs.

X

S
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Aproximujme X € E v uzavretom podpriestore S, s bazou S; = {81,8358,} .
A

85,

Projekcia vektora X € R’ do podpriestoru S, C R’
dan¢ho ako L({Slasz}) :

Oznadme ortogonalnu projekciu x € E do S, ako .

N

Plati (x —X ) LS, a zaroven
| = ] = min [[x - s Vs ¢S,

T.j. aproximacia ortogonalnou projekciou je najlepSia v zmysle najmensich stvorcov.
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Postupna aproximacia:

A) Nech S je ortonormdina baza S; . Ozna¢me ortogonalnu projekciu x€ £ do S ako
= Z(wa>5i . Ked’ze S; st vzajomne ortogonalne (staci aby baza Sy bola ortogonalna),
zachovava sa vlastnost’ najlepsej aproximacie v zmysle naymensich Stvorcov. Plati viastnost
postupnej aproximdcie, t.J.:

~A(k+1 ~(k
S( = :S( )+<Sk+19x>sk+l .

B) Ked S, baza Sy nie je ortogonalna, neplati viastnost postupnej aproximadcie, t.j. aproximaciu v
Sk-1 nemdzeme priamo pouzit’, je nutné celtl aproximaciu prepocitat’ znovu.
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€, ! b, 62/\ b,

;Cz _<b2ax>b2 ~ ~

e b, %,=b,.x b,

f X

i QL
A X, = <513 b,

X) <b19x>b1 20 =(b,,x)b, /||b1||2
3%1 — 5O b1 b, 3%1 " )fe(l) b,
a) Ortonormalna baza B b) B je neortogonalna

B={b.b,} ={(v3/2,05),(0533/2)}  B={b.b,}={(15.-0.5).(11)}

B={b,,b,} ={(0.5,-0.5),(0.25,0.75)}

Priklad reprezentacie signalu v X = {1, 0-5} E =R’ v baze B: a) B je ortonormalna b) B je
neortogonalna
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Priklad Postupnej aproximacie v troch rozmeroch:

Aproximujme X € E v uzavretom podpriestore S; s bazou S; = 15158555, .
A

8,

Projekcia vektora X € R’ do podpriestoru S, € R’
daného ako L({S19S2}) .

Ozna¢me ortogonalnu projekciu x € £ do S, ako 9
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Gram-Schmidtov Ortogonaliza¢ny proces

Nech 4= {al s yseees an} je neortogonalnou bazou nejakého Hilbertovho priestoru V. Potom

ortogonalnu bazu B = {B1,b,,....b,} tohoto priestoru skonstuujeme nasledovne:

b =a,
b,=a,- d,

b, = a, —d; —d,

a2
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Zmena suradnic pri prechode Kk inej baze v C”.

Nech 4 = {a19 yseees an} a B=1{b,b,,...0,} s bazy Hilbertovho priestoru C" . Prepisanim do
maticovej notacie dostaneme stvorcové matice hodnosti n:

A =(a,a,,...a,) B=(b,b,,...b,)

n
kde, @ =a/a b =bsu stipcové vekory.

Veta: Kazdy vektor z bazy B m6zeme jednoznacne vyjadrit’ ako linearnu kombinaciu vektorov bazy
A, tj.plati B=AP,; .

Definicia: Maticu £ nazyvame maticou prechodu od bazy A k baze B . Analogicky ozna¢me s
maticu prechodu od Bk 4. Potom plati:

PBA :PA_BI.
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Veta: Nech x€C” mav baze 4 stradnice ¥(4)=(x,x,,...x,)" av B stradnice *(B)=(, 50 0,)" .
Potom plati:

R —1— R
X (B) =P X(A)=P,X (A) .
V praxi st naSe vstupné vektory reprezentaciou diskrétnych signalov v ¢ase. Potom:

A=1, P,=1'B=B

, kde 1 n je jednotkova matica hodnosti 7.
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Doprednou transformaciou signalu x(n)=x (1 ) =x el potom budeme rozumiet’ zmenu vektora x
na vektor ¥ =X(B). OznaémeT =P, =B ;

R
, kde

e T je transformacnd matica

o vektor V predstavuje spektrum

e jcho zlozky Vi su spektralne koeficienty,
Signal x rekonStruujeme spdtnou transformdciou:

by - b, \ [N B B _
x=T"'9=By=| .. .. .. e |=by, +by, ...+ Dy,
b, ... b )y,
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A) Pre ortonormalne bazy 5 = {bi} , plati T'=B T=B"'=B"

00
Il
N
S
——

B) Vseobecny pripad: riadky matice 7 = B™' predstavuja bazové vektory tzv. dualnej bazy
_dualnej* k B =15,
plati ~ T7'=B T=B"

Y

b |

= Stiradnice vektora X vo vektorovom priestore s biazou B = {bz’ } , Ziskame jeho ortogondlnou

projekciou do vektorov bazy B = {bi} dudlnej k baze B.
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Interpretacia:

Vseobecny pripad (,, biortogonalny ‘)

T = B™" - pri transformécii vykonavame skalarne suginy Vstupného vektora s jednotlivymi

ritadkami matice T, t.j. bazovymi vektormi, "novej", dudlnej bazy B = b, {. Ked’ze jej vektory st v

riadkoch matice T, plati T = B". T.j. plati:
B'=RB"

Ortonormalny pripad:

T=B"=B" - pri transformécii vykonavame skaldrne st&iny vstupného vektora s
jednotlivymi riadkami matice T, t.j. bazovyml vektormi bazy B, ktoré sa transponovali

a skonjugovali. V ortonormalnom pripade B=B".

Teda plati:
Suradnice vektora x vo vektorovom priestore s bazou B = {bi}, ziskame jeho ortogonalnou

projekciou do vektorov bazy B = {bi} dudlnej k baze B
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Analyza vSeobecného — ..biortogonalneho* pripadu L,:ﬂ

Vektor X z bazy B= {bi} rekonstruujeme ako
X=X +X, =ab +a2b2, kde X(B) = (o, ;)

e Ako ziskat ¥1>X2?

e PomoZe nam ortogonalna projekcia do b= {bi} ?

e Poditajme 1. Zvolme l'ubovolné b, , 0 ktorom s1 mysli1 2 !\
ze projekcia doitho ndm pomoze ( "’1‘)/ H'}‘ H

e Vidime, ze <l;1,b2> =0

)

b ;
I
e Do 51 spravme projekciu X a aj b Zpodobnosti znazornenych trojuholnikov dostavame:
<51’£1>/ _<51’b1>/ 51 H)AC H_<b1’fcl>Hb1H 2 _<b1>)%1>b1 A .
% ) HZ%H >0 <l;1,b1> > <l;1,b1> 15" <b1,x1>b1

~

Vidime, Ze potrebujeme také B = {bi }, pre ktoré <b19b2> =0 4 <b1 ,b1> =1 , £.]. by ma vhodnu velkost.

X = albl = 1%

e Vieme, 7¢

~

bl

Analogicky pri vypocte fcz dostaneme <b1>bz> =0, <b1>b1> =1
T.j. plati Vi,j€Z; <bi9bj> =0(i—J), &o je podmienka biortogonality.
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Z.akladné pojmy

e Pod poymom ,, signdl“ rozumieme vektor v niektorom z Hilbertovych priestorov.

e Signal zvyCajne predstavuje priebeh nejakej meniacej sa veli€iny v casovej oblasti.

e Transformaciou signa’lu sa dostavame do tzv. transformacnej oblasti, kde je reprezentovany
tzv. spektrom.

o Spektrum je tvorene spektrdlnymi koeficienatmi signalu.

e NajznamejSou transformacnou oblastou je Fourierovska , kde je signa | reprezentovany
frekvencnym spektrom.

e Fourierova transformdcia rozklada signal iba na frekvencne zloZky. Neposkytuje vSak
informaciu, kedy signal vykazuje dan¢ frekvencné charakteristiky (jej bazové funkcie
rovnomerne prekryvaja cela casovi os)

e Ak funkcie, pomocou ktorych sme transformovali st linedrne zavisle, potom netvoria bdzu, ale
vSeobecnejSiu mnozinu expanznych funkcil.

e NadbytoCnost’ reprezentacie signdlu ziskanej pomocou mnoZiny expanznych funkcii mozeme
odstranit’ vyberom vhodnych spektralnych koeficientov, tzv. kritickym vzorkovanim spektra.



