Wavelety

Pripustne wavelety

(zarucena rekonstrukcia)

AN

4 W .
Wavelety s nekone¢nou regularitou

~

Viastnosti:

Pouzitie:
_ Priklady:

+ funkcia mierky (1) existuje

+ analyza je ortogonalna

+ symetrické y(t), ¢(1)

- y(1) a (1) nemaji kompaktny nosic
- rychly algoritmus neexistuje

SWT az DWT (s NIO filtrami)

Meyerove, sinc wavelety y

\4

(PribliZne pripustné wavelety

+ mozna symetria y(t)
rekonStrukcia nie je zarucena
y(7) nemaju kompaktny nosic
funkcia mierky ¢(t) neexistuje
analyza nie je ortogonalna
rychly algoritmus neexistuje

Pouzitie: analyza spojitych signalov
Priklady: Gaussov a Morletov wavelet
S , mexicky klobuk

~

Vlastnosti: + v(t) vyjadrené v uzavretom tvare

= A Semiortogonalne spline wavelety
: bez kompaktného nosica

Wavelety s kompaktnym nosicom pre (1), ¢(t) a rychlym algoritmom vypoctu

/Ortogonélne wavelety

~

Vlastnosti: + v(t), ¢(t) maju isty pocet

nulovych momentov

+ KIO filtre pri implementacii WT

- mozné iba asymetrické y(t), ¢(7),
maximalne priblizne symetrické

Pouzitie: SWT az DWT rychlym algoritmom
Priklady: Daubechies(Db), symlety, Coiflety,
Burt-Adelson, Battle-Lemarie
L wavelety )

/Biortogonélnv par waveletov
Vlastnosti: +

y(1), o(t) aich dudly maju
isty poc¢et nulovych momentov
KIO filtre pri implementacii WT

+ + +

mozné symetrické y(t), ¢(1)
strata ortogonality

a vlastnosti postupnej aproximacie
SWT az DWT rychlym algoritmom
Biortogonalne spline, Cohononen-
Daubechies-Feauveau (CDF)

Pouzitie:
Priklady:

Y a Desaulerious-Dubuc(DD) wavelety

mozn¢ in¢ vlastnosti analyzy a syntézy




Analyza vlastnosti funkcii mierky a waveletov v ortogonalnom pripade

Oznacenie:
(D(f ) , ‘//(f ) - funkcia mierky a wavelet spliiajiica relacie zmeny rozligenia
h(n), g (”) - zjednodusSené oznacenie koeficientov pre zmenu rozliSenia h,, (”) :

& (1)

H(®),G(®@) - DTFT koeficientov (1) a g(n)



Teorém 1 : Ak plati j¢(f Wit # 0 potom > hn)=~2 pogzn.: podmienka J€0(f Mt #0 je nutna
aby MRA bola kompletna.

Teorém 2 : Ak celoé¢iselné posuny ¢(¢) st navzajom ortonormalne, t.j.
j§0(t)§0(t —k)dt = 5(k) potom > hlnln —2k)=5(k),
Dosledky:

> h(2n)= Zh 2n+1)=+2/2

S i) -1

Teorém 3 : Ak #(¢) ma kompaktna podporu na intervale (0,N —1) a o(t — k) 0 linearne

nezavislé, potom /(n) méa kompaktnt podporuna 0<n< N —1,tj. h(n)=0 pre n<0 apre
n>N -1, dizka sekvencie h(n) je N.



Vlastnosti Vlastnosti Vlastnosti H (@) , G(a)) Poznamka

olt), () h(n), g(n)

_[(0(1)55 =1 > h(n)=~2 H(0)=+2 Teorém 1
j (0 Yple — k)dr = 5(k) Teorém 2

; h(n(n — 2k)=5(k)

ak k=0 plati
Z|h(n)12 =1

‘H(a))‘z +‘H(a)+7r){2 =2

Yolt—1)=2pl)=1

/ )

Zn:h(2n): Zn:h(2n +1)

[y leye=0

Zn:g(n)=0

[olt=nly(e—m)ar=0

gln)=+(~1)"h(M - n)

‘G(a))( = ‘H(a) + Mﬂ]

M je neparne

> hin)g(n-2k)=0

H(w)" +|G(w) =2

Prehl’ad vlastnosti pri ortonormalnych WR a DWT




Aby mohli byt’ splnené¢ podmienky pre h(n), treba aby N, dizka h(n) bola parna.
h(n) g(n) sa navzajom jednoznacne urcuju. Potom ...
K danému ortogondlnemu waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak).

Ak h(n) spifla uvedene podmienky, st zaru¢ené iba zakladné¢ vlastnosti (0(1‘ )

(integrovatel'nost’, ortonormalitu, ...) pricom (D(f ) moze mat’ extrémne neregularny,
pripadne fraktalovy charakter.

e regularita waveletu a k nemu naleziacej funkcie mierky je rovnaka (wavelet je ich
konecna linearna kombinacia)

e Pri navrhu A(n) s dizkou N, ostava po splneni nutnych N/2+1 podmienok eSte N/2-1

stupfiov volnosti. Tieto mozeme vyuzit aby @), w(t) resp. h(n), g (”) mali

pozadovane vlastnosti, ako napr. 1sti regularitu, aproximacné vlastnosti ...
Pozn.1: nutnych N/2+1 podmienok je:

a) 1.podmienka: Zn:h (n)=2 kvoli existencii ¢(t )

b)N/2 podmienok kvoli ortonormalite olt) :

2 hnln —2k)= 5(k) k=01,..,N/2-1

Pozn.2: Nech ‘H(a))‘z +|H(w + 77)‘2 =2, Oznatme P(w)Z‘H(O)){z. Potom P je tzv.
Polpdsmovy filter t.j. v Z rovine plati : £ (z)+ P(-z)=2
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DTFT dilata¢nych koeficientov a ich vlastnosti: a) celkova situacia pri Db1(Haarov)
wavelete b) vplyv radu waveletu na frekvencne vlastnosti koeficientov mierky pri systéme
Daubechieovej waveletov



Kaskadové algoritmy, generovanie o(t)a w(t) vo frekvencCnej a
Casovej oblasti.

Ako vypocitat’ (P(t ) ay (f ) ak pozname koeficienty pre zmenu mierky?

Vychadzajme z rovnic:

o0)=32 3, (n )l =) v(1)=v2 Y g, (nhol2t ~n)

n=—00

Tieto rovnice moZeme riesit’ iteracne, pricom ak postup bude konvergovat’ k pevnému
bodu, potom je pevny bod hl'adanym rieSenim. Iteracie su definované:

P S )y )=E S o o)

n=—o0

Uvedeny iterany postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus.
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Generovanie funkcie mierky Db2 waveletu kaskddovym algoritmom v Case. Vypocet
zobrazeny po 1,2,4 a 12 iteraciach. Pociato¢ny signal bola "Box" funkcia. Vpravo dole je
zo zvacSeniny zreymy fraktalovy charakter. Porovnajte s tvarmi bazovych funkecii
priestorov



HPadajme teraz riesenie vo frekvenc¢nej oblasti.

Pouzitim Fourierovej transformacie dostaneme:
1
+1 k
(k+1)() \/’thr( ) (k)( n) > (D( +)(a)):EHmr(a)/2) CD( )(a)/z)
rieSenim tejto rovnice pre kK —> o dostdvame
D ()= ®*(0) ﬁ{i H, (a)/2k)}
e[ V2

Ak tato limita existuje a je spojita v @ =0 potom ®(e)= *")(0) . Analogicky:

¥ (w)= %GW (@/2) f![% H,, (a)/Zk )}

V}’/sledok oboch pripadoch nezavisi od tvaru 0 (t) ale iba od hodnoty

W(0)= f(ﬂ (e)dt=4,>0 ktord je invariantna vzhl'adom na iteracie.
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Generovanie funkcie mierky Db2 waveletu kaskadovym algoritmom vo frekvencii.
Zobrazena iteracia n=1,2,4$ (vzdy iba prva peridda) Vysledna funkcia mierky je
vypocitand pre n=9 vzorkovanim periddy na 2048 vzoriek a naslednou IDFT.



Momentové vliastnosti

k-te momenty olt), w(¢) su definované:
k)= [ t*ole)t m,, (k)= [ "y (et
diskretne k-te momenty h(”) ,8 (”) su definovang:

w0=EaH) (k)= el

z diskrétnych momentov 4, , s mdzeme vypocitat’ spojité momenty pomocou:

-GSl om0 2 e

:].

na zaCiatku vypoctu si treba uvedomit’, ze ™y (O)



Pocet nulovych momentov ml/,(k ) dava informaciu o plochosti () a hladkosti ¥(t) ktoré
rastl priamo umerne. Okrem toho, ¢im viac mame waveletovych momentov je nulovych,

tym lep$iu aproximaciu ziskame pri projekeii signalu ./ (f ) e’ (R) do Vi .

Cim vacsi pocet nulovych momentov 7, (k) je dolezity pri aproximacii signalu Jf (¢)el? (R)
vo V. pomocou vzoriek ./ (¢) namiesto projek¢énych koeficientov. Takisto sa zlepSuje aj
symetria olt).

Prikladom waveletového systému, ktor¢ho dizajn je zaloZzeny na momentovych

vlastnostiach #(¢) WV (t ) su tzv. Coiflets. Je to ortonormalny systém v ktorom sa snazime
nulovat’ momenty waveletu a rovnako aj funkcie mierky:

m,(k)=0_m,(k)=0 k=12,.,L—1



K-regularne filtre

FIR filter s impulzovou odpoved’ou h(n), ktora spitia podmienky v Tab.1 sa nazyva K-
reguldrny vtedy ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1) H(®w) ma K-ndsobnii nuluv @ =7

2)prvych K-diskrétnych aj spojitych waveletovych momentov je nulovych, t.j.:
m,(k)=0, 1,(k)=0_pre k=0,1,..,(K ~1)

3)polynomické sekvencie stupiia < (K —1) mozu byt vyjadrené linedrnou kombinaciou
posunov #(n).

4)polynomy stupiia < (K —1) mézu byt vyjadrené linearnou kombinaciou posunov ¢(t)



Ak je h(n) K-regularny, potom Z transformaciu h(n) ; 1 (z)= Zn h(n)z™" mozeme
napisat’ v tvare:

pricom L(z) nema iadne poly v z= e’ . AKN je dizka filtra h(”) , potom polyném H (Z )
je stupnia N-1 a L(Z ) stupnia N-1-K. Aby L(z) zabezpecCilo splnenie nutnych N/2
podmienok pre ortogonalitu, musi byt aspoti stupiia N/2-1. Potom K <N /2.

Zaroven z podmienky existencie (P(f ) automaticky plati, Ze h(”) je aspon K =1 regularne.
Takze plati :

ISKK<N/2



Wavelety ako diferencialne operatory

e Wavelety mozu sluzit’ ako viact roviovy derivator (diferencialny operator)

e Nech 4(n) je K-regularny filter, generuja ci (D(t ) a y(1). Potom waveletove koeficienty
(spektralne koeficienty po DWT) zodpovedaju K-tej derivacii vyhladenej verzie
analyzované¢ho signalu:

(f(x).w (x—u))=0"{y* f}(u)

kde / je vyhladzujuci operator definovany vo frekvencii ako

[(w) = ¥()/ ()"
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Obr. 2.6. Waveletové koeficienty signalu ¢p(n) na prvej urovni rozkladu a ich detail
(dey), pri pouziti Db1 waveletu. Rozliatie detailu je dosledkom nedostatoc¢nej regularity
Dbl. (t. j. na obr. 2.5 by nemali rozliaty detail iba koeficienty 0pp4(co) ~ 07;,(c0))
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