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Separabilné Hilbertove priestory
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Ortonormalne bazy

Mnozina B=1{b} je ortonormdliny systém v priestore E.ak
Vb,,b, € B; <bi>bj>=5(i—j)
B=1{b} je bazou priestoru E, ak vietky y € E mdzeme vyjadrit’
Y= Zakbk
k
kde a, su spektralne koeficienty
o, = <bk > y> .

Biortogonalne bazy

Nech mnoziny B = {bi} a B= {Z;z} su bazami priestoru E. Tieto bazy su navzajom dudlne resp.

biortogondlne, ak:
a) i1ch bazova vektory sa navzdajom ortogondline, t. j. biortogondline:

Vi,jeZ; (b.b)=06G-))
b) existuju kladné kone¢né konstanty C,D,C,D, ze pre Vx € E plati:
~ ~ 2 ~
Clf < ;Kbka@\z <D Cld s Zf(bex)f < DIl

Potom signal x € £ mozeme vyjadrit’ ako

X = ;<bk9y>5k = ;<EkaJ’>b/¢




Postupna aproximacia:

A) Nech S, je orfonormdlna baza Sy . Oznaéme ortogonalnu projekciu x€ E do S ako
= Z<Sl—,x> Si. Ked’Ze S; su vzajomne ortogonalne (staci aby baza S} bola ortogonalna),
zachovava sa vlastnost’ najlepsej aproximacie v zmysle naymensich Stvorcov. Plati viastnost
postupnej aproximdcie, t.].:

n(k+1) Ak
g =g )+<Sk+19x>sk+l :

B) Ked Sy , baza S, nie je ortogonalna, neplati viastnost postupnej aproximdcie, t.j. aproximdciu v

St-1 nemdZeme priamo pouZit’, je nutné celll aproximaciu prepoé&itat’ znovu.



€ 5 i b, 62/\ b,

%, _<b2>x>b2 ~ _

R b, %,=b,.x b,

X

- 4
A X = <Ea b

X <b1 9x>b1 g o) — <b1 ,x>b1 /”b1 ”2
X = 20 b, b, % = 20 b,
a) Ortonormalna baza B b) B je neortogonalna

B={b.b,} ={(v3/2,05),(0533/2)}  B={5.b,}={(1.5-0.5).(11))

B={b,b,| ={(0.5,-0.5),(0.25,0.75)}

Priklad reprezentacie signalu v X = {1, 0-5} E =R’ v baze B: a) B je ortonormalna b) B je
neortogonalna
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Priklad Postupnej aproximacie v troch rozmeroch:

Aproximujme X € £ v uzavretom podpriestore S, s bazou S, = 180583508, | .
A

8,

Projekcia vektora X € R’ do podpriestoru S, C R’
daného ako L({Spsz}) .

Oznaéme ortogonalnu projekciu x € £ do S, ako 9
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Zmena suradnic pri prechode Kk inej baze v C".

Doprednou transformadciou signalu x(n) =x (1 ) =xe(” potom budeme rozumiet’ zmenu vektora x

na vektor ¥ =X(B). OznaémeT =P, =B ;

y=1%
, kde

o T je transformacnd matica

o vektor V predstavuje spektrum

e jeho zlozky V: st spektralne koeficienty,

. 1, v . . ;e , , ,owe — . . . -1
Vidime, Ze pri doprednej transformacii robime skaldrne su¢iny X s riadkami matice B .



Doplnok prednasky 1

Interpretacia:

Vseobecny pripad

T = B - pri transformécii vykonavame skalarne saginy vstupného vektora s jednotlivymi

riadkami matice T, t.j. bazovymi vektormi, "nove;j", dualnej bazy B = {bi } Ked’Ze jej vektory su v
riadkoch matice T, plati 7=B" . T,j. plati:

B—l _ BT

Ortonormalny pripad.:

T=B"=B" - pri transformacii vykonavame skalarne su¢iny vstupného vektora s jednotlivymi
riadkami matice T, t.j. bazovymi vektormi bazy B, ktor¢ sa transponovali a skonjugovali.

V ortonorméalnom pripade B =B’ .

Teda plati:
Stradnice vektora X vo vektorovom priestore s bazou B = {bz-} , Ziskame jeho ortogonalnou

~

projekciou do vektorov bazy B = {b,-} dualnej k baze B.
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Analyza vSeobecného — ,.biortogonalneho* pripadu b,

Vektor X z bazy B = {bi} rekonstruujeme ako
X=X +X,=ob + azbz, kde X(B) = (o, ;)

e Ako ziskat Xi>X; ?

e Pomoze nam ortogonalna projekcia do B = {bz‘} ?

~

e Pogitajme *1.Zvol'me l'ubovolné bl , 0 ktorom si myslir \ B
Ze projekcia dofiho ndm pomoze <*"?| : 3)/ H’-’% H

Vidime, Ze <51>b2> =0
b

)

B

X

1 [
[

e Do bl spravme projekciu X a aj bl . Zpodobnosti zndzornenych trojuholnikov dostavame:

(6.5)/Ja] (6.0 (B3l (B3

)ACI HbIH 9H IHZ <Z;1,b1> S 1= <l;1,b1> !_))’51=<51,)%1>b1

X = albl —

e Vieme, 7¢

~

bl

~

Vidime, Ze potrebujeme take B = {bz' }, pre ktoré <b1,b2> =0, <b19b1> =1 , t.]. b1 ma vhodnu velkost'.
=1

Analogicky pri vypocte )22 dostaneme <b19b2> =0, <b19b1>
T.j. plati Vi,j €Z <bi9bj> =0(i—Jj), ¢o je podmienka biortogonality.
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Ramce

Definicia: Ramcom vo vektorovom priestore £ nazyvame neprazdnu podmnozinu B = .}, BCE
prave vtedy, ak L(B)=E a Vf € E existuju kladné koneéné konstanty C.D také, Ze plati:

A <N f v <Dl

Ramce:
- nie su nutne linearne nezavislé mnoziny
- reprezentacia vektoru pomocou ramcov moéze byt redundantna a nejednoznacna

-ak C=D , TAmec sa nazyva tesny a naviac ak |y, |-1, potom C udava mieru redundancie ramca oproti

baze (ak C=2, potebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie /).

-ak C=D=1,|y,,

=1 rdmec ... | tvori ortonormdinu bazu E

K danému ramcu existuje viacero ,,doplnkovych* radmcov {W m,n }, takych, Ze dvojica {ramec, doplnkovy ramec}

nam umoznuje signal reprezentovat’ aj zrekonstruovat’. MoZnosti na vol'bu {W m.n } je viacero. Standardna vol'ba
je tzv. dudlny ramec:

DT < XS )
Pre transformaciu do/z ramca plati:
d;, = <fa Wi> d=Y"f dopredna
J = Zl_:di Vi 7 =Wd spatna

< vf(t) e I2(R)




¢,
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Priklad 1: Oznacme jednotkové vektory v rovine v smere x a'y ako €1 a €. Definujme

1 3 1 3

vektory h=e ,¢2 B 281 +7€2, 9, = _Eel o 2. Zistite, ¢i mnozina O = {¢19¢29¢3} je

: : : 2 , o .
tesny ramec v rovine (t. j. v priestore ™). Ak ano, zistite jeho nadbytocnost.

RieSenie:

Al <2r4)
Y|(r.4)

i

2 2
< /4 I4 14 14 4 4 * * 4 4
<B Hf H , akeé su A a B ? Rozpisanim na zloZky a ipravami zisime, Ze

2 3.
= EHfH . Zaroven plati le]l=1. T.j. nadbytocnost’ je 3/2.

_ 3
r —_ —
2) Zostrojme ramcovu maticu ® = (¢1 0,9 ) ; OO = 9) L . T.j. nadbytoCnost’ je 3/2
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Priklad 2: K ramcu P najdite dualny ramec @ a overte vztahy pre doprednu a spitnu
transformaciu
RieSenie:

B 2
<A/ . T.j. v naSom pripade (A=B=3/2)

2 9 ~
=5 2[(r4)

~\ |2
Pre duadlny ramec plati: B Hsz = Zi:‘<f’¢i>

|2 5 2 3, e
28N = 25T Vieme, ze ZH0) =T 1. ZWr0)

~ 2 - 2
volbou & = §¢i rovnost’ zabezpecime. T,j. D= gq).

2

. Vidime ze

Pre transformaciu do/z ramca plati:
d; = <f9¢z> d = (I)Tf dopredna
J = Zi:d" % S =d spatna
T.j. po doprednej a spitnej transformacii dostaneme pévodny signal:
f=®d =®(®7)=(00") ] = (:00") [ =(3(31)) f = f

U 3
Poznémka: z PP =31, nevyplyva, ze nadbytoc¢nost’ je 2/3 (t.}."nedostatoCnost™), lebo H¢z H #1,
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Priklad 3: Na zaklade predchadzajticeho prikladu ukazte, ze moZe existovat’ viacero roznych

y ey I4 2 e . g
reprezentacii jedného vektoru / € R v ramci @ .
i

7 2
RieSenie: Podl'a predchadzajiceho prikladu plati /= Z<¢z f >¢i , kde ¢ = §¢i . Zaroven plati

Z ¢’ Z ¢’ . Ak chceme novu reprezentaciu, musime na doprednu transformaciu pouzit’ iny

l l

novy @ . Zvol'me napr.:

¢newi:¢i+x, x:(aaﬂ)DXERz

T,j. situaciu, ked’ 'ubovolny vektor X pri¢itame ku kazdému ramcovému vektoru. Potom
Ay = ([ o8 ) = (S8 +2) = (£28) + (/)

ma samozreyme 1n¢ hodnoty (posunuté o <f > X >) . Pre rekonStrukciu plati:
0

F=Xdd =3((7.6)+ (10 =20+ (1.9 Td = T ((f0)4

I I I

T.j. vidime, Ze f=r , t.J. dostavame znovu povodny signal.
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