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Casovo - frekvencna analyza a waveletova transformacia

Pr1 analyze a reprezentacu signalov je Castokrat vyhodné pouzit’ transformaciu, ktora
reprezentuje signal suCasne v Case aj frekvencii.

e Fourierova transformdcia rozklada signal na frekvenéné komponenty. Neposkytuje
informaciu, kedy signal vykazuje dan¢ frekvencné charakteristiky (jej bazoveé
funkcie rovnomerne prekryvaja cela ¢asovu os)

e RieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier Transform), Géabor (1946),
posuva okno fixnej velkosti pozdlZ signalu a extrahuje frekvenény obsah v danom
intervale

Pre STFT plati:
e Bazove funkcie su generované moduldaciou a posunom oknovej (prototypovej)
funkcie glt).
e STFT ma pre dant oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.



Kazdy signal moze byt znazorneny v casovo-frekvencnej rovine, ktora charakterizuje

rozdelenie napr. energie signalu v Case a frekvencii.
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Znazornenie signalov v casovo-frekvencenj rovine

Rozlisenie v Case a frekvencii pre danu funkciu x(t) a jej fourierovu transforméciu
X(0) je dané casovo — fiekvencnym oknom. Jeho stred je v bode S = (t5,®, ), a velkosti

stran su 20,,20,,. Plati:



Princip neurcitosti:

o ol >1/4

Rovnost’ plati, ak x(t) je Gaussova funkcia x(t)=Valze
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Casovo - frekvencnd rovina s prikladom rozloZenia casovo - frekvencnych okien pre a)
STFT b) Waveletovu transformaciu
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Waveletova transformacia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou

mierky a posunom prototypovej funkcie (zdkladného waveletu) ¥V (f )

Priklady zakladnych waveletov ¥ () z rodiny ortogonalnych Daubechies waveletov:
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Dbl (Haar) Db2 Db4 Db20

Spojitd waveletovd transformdcia (SWT) funkcie f(t)e I*(R) je definovana ako
zobrazenie L*(R)— L’ (Rz) vztahom

ST, (a,b) = T o, @)dt = (f(e)w,, ) acR .beR
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Funkcie V.,(t) st definované zo zdkladného waveletu w(t) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu @ ,b nasledovne:

v= S0 e ()

Priklad

0.5

Wavelet "Mexicky klobuk™ (obratena verzia)
0 1 ;2

05l )= -1k
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Analyza signalu f(t)=cos(t/10) pomocou V. (t)
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(vysledok znazorneny bodkovane)
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Priklady skalogramov pre SWT, pouzity wavelet: ¥pex (t )

Vstupny signal
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a) f()=sin(’*)
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a) f(t) je kombinaciou sin(3t,10t,1t,2t)
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Z.akladné charakteristiky waveletov

1) Vlastnost kompaktnej podpory na intervale (a.b) vypoveda o tom, Ze funkcia
(wavelet) ma nenulove funkéné hodnoty len na danom intervale, mimo neho je
funk¢na hodnota nulova. Hovorime, Ze je na danom intervale podporovany.

k
2)Pocet nulovych momentov. K-ty moment w(t) definujeme ako m(k ): _[t ‘//(t )dt :

Plati, Ze ak w() je K krat diferencovatelnd a pre t —+o klesa dostatoéne rychlo,
potom prvych K-/ momentov bude nulovych. Potom ak f(¢) je na nejakom
intervale polyndmom max. K-/ stupna, pre wavelety Wast) podporované v tomto

intervale budu prisluiné waveletové koeficienty SW7; (@.b) nulove.

3)Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Je to také

maximalne &islo 7 pre ktoré plati |[F (w)<c (1 +|o Hl), ®<R . Potom f(t) je r-1 krat
spojite diferencovatel'na, r-td derivacia moze byt nespojita.




Waveletové rady

Redundancia SWT (oba parametre a, b su spojité) sa da odstranit’ vzorkovanim a, b.

(tak, aby bola pomocou @ab, pri danej mierke a “pokrytd” celd ¢asova os ). Potom
hovorime o waveletovych radoch (WR).
o A=0a,

o b=nbya,

NajbeZnejSia sa redundancia reprezentacie vo waveletovych ramcoch odstranuje
vol'bou vzorkovace) mriezky :

a, =2,b, =1
Potom plati :
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funkciu ¥o.» (¢) potom nazyvame dyadicky wavelet a vztahmi (WF):
f(t) - szmnﬁm”(t) dm,n = <f(t)9 Wm,n (t)> m,ne’z

su definovan¢ waveletove rady (WR).

Pre ortonormadlne wavelety plati ¥ =y a
<Wj,k’l//l,m>:5(j_l)5(k_m) j,k,l,mEZ

co charakterizuje ortogonalitu v rovnakych Grovniach rozliSenia a aj medzi rdznymi
urovnami.



,,....,._..,,muuuuumuuu
bR

_UMAUA_MMUJ‘UUA
\DRSRSASASADASADALR

\\//
Woo "\ \lfo,1:/#” ; Woo —\ -
\\I//-’

Poloha bazovych funkcii(odvodenych od Db2) v dyadickych waveletovych radoch
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Ako sme schopni waveletovymi radmi reprezentovat’ Pubovol’ny signal z L*(R) 9
=>» Koncept analyzy viacuroviovym rozlisenim (MRA).

Signal rozkladame do systému hierarchickych podpriestorov, pricom kazdy z
podpriestorov charakterizuje rozne rychle zmeny v signale:

___reprezentacia

see W, e W, W, Wo ooee 0 Wi **° —ignalu pri WR
@ S eee QVL&)QQQQE_B%\/]E-B%\K%%V] eoe Vm%%\(m%... %LZ[R]
1

reprezentacia signalu vstup diskrétneho signalu  projekcia spojitého signalu
pri DWT pri vypocte DWT pri vypocCte WR
<horsia aproximacia lepSia—

bazou W, je { m,n(f)zz_WZW(z_mf_”)a”EZ}
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Vypocet waveletovych radov

Pri v{poéte waveletovyich radov z s(t)e L (R) mozeme zvolit pogiatocné V,, tak, aby
f(¢)eV, aproximovalo $ (t ) s 'ubovolnou presnost’ou. T.j:
1) zaéneme s projekciou do ¥, : Cm (n) - <S (t )9 Prrm (t )>

2) pokracujeme v diskretnej oblasti pomocou vzt'ahu na vypocet rozkladu, Casto iba
po zelanu uroven rozkladu (napr. U).

d,(n) . d,(n) . d_..(n)

a)::. \ \ \ \ \

e e cn) ...« Con(Mg ¢ (n)
Codym) . d (n) L
b) I N

@)y o) .. »Cu(m) e (n)

d,,..(n)

Rozklad(a) a rekonstrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT
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Analyzed sighal.

Absolhute Values of Ca,b Coefficiemtsfora= 123445..

scales a

260 300
time {or spacej h
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Bazov¢ funkcie diskrétnej waveletovej bazy o vel'kosti N=32 pre Haarov wavelet
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Prvych 32 bazovych funkcii diskrétnej waveletovej bazy o vel'kosti N=128 pre
FBI(9,7) wavelet
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Iterovana
2-pasmova
Banka filtrov

Dyadicka DWT

Realizacia vypoctu pomocou bank filtrov(rozklad a nasledna rekonstrukcia):

cufn)
) ¢,(n) . @_E d(ﬁ(n) ]_@ P c,(n)
eo(m)=x(n) | _h @{ ) : }@ b
[ . cly dm Ml ]ﬂ
g H{2 d,(n) M2 g
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Vysledna reprezentacia U=log(N)=3

(spektrum) - — =
Viig,m)| < Viig(n) <_Vz c.(n) V, Vv, 1
W3 d3(n) e W3 d3(n) 4_ Cl(n)
W dm) < " dy(n)
W W < c/(n) [ N=8
d(n) < d,(n) J

Vypocet koeficientov pri DWT a velkosti vstupného vektora 8.

F® V, W, W,

am

/8 /4 2 T =
Oznac¢me diskrétny vstup pre DWT ako f(n). Na priklade jeho DTFT £(€2) je zndzornené,
ktorée Casti spektra budu vyjadrené v ktorych podpriestoroch.
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Z.akladné rieSenia 2D DWT

DWT DWT ;;NH2H3 H,H,
Pévodny | poriadkoch || |, | | po stdpcoch £ | A
signal | (vSetky Urovne) (vSetky Urovne) _
T| T, %%
T| T ’ ’é’

DWT, standardny rozklad

Rozdelenie spekira do subpdsiem

Rekurzia v LL pdsme T
<« - HL,
. , DWT DWT T4, | HL
P(;i\cigon%rlw PO riadkoch L | H [Postdpcoc H‘) il > = | %2
(jedna tGrover) (jedna uroven)| |H | HH -
T | %
i 4

DWT, nestandardny rozklad

Vyhody DWT s neStandardnym (NS) rozkladom:
- mensi pocet potrebnych operacii oproti Standardnému rozkladu
- lepSia reprezentacia signalu v priestore.
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Uroveinn O 1 Uroveii 1 1 Uroveri 2 A Uroveii U
Tronsformdcio‘ L H

po riadkoch ™

yooodnis od
DIODUIIOJSUDI}

woodogod T

, ~ po riadkoch
vstupny obraz = ——p
. HL,
—
T %
- ¢ 1

rozdelenie na subpdsma

vysledné rozdelenie

v Urovni 1 ' - -Ij y na subpdsma
L, | HL "

T %

%
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T
LL,|BL - >

—+— HL,
H,[ HY,
HL,
XJLHZ HH,
LH, HH,

Zobrazenie priestorovych zavislosti v NS DWT spektre 2D signalu
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Aplikdcie waveletov

Spojité/diskrétne signaly vSeobecne
- detekcia diskontinuit (aj v derivaciach)
- zistenie charakteru signalu (Skalogramy)
- odstraiiovanie Sumu
- kompresia signalov

Audio aplikacie:
- kompresia zvuku waveletovymi paketmi
- audio broadcasting
- odstranovanie Sumu
- watermarking

Spracovanie obrazu & videa

kompresia statick€ého obrazu a sekvencii obrazov
-> JPEG 2000, Motion Jpeg 2000

odstraiiovanie Sumu

pocitaCova grafika

watermarking

Prenosové systemy
- multiplexery a demultiplexery na baze bank filtrov
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Aplikacie waveletov v pocCitaCovej Grafike
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APV ﬁmﬂﬂ ﬁmﬂl&
uroven 3.1 uroven 5.4 uroven 8.0
Povrchy
2,000 trojuholnikov 10,000 trojuholnikov
Simul4cie |

bez detailov 6 x detaily finalna podoba
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Manipulacie s krivkami

I) zmena chrakteru bez zmien detailu

U

(a) (b) (€) (d)

Original Extrahovanycha Zmena Spéatné pridanie
rakter detailov
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II) zmena detailu bez zmien charakteru
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Manipulacie z povrchmi na roznvch urovniach detailu(rozliSenia)

fa) {b) (ch (el

Original Zmena v HP Casti Zmena v DP cCasti
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Aproximacia povrchu pomocou waveletov definovanvch na danom povrchu

Original

(a)
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