Opakovanie - Navr h Biortogonalnych waveletov (bank filtrovO

e Zactneme navrhovat’ ortogonadlny wavelet s K nulovymi momentmi.
e Ak doplnime dvojnasobny pocet nul a pouzijeme kompletny polyném € (2) - symetrickd
pozitivna funkcia na jednotkovej kruznici, ziskavame polpasmovy filter:

P(2)- 2(1;zj’< [1+2zl ]K 0(:)

e Polpasmovy filter faktorizujeme.

~~

Chceme taku faktorizaciu £ (Z ) =H (Z )H (Z ), aby H (z) a H(z) mali lienarnu fazu.



Priklad: Pomocou vedomosti o tvare autokorelacnej funkcie zostrojte ortogonalne, maximalne
hladké filtre s dizkou 4.

Riesenie:

Z vlastnosti maximalne hladkych filtrov vyplyva, Ze P(z) pre N=4 ma tvar:

P(z)=(+2")(1+2)0(z) = H(z) H (")

, kde O(z) je symetricka pozitivna funkcia na jednotkovej kruznici. Ked'ze (Z )+ P (_ z ): 2 vietky

koeficienty pri parnych mocninach z okrem v P (Z ) musia byt nulové. Pre N=4 je z™ najvyzsia
mocnina v H (Z ) ateda O(z) bude v tvare :

Q(z) =(az+b+ az‘l)
Potom z : P(z)=(+z")’(1+z)’(az+b+az"") vytvorime slstavu rovnic pre koeficienty pri parnych
mocninach (Z ):

z°. 6a+6b=1 >

22: 4a+b=0 N a=—— bh=—

Y L S NS g
> Q(Z)_( 6" 4 16 J
Nasledne vytvorime P (z), ktoré mozeme faktorizovat.

Napr. ortogonalnou faktorizaciu P(z) dostaneme vysledok:

H(Z){ﬁ] (1 33)+ 43)z" + (B =AB)= 4 (1-43)27



Banka filtrov arozklad signalov

Zmena reprezentacie signalu je zvacsa uskutoCnena transformaciou.

NajznamejSie prevedenia su:
e blokové transformacie(BT) - pracuji so signalom v davkach resp. po blokoch
neodstranuji medziblokovu koreldciu a naviac vznika rusivy "blokovy efekt"
o prekryvne transformdcie(Lapped trensforms)
e transformdcie pracujuce na principe viacuroviioveho rozlisenia signalu.

Kazda DLT je ekvivalentna rozkladu v M-pasmovej BF, v ktorej Casovo reverzn¢ impulzné odpovede
jednotlivych filtrov pre analyzu a syntézu odpovedaju jednotlivym bazovym vektorom DLT.

M-pasmovy rozklad signalu dizky L

M-péasmové banky filtrov Hierarchicke 2-pasmové FB
(kaskadové zapojenie jednotlivych FB)
BT (M=L)
Oktavové delenie pasiem | | Nepravidelne delenie pasiem
GenLOT (M<L) 4 4
DWT WPT
—|LOT, GLBT (L=2M) (M < 1+log,L) M= L)




| mplementacia Blokovych transformacii (BT) bankami filtrov

Rozdelme vstupny signalu x(n) na neprekryvajice sa bloky {xb (n)} velkosti M (b je Cislo bloku).

~

Transformaciu X, (n) pomocou transformacénej matice F velkosti MxM na bloky X, (n) zapiSeme Vv
maticovom tvare ako:

X, =F¥%,

, kde X, =(x,(0),x,(1),..., x, (M —1))T, X =(X,(0),X,(1),...X,(M -1))" . Riadkové vektory matice F
oznaéme f.: f, =(fr (0). £, (1), ., £, (M —1)), kde 7=0,1,..M —1 je ¢islo riadku . Transformaciu moZeme
implementovat’ nasledovnou M-pasmovou bankou filtrov, kde st impulzové charakteristiky jednotlivych

filtrov ¢asovo otoCen¢ riadky transformacnej matice:

Plati: ~ X,(0)
| 7 f,(M- >
y, (n)= 7. (M ~1=n)* x(n) S
X, (r) =y, (M (b — 1)) x(n) E(M-n) Ab(r)
o L X (M-1)
fM-l(M'n) %@H




Polyfazova r eprezentacia BF

Pri systémoch s roznym taktovanim je Casto vhodné reprezentovat’ filtre (ale aj signaly) ich polyfazovym
rozkladom. Rozklad filtra H(z) s impulzovou charakteristikou h( ) na M polyfazovych filtrov H ( ) je

definovany:

x(n)

ﬁ(z) () y(n)

X ﬁo (") ym) x(n) C X2 [= () y(n)
z'| = wi(2) =
H(z) HI(Z ) % Hl(Z)
> v |
zZ'| = z'X (2)
H(Z) HM-I(ZD % (Z)J
b)&/ o "
Tvorba polyfazovych filtrov Polyfazoveé ekvivalencie s kauzalnymi filtrami pre

(ako vyzera inverzny postup?) decimaciu (ekvivalenty su v b,c)



“(n X(n) (n) x(n) (
A O M ) A H,(2) g

H(ZY) 2 H(®

7
B) 2 HM-I(ZM)J O) 2 Hy,(2) @J

Polyfazové ekvivalencie s kauzalnymi filtrami pre interpoldciu (ekvivalenty su v e,f ) — presun
nadvzorkovania umoznuje vahovanie H; vstupnym signdalom

Ak chceme pouzit’ polyfazovu reprezentaciu v banke filtrov, zdruzime polyfazové zlozky filtrov do tzv.
polyfazovych matic v tvare:

kde F,(z) je k-ty polyfazovy komponent r-teho filtra pre analyzu. Tak isto je definovana F, pomocou

polyfazovy komponentov £ « (Z ) filtrov pre syntézu.

Po decimadcii v banke filtrov (vid’. schémy) mozeme signély Yi(z) teda vyjadrit’ ako:



oS o o -
S
S

Banka filtrov ma potom tvar :

X(2) Yo(>C X)) X@ 0 Y,(2) i X)

% %@?(; z Z ZZ'I Y(:)
. F" %@%@ FT(ZMJ :/ <> "F) F'(2) @
@ N @Q_](Z): Lz | 7z Y, (2)

\% P(z)

Polyfazova reprezentacia M-pasmovej banky filtrov: a) pouzité polyfazové matice pre analyzu a syntézu
b) presunuté pod- a nadvzorkovanie c) zlucenie polyfazovych matic

Z vlastnosti FB vyplyva, Ze F, je treba v syntéze pouZivat' v transponovanom tvare.
Podmienku Uplnej rekonStrukcie potom mdéZeme formulovat’ v tvare:

ﬁp(z)F;(z): P(z)=1 Zl, leZ




Priklad: 2-pasmova banka filtrov

H (Z) rozkladdme na parne H, (Z ) a neparne H, (Z) komponenty:

H, (z):;h@n)z_” H, (Z):Zn:h(Zn +1)z7"

-1

Z

/h(0)

/h(2)

\/h(N-2)
Y(2)

neparne i
-1

h(1)

1

Zh(?)) gh(N-l)

z

zZ

zZ

Analogicky méZeme rozdelit’ vo FB aj filtre G(z ), H (2), 5(2 ) a vstupny signal X(z).

DP

Fp(z) HP

F(2)

C X
2 |-

A= :)9 %%

Polyfazova reprezentdacia 2-pasmovej banky filtrov



Ako prejst’ od klasickej reprezentacie BF k polyfazovej ? Pre vystup z analyzacnej Casti pri klasicke;j
reprezentacii plati:

-0

ﬁp(z):[ffe(z) f:’o(z)}, 2(z)=[1 Oj x(z){Xe(Z)]

G.(z) G,() 0 : X, (2)

T.j. vystup sme vyjadrili pomocou polyfazovej matice analyzacnych filtrov a polyfazovych komponentov
vstupného signalu (vid’. obrazok hore).
Popisom signalov v syntéze dostaneme(predpokladame nekauzalne filtre)

R
z(z):((l) Oj - )-[) 0)

Invertovanim vzt'ahu pre analyzu dostaneme:

ﬁ(z)x(z)leJ‘(ge(zm(z)w1’7 (e, (Z)J:’ﬁp CZEXE)

G(z)x(2) (2)X(2)+27'G, ()X, ()

e

~y

X(2)=Z(z)E, ()] Y(z)

. T
t.J. na uplnu rekonStrukciu bez oneskorenia X(Z ) = X( , treba: ( T F

Potom napr. pri det(ﬁp (z )) =] (determinant musi byt mononom, napr. 1) plati:



ﬁ(z): —Z_IG(— Z_l) é(z)z Z_IH(— Z_l)
Ortogonalne rieSenie FB dostaneme ak je matica iEp (2) paraunitdrna, t.j:

F,G)' =Fr).

Pozn.: matica je unitdrna, ak jej inverzna matica je rovna transponovanej konjugovanej matici(rozsirenie

ortonormality). Paraunitarita znamena, Ze matica H(z) je unitarna pre vSetky ‘Z‘ =1

Potom plati

Trividlny pripad, ked F, (z)=1 realizuje tzv. "lenivit" waveletovu transformaciu, ktora signal iba rozdeli
na parne a neparne zlozky.



Komplementarnefiltre

Filtre (z) a (N;(Z ) nazyvame komplementdarne ak pri ich pouZiti v analyzacnej resp. syntetizaCnej Casti
FB je mozZné¢ dosiahnut’ aplnu rekonstrukciu.
Vetal: Ked su komplementarne H(z) a G(Z ), potom st komplementarne aj (z) a G(2).

Veta2: K danému kauzalnemu FIR filtru H(z) existuje komplementarny filter G(z) vtedy a len vtedy, ak
polyfazové komponenty H(z) su nesudeliteI'né.
Dokaz2: Nutna a postac¢ujuca podmienka na uplnt rekonstrukciu FB je aby determinant ich polyfazove;j

matice F,(z) bol mononém. Nesudelitenost H,(z)a H,(2) je nutna, inac by sa ich spolo¢ny faktor
vyskytoval v determinante. PostaCujucost’ vyplyva s Euklidovho algoritmu:

Ak mame nesudelite'né polynomy a(z) a b(z), potom a(z)p(z) +b(z)q(z)=c(z) ma jednoznacné
rieSenie. Volbou c(z)=z"* ziskané riegenie {p(z), q(z)} predstavuje polyfazové komponenty Glz).



Klasicky Euklidov algoritmus na najdenie NSD

Nech a,be N priCom a=b a b#0. Potom ich NSD vypocitame iteracne :

a,=a, by, =b

=b, b.,, =a;, mod b,

ai+1 i I

Vysledok je 4, = nsd (a, b), kde n je najmensie ¢islo pre ktoré b, =0,

Priklad: N4jdite NSD(50,15).
RieSenie: iteraciou v Euklidovom algoritme dostavame:

i o 1 2
a 150 15
b, |15 |5 0

tj. nsd(SO,lS): a,=5



L aur entove polyndmy a Euklidov algoritmus na najdenieich NSD

Prenosova funkcia H(z) FIR filtra s 4(k) je Laurentov polyném dany ako:

,kde k, a k. st najmensie, resp. najvacsie &isla, pre ktoré A(k)#0 . Stupeii L{H(z)} Laurentovho
polynomu je potom definovyny ako
LiH () =k, ~k,

t.j. mononémy z" vnimané ako Laurentove polyndmy maju stupefi 0, pricom ako klasické polynomy

maju stupen p . Plati:
Suma dvoch Laurentovych polynéomov je Laurentov polyném
Laurentom polynomje invertovatel’ny iba ak je to monondém
Sucin dvoch Laurentovych polyndomov stupiiov m a n je Laurentov polynom stupiia m+n.
Podiel dvoch Laurentovych polyndmov existuje, avSak nie je jednoznacny:
T,j. nech 4(z) a B (z) st Laurenové polynémy pricom L{A(z)}= L{B(z)}. Potom vzdy existuje
0(z) (kvocient) stupfia Li0(z)}= L{A(z)}— L{B(z)} a R(z) (zvy3ok) stupiia L{R(z)}< L{B(z)} taky,
Ze plati:
A(z)=B(z)0(z) + R(2)

t.].:

Q(Z)z A(Z)/B(Z) R(Z)z A(Z) mod B(Z)
e Laurentove polynomy Alz) a B (Z ) nazyvame nestdelitel’né ak NSD(A(z),B(z))=z” (t.j. NSD je
mononom)



Priklad: N4jdite vietky bezozvyskové podiely polynomov A(z)=z"'+6+z a B(z)=6+4z
Riesenie: Treba najst polynom O(z) stupiia 1 aby R(z)=A4(z)- B(z)0(z) bol stupiia 0. T.j. B(z)O(z) sa musi
rovnat 4(z) v dvoch zlozkach:

1(_
A)rovnost pri z7" a2 Q(Z)=Z(Z 1+5), R(z)=—4z

B) rovnost’ pri z'azh Q(z)=—(zf1+1), R(z):4

|
|
AN
N
!

C) rovnost pri z° a z': Q(Z):%(&1 +1), R(Z)_



Euklidov algoritmus na najdenie NSD L aur entovych polyndmov

Nech 4(z) a B(z) su Laurentove polyndomy pre ktoré L{d(z)}> L{B(z)} a B(z)#0. Oznadme 4,(z)= 4(z),
By(z)=B(z). Ich NSD vypocitame itera¢ne ako:

A (Z) =B, (Z) B, (Z): 4; (Z) mod B, (Z)

Vysledok je
4,(z)=nsd(4(z), B(z))

, kde 7 je najmensie ¢islo pre ktoré B, =0,
V maticovom tvare mdZeme postup opisat’ nasledovne:

i oalad) <= (%R —eelad)
kde O,1(2)=4,(2)/B,(z)

Invertovanim vzt'ahu dostdvame
AGN_r(QE) 146
B(z)) 4 1 0} O
resp. v transponovanom tvare

(4(z) B(=))=(4,(z) O)Ij[Qil(Z) (l)j

1=n



Priklad: Najdite NSD polynémov A(z)=z"'+6+z a B(z)=4+4z a zistite &i st nestdelitelné. Napiste

A(z)].

maticovy rozklad vektora (B(z

RieSenie: iteraciou v Euklidovom algoritme dostavame:

I 0 1 2
Ai(Z) z'+6+z|4+4z 4
Bl.(z) 4+4z 4 0
0,(z) (" +1)/4 | 1+z

tj. nsd =4 a polynémy st nestdelitel'né. Plati:

oL RN

resp:

(' +6+2z 4+4z)=(4 O)[l+z 1}((21“)/4 1J

1 0 1 0
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