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Banky filtrov a systémy s roznym taktovanim

V systemoch s roznym taktovanim (SRT, “multirate systems’) s vzorky
signalu spracovavané v Castiach systému s réznymi taktovacimi frekvenciami.
Zmeny taktovacej frekvencie su uskutoCnené operaciami decimdcie a
interpoldcie.

Decimacia je proces redukcie vzorkovacej frekvencie celoCiselnym
faktorom M. Najprv je signal u(k) filtrovany antialiasingovym filtrom pripadne
idealym DP filtrom s hranicou prepastania €2, =7/M a impulzovou

charakteristikou /(1) a potom je podvzorkovany. Vysledok po decimacii je:
y(n) =2 h(Mn—Fku(k)
k

Interpoldcia je proces zvySenia taktovacej frekvencie signalu celo¢iselnym
faktorom M. Signal x(k) je najprv nadvzorkovany (vlozenim M -1 nul medzi
kazdé 2 vzorky) a potom interpolovany filtrom (napr. idealnym DP s

Q, =7/M ) s imp. charakteristikou &(n). Vysledny signél po interpolacii je:

v(n) = Zk:g(n —Mk)x(k)



u(n) X(n) y(n) x(n) y(n) v(n)
h(n) g(n)

Operdcie v SRT a) decimacia b) interpolacia

a) ——>LP: ]I %
b) —>Mv>Lpmm >
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Pozadovany typ filtra pri : a) decimécii b)interpolacii ¢) zmene taktovace;
frekvencie faktorom M/N



Ekvivalentné Struktary v SRT

M, N nesudelitelné

e
Hj)ﬁ H(z) —> = —> H(Z") %@%
—> H(z) %@H = %@% HZ) —>




Podvzorkovanie signalu

Z povodneho signalu zachovdvame iba kazda M-tu vzorku. Pre vstupny signal

x(n) je vystup dany J/(n) = x(Mn)
Co vo frekvencii odpoveda(znazornené preM=4):
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Proces podvzorkovania x(n) mézeme popisat v dvoch fizach:

A) vynulovanie nepotrebnych zloZiek (ndsobenie Kroneckerovymi impulzami)

0 27
——nk

x'(n)=x(n) 5(n—rb) ﬁMz Finta)

F=—00

7. transformaciou dostaneme:

w157 {()[ H L8 o

k=0
,kde W =e**'" Tomu opovedd frekvenéna charakteristika (pri z=e)
M-1
X'(Q)zi ZX(Q—z—”kj
M = M

T.j. vysledné spektrum je sumou M povodnych spektier, posunutych
zakazdym o 27/ M ,



B) Zmena mierky, resp. roztiahnutie signalu x'(n)

Y(Q)=X"(Q/M)

v()= 3 % (M :z v (k)(zf‘lf)k —x(-

n=—o0

<|-
—

Vysledkom podvzorkovania teda je:

v(z )_ﬁMz ( ALWk) Y(Q):ﬁfz:)((ﬂ—2kﬂ'j

M



Nadvzorkovanie signalu.

Pr1 nadvzorkovani signalu vkladame medzi jeho vzorky zakazdym M-I nul.
Teda pre vstupny signal x(n) je vystup dany:

yn)=x(n/M)

Proces je opacny ako pri faze B podvzorkovania, t.J na intervale vznikne M-I
obrazov spektra povodného signalu x(n) :

Ulohou interpolaéného filtra je odstrdnit’ tychto M-1 obrazov.



Podvzorkovanie a nasledné nadvzorkovanie signalu
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e Vidime, Ze po podvzorkovani a naslednom nadvzorkovani vieme bezchybne
zrekonStruovat’ iba signal frekven¢ne ohrani¢eny po Qo =7/M

o Ina¢ vznikd tzv. aliasing (sCitavanie zrkadlovych spektralnych zloZiek
signalu), ktory nevieme odstranit’.

Ako po podvzorkovani zrekonStruovat’ 'ubovol'ny signal?

—>> RieSenim je banka filtrov.



Banka filtrov

Definicia: Banka filtrov (BF) je sustava, v ktorej filtre, pouzité v operaciach
decimacie a interpolacie, umoznuju signal rozlozit (analyza) na subpdsma a
spatne zlozit'(syntéza).

Vs.tupp}'l Fi(2) ( ) ( ) Fo(2) V}'/§tup,n}'1
signal & 2) C j Cj F (2) signal
1 .
FM-I(Z) %@H ;< ::) > FM—I(Z)

< cast analyzy % cast syntézy >

Vseobecna schéma M-pasmovej banky filtrov s kritickym podvzorkovanim
e Signal je rozdeleny filtrami pre analyzu F, na M dasti (subpdsiem) a

nasledne podvzorkovany — analyza signalu

e Signdl zrekonStruujeme spiatnym nadvzorkovanim tychto dvoch Ccasti,
interpolaciou filtrami pre syntézu £ nakoniec sCitanim — syntéza signdlu



Ak je vystupny signal identicky so vstupnym, potom FB ma vlastnost
perfektnej(uplnej) rekonstrukcie.

ZvycCajne chceme FB s rusenim aliasingu a uplnou rekonsStrukciou signdlu.
- Prenosové funkcie analyzaénych F,(z) resp. syntetizaénych filtrov £} (z)
musia spliat’ ist¢ podmienky.

NajcastejSie je pouzivané rovnomerné rozdelenie na subpasma v tvare:

[Fo(€2) [Fi(€2) [Fo(€2)
FE@I T F@Q]  [Fuu(Q) Fua(€)) - [Fi(Q)]




Dvojpasmove banky filtrov

Xu(z) Y,(z)

X H’@W %H(z) : o
GN(Z)%(: %D(Z) %@% G(z) 1

<~ Ccastanalyzy ——><— Castsyntézy

Plati(V1): ¢ (n =Z% (2n—k)x(k) d(n :Zg(n—Zk)x(k)
%(n)= Zh(n 26 (k) + > gl - 2k}1()

k

DWT(V2):  Cwaln)= 2k (k=2n)e, (k) d,\(n) =22, (k ~2ne, (k)

k

m( ) Zk:hmr(n 2k) m+1( )+ngr(n 2k)dm+l( )




Ako dosiahneme uplnu rekonstrukciu?

Idealny DP: Q=m/2

Idealny HP: Q =m/2
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AKk filtre nie su idealne?
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Pri Uplnej rekonstrukcii sa aliasing z DP a HP Casti navzajom eliminuje



Polpasmovy filter

Polpdsmovy filter s prenosovou funkciou P(z) je FIR filter pre ktory plati:

P(Z)ZP(Z_l) P(Z)+ P(— Z)= 2
resp.

P(ejQ ) = P(e_jQ ) P(ejQ + P(ej(”_Q) ) =2

p(n)=p(-n) p(n)+(=1) p(n)=25(n)

Tj P (ej Q) je redlna parna funkcia Q@ s neparnou symetriou okolo bodu [7/2,1]
a pre odpovedajicu impulzovl charakteristiku P(”l) plati:

1 n=0
p(n)z{ 0 njeparne
p(n)  inac



Podmienky na uplnu rekonstrukciu pre
dvojpasmovu banku filtrov

Xu(z) Y,(z)

X(z) ﬁ(z)@% %H(Z) ! )/(\'(Z)
5(2)@% % e

<— Castanalyzy ~ —><— Castsyntézy

Popisom signalov v oboch vetvach FB dostavame:

~

Xy (2)=X(2)H(2) X4(2)=X(2)G(2)

5 1
X(z): Y, (z)+ Y. (Z)z == [R (Z)X(Z)+ R, (Z)X(— Z)]
R,(z) charakterizuje celkovy prenos sustavou a R,(z) aliasing

R,(z)=H(2)H(z)+ G(2)G(z) R,(z)=H(-2)H(z)+ G(- 2)G(z)



Postacujiice podmienky na Uuplnt rekonsStrukciu su:
1) elimindcia aliasingu R,(z)=0, Vz

2) prenos je nanajvys oneskorenim &, (z)=2z" ,leZ

RieSenim 1. podmienky - eliminacie aliasingu dostaneme napr.:
H(z)=#cz"G(-z2) G(z)=Fez"H(- Z)’ meZ

Pri rieSeni 2. podmienky oznaCme
P,(z)= H(Z)H(Z)

~

Vyjadrime R, (z)=H(z)H(z)+ G(z)G(z) pomocou riesenia 1v zavislosti od £ (2) :
P, (Z) + Py (— Z)(— 1)1 =2z7"

Normovanim (centrovanim) £y (z ) pomocou £ (Z ) =z'P H (Z ) dostaneme:
P(z)+P(-z) (-)™ =2

Kde )
P(z) = ZZI:I(Z)H(Z) P(-2) = ZZG(Z)G(Z)



T.j. vSeobecne rieSenie podmienky 2 mozno formulovat’:

Ak normovany sucin prenosovych funkcii DP filtrov v dvojpasmovej banke
filtrov tvori prenosovu funkciu polpasmového filtra a sucet m+1 je neparny,
potom banka filtrov dosahuje uplnu rekonstrukciu.

Ak chceme sustavu s nulovym oneskorenim platia nasledovné tvary vzt'ahov pre
eliminaciu aliasingu:

H(z) = ZZk_lé(— Z) G(Z) = —sz_lﬁ(— Z)



Energeticky komplementarne filtre

Filtre s H(z) a G(z) su energeticky komplementdrne ak plati:

‘H(ejg}z + ‘G(ejg)2 =2



RieSenie vo forme kvadraturnych zrkadlovych filtrov(QMF)

Kvadraturne zrkadlové filtre(OMF) boli v o BF prvykrat pouzité v r.1977
(Esteban, Galand) vol'bou:

Aliasing je odstraneny, avSak takato BF podmienku na prenos iba aproximuje,
t.J. nedosahuje Uplnu rekonstrukciu okrem trivialneho Haarovho pripadu. Nazov
kvadratarne zrkadlové filtre pochddza z vlastnosti, Ze 7(:) a é(-) maju zrkadlové
prenosové funkcie okolo Q=7/2 pricom su energeticky komplementarne.



Ortogonalne (paraunitarne) rieSenie

Nech #,(z) je prenosova funkcia a i,(r) impulzova charakteristika (parnej dizky
N =2I, leZ prototypového DP FIR filtra. Potom BF z neho odvodena
vztahmi:

o) 1,2 H(z)= 2" G(- =)= i)

G()=7- (") G(z)=322"H(-2)=G(")
dosahuje Gplnu rekonstrukciu za podmienky, Ze pre /,(n) plati:

2ho(nholn=2k)=0k) - Xy(n)=+2

Pre takéto rieSenie plati:
e ma nulové oneskorenie avsak su tu nekauzdlne casti - filtre pre analyzu a
syntézu v oboch vetvach maju impulzové charakteristiky ¢asovo obratené.
e Oneskorenim nekauzalnych filtrov filtrov (vyndsobenim ¢lenom z-")
dostaneme kauzalnu BF s oneskorenim 2/-1,

e filtre pre analyzu (a analogicky aj pre syntézu) st ortogondlne navzajom a aj
voc€l sVojim parnym posunom.



di
E(n) P:bcd‘porale’dcba h(n)

T&—Cb—a%—ab-cgﬂ g(n)

poradie
zmena poradia + striedanie znamienok

g(n)

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v ortogondlnej FB s nulovym
oneskorenim. Bodkou su oznacené koeficieny v n=0.

Poznamka: Ak sustavu zaCneme navrhovat’ od syntézy, t.j. # (z2)=H,(2) ,

vysledkom je zdmena analyzacnej a syntetizacnej Casti FB, t.j. vo vzt'ahoch na
vypocet filtrov sa zameni oznaCenie dudlnosti.

Uvaha: Pre¢o musia byt filtre H (Z ) =H (Z_l ), G(Z ) = 5(2 _1) takto ¢asovo
otoCenc ?

=» Lebo ina¢ nemézu formovat’ polpasmovy filter, p(n) by nebolo symetrickeé.



Biortogonalne rieSenie

Biortogonalne rieSenie umoznuje navrh 2-kanalovych bank filtrov s FIR filtrami
s linedrnou fazou a roznymi dizkami impulzovej charakteristiky filtrov pri
analyze a syntéze. Aliasing musi byt nulovy:

H(z)=+z"G(-2) G(Z)zizmﬁ(— Z), meZ

Filtre v jednotlivych vetvach musia formovat’ polpasmové filter:

~~

P(z) = H(Z)H(Z) P(— Z) = 5(2)(?(2)

Su mozn¢ tieto tvary rieSeni(formulované pre analyza¢né filtre):
1) oba filtre st symetrické, neparnych dizok ligiacich sa o neparny nasobok 2
2) jeden filter je symetricky, druhy antisymetricky, oba parnych dizok
liSiacich sa o parny nasobok 2
3) jeden filter je neparnej, druhy parnej dizky, oba majt nuly iba na
jednotkovej kruznici. Oba st symetricke alebo jeden je symetricky a druhy
antisymetricky.



Filtre splfaju podmienky biortogonality, t.j. st ortogonalne k parnym posunom
svojich dudlov a ortogonalne navzajom ,,nakriz*:

> i (2n—k)=0(k) 2 gk (2n~k)=3()

Zk; glk+2m)h(2n—k)=5(k) Ek: h(k +2m)g(2n—k)=6(k)
E(n) alblc :gdan<ie: pl-q r| -S|t h(n)
8(n) [plqlr [s [t znamienok ™ g o o(n)

Priklad impulzovych charakteristik filtrov v biortogondlnej FB so

symetrickymi filtrami.
Riesenie filtrov analyza syntéza
symetrické Km)=(1,2, 1) h(m=(-1,2,6,2,-1)
gm=(-1,-2,6,-2,-1) |&m=(-1,2,-1)
Antisymetrické h(m)=(1, 3,3, 1) h(m)y=(-1, 3, 3, -1)
(Kvadraticky spline, rbi02.2) | g(») =(-1,-3,3, 1) gm=(-1,3,-3, 1)




Maticovy tvar 2kanalovaj FB

Pre 2-pasmovu banku filtrov mdZeme operacie deciméacie (pri analyze) a
interpolacie (pri syntéze) rozpisat’ ako:
) =Yien- b)) dln)= L& - (k)
k k
n)= 3 o~ 20)e(6)+ Y o~ 26 (k)
k k

Tieto vztahy mdéZeme prepisat’ do maticového tvaru ako transformaécie:

X=Tx x=TX

,kde = ¥, & st stlpcové vektory vstupného, transformovaného, vystupného
signalua T,, T, st transformaéné matice pre analyzu, resp. pre syntézu.
Predpokladajme koneént dizku vstupného signalu a kruhovu konvoltciu vo FB.
Potom %, X, x, T,, T, mbdzemevyjadrit’ v tvare:

% =(x(0), x(1),..., x(N 1))

X =(c(0),¢(1),...,e(N/2-1),d(0),d(1),...,d(N/2-1))



h(0) n(-1) .. h(1)
h(1) h(0) h(-1)
(i) R W) i
T"_EGJ_ g0) g1y . . g(1)
50 E0) &Y -
&) 20) 2
h(0) . glo)
K1) h((—;) o g() g((—l)
h(0 : : 0)
L=l G- i) o) ) e
Wo) g(0)
h(-1) n(1)  g(-1) g(1)

Matice H,G st rozmerov N x N/2. Ich riadky su tvorené kruhovym posunom
impulzovych charakteristik prisluSnych filtrov. V maticiach H,G st kruhovym
posunom impulzovych charakteristik tvorené stlpce, priCom matice st rozmerov

N/2 x N.



Pri Uplnej rekonstrukcii bez oneskorenia plati x =X . Potom plati

TaTs — IN — TsTa

Vyjadrime:
Iy, O H HH HH HG
I, =| " N“j:TT: ~(H G)=| - |[H G)=|~ <
! (ON/Z Ing c [G]( ) G ( ) GH GG
z ¢oho vyplyva:
HH=GG =1 HG=GH=0

T.j. impulzové charakteristiky filtrov s ortogonalne k parnym posunom svojich
dualov a ortogonalne navzajom ,,nakriz* = vyjadrenie biortogonality.

Naopak :
I,=T.T,

vyjadruje podmienky pre el/imindaciu aliasingu v Casovej oblasti.



K spbsobu tvorenia matic H,G a H,G

I. H,G s0 decimacné matice - najprv je signal konvolvovany, potom
podvzorkovany (ukdZeme na priklade H):

a) vyjadrenim konvolucie v maticovom tvare dostaneme

h(0) .. .. h(B) K@) A()

1) h(0) .. . h(B) hK(2)

h(2) n(1) h(0) .. h(3)
5o h(3) h(2) AQ) K(0) ..
o K3) #(2) 7)) k(o)
h(3) h(2) A()
n3) 1)

b) naslednym podvzorkovanim vystupu dostaneme

¢ = (ﬁmf)i 2= (ﬁ,m tky 2}7 -Hx

tj. H vytvorime odstranenim kazdého druhého riadku Hy,,,



II. H.G 50 interpolacné matice- signal je najprov nadvzorkovany, potom
konvolvovany, pre DP vetvu potom:

3 :(Hkonv)(ETZ):(Hkonv J 2)5:H5
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t.J. m vytvorime odstranenim kazdého druh¢ho stipca H,



