Algoritmus vypocCtu Waveletovych radov a disktrétnej waveletovej transformacie

Nech funkcia 9 (f ) € L (R) . Potom stradnice jej priemetu do priestoru ¥, mozeme vyjadrit’ ako:

Ziskavame diskrétnu mnozinu koeficientov mierky ¢, (n).
Aka informacia sa do nich ulozila? = spravme spitna rekonstrukciu

o0

§, (0= 2, ¢, (1)@, (1)

n=—00

Ziskavame Sy () €V, - aproximdciu (9P, ) funkcie S (*) vo V,.

Analogicky priemetom S (¢) do W, ziskame waveletové koeficienty d,(n):

d,, (n)=(s(1)-¥, (1))

Aka informacia sa do nich ulozila? = spravme spitna rekonstrukciu

S, (0= Y d, (n)w,, (1

n=—00

Ziskavame §Wm (t) €W, - detail (de,,) funkcie s() vo W,




Projekciou § (f ) do Vyuna W, modzeme ziskat koeficienty:

Cit (1) = (5(2), Ppirn (2))
Ay (1) = (5(£) W10 (1))

priamo. A podobne do vietkych ostatnych priestorov W; (to predsa chceme, nie?)

=>» Ked pozname vztahy medzi bazami podpriestorov na susednych tirovniach rozliSenia, mézeme
tieto koeficienty vypocitat’ rychlejSie?

Odpoved je ANO:
rozklad: Cm+1 (n)zzhmr (k_zn)cm (k) dm+1 (n)zzgmr (k_zn)cm (k)
k k
rekonstrukcia: Cm (n) - Z Py (n B Zk)cmﬂ (k) + Z E mr (n - 2k)dm+1 (k)
: p -

... dy(n) . d,(n) o d,.(n)
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Rozklad(a) a rekonstrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT



Odvodenie:

Chceme odvodit’ vztah: m+1 Zk: k 2 n )
Vieme, Ze plati: D, n( ): 2 m/2§9(2 [ — )
D=2 3, (nhol21—n)

n=—oo

Vynasobme obe strany druhej rovnice 27""? aza t dosadme 27"t —n:

R n>: RS YR
Pt thr ) (2 N —2n—k)=

= Z hmr ¢m—l,2n+k
k

0= {10100, 0) = 10 e 00 10 | = T 000 -
- S () n )= L (k=20 1)

k

T c .(n)= h (k=2n)c, (k)



Vypocet waveletovych radov

Pri vypocte waveletovych radov z S (t)e L*(R) mdzeme zvolit pociatoéné ¥, tak, aby S, () €V,

aproximovalo § (f ) s 'ubovol'nou presnostou. T.j. zaCneme:

¢ (n)=(s(t).9,, (0))

a dalej pokracujeme v diskrétnej oblasti pomocou vztahu na vypocet rozkladu, ¢asto iba po zelanu
uroven rozkladu (napr. U).

V tejto reprezentacii moézeme Sy, (8) €V, vyjadrit sumou rekonstrukcii signalu z koeficientov v
prislu§nych podpriestorov, t.j. (zbytkovej) aproximacie signalu Sy, (!) a postupnym pridavanim

detailov Sy, ()

sy (D) =s, O)+s, @O)+s, (@)..+s5, ()
t.J. napr. pre m=0:

ap,(t) =ap, (t)+de, (t) +de,_,(¢)...+ de,(¢)
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Vypocet DWT

Pri vypocte diskrétnej waveletovej transformdcie (DWT) interpretujeme vstupné data x(n) ne’s

ako projekéne koeficienty € (”l) nejakého spojiteho signalu S (t ) do ¥y a dalej pokracujeme
rozkladmi ako pri WR.

Ak je signal koneénej dizky L, potom pre max. pocet tirovni rozkladu U plati

U <log, L

Ked’Ze vstupny signal aj vypocet projekénych koeficientov je diskrétny v Case, baza projekénych
priestorov bude diskrétna, vytvorena z koeficienov pre zmenu rozlisenia.

Cela transformacia potom moze byt vyjadrena v maticovom tvare ako ostatné diskrétne linearne
transformacie.

rozklad: Cm+1 (I’Z)Z thr (k o 21’1)Cm (k) dm+1 (n): ngr (k o 2n)cm (k)
k k
I'CkOIlétI'llkCia' Cm (n) — Z hmr (n o 2k)cm+1 (k) + Z gmr (I’Z o 2k)dm+1 (k)
) k k

Vypocet WR a DWT sa v praxi realizuje bankami filtrov.



Vysledna reprezentacia U=log(N)=3

(spektrum) - — —=
Viigm) < Vigm) V. \4 \Z
3 2 <+ Cz(n)
W, d(n) < W d(n) « o) ’
Vidn) <« W d,(n) |
W W <« c(n) [ N=8
d(n) < d,(n) J

Vypocet koeficientov pri DWT a velkosti vstupného vektora 8.

For V, W, W,

i

7 Q
/8 /4 /2 I
Oznac¢me diskrétny vstup pre DWT ako f(n). Na priklade jeho DTFT f(€2) je zndzornené, ktoré Casti
spektra budi vyjadrené v ktorych podpriestoroch.
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je baza tvorena posunmi jednotkovych impluzov.

Pri vstupe do Vo
Pri rozklade signalu do d’al’Sich podpriestorov predstavuji bazové vektory Coraz lepSiu aproximdaciu waveletov.

Struktira bazy pri ortogondlney DWT s Db2.
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Bazové funkcie diskrétnej waveletovej bazy o vel'kosti N=32 pre Haarov wavelet
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Prvych 32 bazovych funkcii diskrétnej waveletovej bazy o velkosti N=128 pre FBI(9,7) wavelet
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DWT v maticovom tvare.

Uvazujme nasledovné tvary rovnic:

Rozklad(analyza): Cout (1) = Zk: h,, (k—2n)c, (k)

d,.(n)= Zk:gw (k—2n)c, (k)

Rekonétmkcia(syntéza): Co (n) = Z hmr (I’l o 2k)cm+1 (k) + ; E mr (n o 2k)dm+1 (k)

k



Tieto vztahy mozeme prepisat’ do maticoveho tvaru ako transformacie:

C C
m+1 _ Tacm Cm _ TS m+1
Dm+1 Dm+1

,kde T,, T, st §tvorcové transforma&né matice pre analyzu, resp. pre syntézu a C, resp. D, su
stlpcové vektory (matice) :

Cm = (Cm (O)’ Cm (l)’“"Cm (Nm o 1))T

D, =(d,0)d,()..d,N, 1))
kde velkost’ vektorov je:

N, =2""N,

Pozn.: v dalsom texte budeme M, , &mr pouzivat bez oznacenia "mr*.



Maticovy zapis pri periodickom rozsireni signélu
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Vseobecne

TaTs — IN — TsTa

Vyjadrime:

I 0 H d d
IN :( N/2 N/Z] _ TaTS _ (HT GT ) __ HHT HGT
One  Ing G GH GG
z ¢oho vyplyva:
HH' =GG' =1 HG' =GH' =0

T.j. impulzové charakteristiky filtrov st ortogonalne k parnym posunom svojich dualov
a ortogonalne navzajom ,,nakriz* = podmienky biortogonality. A zaroven, aby bola splnena rovnost’

na pravej strane, musia spifat’ £,, (#) dodatoénti podmienku:
g (n)=2(=1)"h,, (M - ”) M-nepérne



V pripade Haarovej DWT:

e Rozklad (= dopredna transformaicia)

i ()= D by, (k= 2n)c, (K)

k

Cm+1 — ﬁmcm Dm+1 — émcm
.2 J2
h =——(1,1 s =-=(1,1
1 100 000 0 1 -1 0
G _Y2/00 110000 & _y2(0 0 1
210 0 0 011 0 0 210 0 0
000 0O0O0T1 1 0 0 0

o = O O




Priklad vstupného signalu:

¢,(n)=(12,3,4,5,6,7,8)" N,=38
Cl(n)=%(3,7,11,15)T dl(n):%(—l,—l,—l,—l)'r
1 1.0 0 0 0 0 0
00 1L 1 0 0 0 0
00 0 0 1 1 0 0
. _[ﬁm}_ﬁ 00 00 0 0 1 1
“1G,) 21t -1 0 0 0 0 0 O
0 0 1L -10 0 0 0
00 0 0 1 -10 0
00 0 0 0 0 1 -1

Reprezentdcia signdlu po jednom transformacnom kroku:

J2

(c,(n).d,(n)) =7(3,7,11,15,—1,—1,—1,—1)T

> Dalsie kroky analogicky ... (este 2 kroky)



e Rekonstrukcia (= spitna transformacia)

Cm (n): ;hmr (n - 2k)cm+1 (k)"' ;gmr (n - 2k)dm+1 (k)
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1 000 1 0 0 0 rooo 1 0 0 0
1 0 0 0 -1 0 0 0 1000-1 0 0 0
01 00 0 1 0 0 0100 0 1 0 O
H=£0100G:£0_10OT:£01000—10 0
210010/ " 2/0 0 1 o/ 2|/0010 0 0 1 O
001 0 0 0 -1 0 0010 0 0 -1 0
00 0 1 0 0 0 1 0001 0 0 0 1
00 0 1 0 0 0 -1 0001 0 0 0 -1

Vektory bazy, do ktorej sme transformovali, st stipcové vektory z matice T |
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