1

Analyza signalu viacaroviovym rozliSenim

Signal pri analyze viacuroviiovym rozlisenim (AVR) rozkladame do systému
hierarchickych podpriestorov, pricom kazdy z podpriestorov charakterizuje rézne
rychle zmeny v signdle. AVR pozostava zo sekvencie uzavretych podpriestorov

priestoru L*(R):
0}..cvV,cV,cVycV, ,cV,..I[*(R)

<horsia aproximacia lepsia—



Vliastnosti MRA:

e kompletnost’

Voo = {0} Voo = {L*(R)} .

e Invariancia vzhl'adom na
zmenu mierky - fle)ev, < f(2mt)€ Vo VYmeZ
posun v ¢ase - f(f)€Vo<:>f(f—n)€Vo VneZ

e Existencia bazy - existuje také ¢ €V, , ze mnozina lolt—n)nezj je

ortonormélnou bazou ¥o . Funkciu ¢ €V, nazyvame funkcia mierky

e Existencia bdzy ortogondlneho doplnku. Nech W, je ortogonalny doplnok 7,, do
V.u-1 . Potom existuje taky ortonormalny wavelet ¥ €W, e mnoZina
wlt-n)nez| je ortonormalnou bazou podpriestoru % .



Dosledky:
e Aby AVR bola uplna, musia mat’ funkcie mierky jednosmernu zlozku, t.j.

[o(t)de=0
° {(Dm,n(l‘)z 2_m/2(p(2_mt—n),neZ} je bazou Vm .
. {Wm,n(t):2_m/2‘//(2_mt_”)»”EZ} je bazou W,

Platia nasledovné relacie:

L(R)=..OW,@W, W, @W_ ®W, ...

Hf_/
@ Wm+1 "

'

4

Vm — Vs

J

Vidime, Ze priestory V,, maju aproximacny charakter, pricom W,, obsahujt iba
detaily na rdznych Urovniach rozliSenia.



__reprezentdcia
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o 2 1 0 M signdlu pri WR
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‘ V4
reprezentdcia signdlu vstup diskrétneho signdlu  projekcia spojiteho signdlu

pri DWT pri vypoete DWT pri vypoete WR

Hierarchia aproximacénych/,, a diferen¢nych W, podpriestorov v MRA

W, W,
W,

Znazornenie hierarchie aproximaénych?,, a diferenénych W, podpriestorov v rovine.
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Kedze Vs je obsiahnuté vo V-1, pre olt)eV, plati aj, ze @(t)eV, . Bazou vo V.1 je
{\/E(D(Zf —n)neZ }, takze Cﬁ(f ) mozeme vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu:
Y]

o()=~N2 3 b, (n)o(2z — n)

n=—a0

Na zéklade vlastnosti ortogonalnom doplnku plati analogicky

Tieto dva vztahy sa nazyvaju reldcie zmeny rozlisenia resp. dilatacné rovnice.

Koeficienty %, a & charakterizuju vztahy medzi bazami na susednych Grovniach
rozliSenia a nazyvaju sa koeficienty pre zmenu rozlisenia resp. dilatacné koeficienty



Uvedomme si1, Ze plati (na zaklade vlastnosti AVR)

¢m+1,n (t): 2_1/2g0m,n (t/z) Wm+1,n (t): 2_1/2Wm,n (I/Z)
Wi W, Vol W, i w,
1/42

|2 t \1 t 0.5 t

P v, PV, TEr Y,

1/2 I

2 t 1 t 0.5 t
Na bazovych funkciach pre Haarovu WT mozZeme vidiet, Ze

1) Priamy sucet podpriestorov ¥y a W, je ¥, , t.j. bazové funkcie ¥, sa daju vyjadrit’ ako
linedrna kombinacia bazovych funkcii V; a W,

2) Bazy vo ¥, a W, mozeme vyjadrit’ pomocou bazy Vo, tj.:
¢l,n (t) = (¢O,n (t) + (00,n+1 (t))@ — (ﬁ £)

Yin (t) = (%,n (t) ~ Po,n+1 (t))@ — Emr = (g " %)



Obr. 1.14. Priklady funkcii mierok ¢(t) a zodpovedajucich dilataénych koeficientov
h..(n) pre Daubechieovej (Db) wavelety radu 1, 2, 4, 20. Vidime, ze dlzky h,,,(n)
presne zodpovedaju nosicom funkeii mierky.
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Algoritmus vypocCtu Waveletovych radov a disktrétnej waveletovej transformacie

Nech funkcie f(t)€V,,. Potom /(t) mozeme vyjadrit’ ako:

1= e (1, 0)

n=—00

Jkde ¢, (n)=<f (), )> je mnozina projekcnych koeficientov f (t) vo V, nazyvanych
koeficienty mierky. Projekciou f (¢) do Vyaa W, mozeme ziskat koeficienty:

(S ()0, (1)
(SO0 0))

Cm+l (n)

d i1 (n)
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Pouzitim vzt'ahu opisujicom vzt'ahy medzi bazami podpriestorov na susednych
urovniach rozliSenia, vlastnosti MRA a naslednou Gpravou dostavame:

o dad Cpit ()= b, (k=20)c, (k) d,.,(1)=2 g, (k-2n), (k)
k k
rekonStrukcia: Cim (n) - Z hmr (n B 2k)cm+1 (k) + Z & mr (n - 2k)dmﬂ (k)
: p p
. dy(n) . d,(n) . d_..(n)

a)” \\ \\ \

oM c) € G cy(n)

d,(n) . d,(n) . d_. (n)

b):.. N NN

cocym) .y cm) ... pCu(m)__ yc (n)

Rozklad(a) a rekonstrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT
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Vypocet waveletovych radov

Pri vypoéte waveletovych radov z S (1)e L*(R) mozeme zvolit poiatoéné V,, tak, aby

f(t)eV,, aproximovalo S (f ) s 'ubovol'nou presnost’ou. T.j. zaCneme:

¢ (n)=(5(t). 9, 0))

a dalej pokraCujeme v diskrétnej oblasti pomocou vzt'ahu na vypocet rozkladu, Casto
iba po Zelanu uroven rozkladu (napr. U). V tejto reprezentacii mozeme S (f ) vyjadrit’
sumou rekonStrukcii signdlu z koeficientov v prisluSnom podpriestore, t.J. aproximacie

U i
signalu S, (t ) a postupnym pridavanim detailov S, (t ) ;

s(t)=sY(t)+sU(t)+...+ s (t)+ 57 (¢)

V
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Vypocet DWT

Pri vypocte diskrétnej waveletovej transformdcie (DWT) interpretujeme vstupné data

x(n) N € Z ako projekéné koeficienty o (n) nejakého spojitého signalu § () do ¥ a
dalej pokracujeme rozkladmi ako pri WR.
Ak je signal konecnej dlzky L, potom pre max. pocet urovni rozkladu U plati

U<log, L

Ked’Ze vstupny signal aj vypocet projekénych koeficientov je diskrétny v Case, baza
projekénych priestorov bude diskrétna, vytvorena z koeficienov pre zmenu rozlisenia.
Cela transformacia potom moze byt vyjadrena v maticovom tvare ako ostatné
diskrétne linearne transformacie.

rozklad: C sl (n): thr (k o 2n)cm (k) dm+1 (n): ngr (k _ 2n)cm (k)
k k
rekonétrukcia' Cm (n) — Z hmr (I’l B 2k)cm+1 (k) + Z gmr (n o 2k)dmﬂ (k)
) k k

Vypocéet WR a DWT sa v praxi realizuje bankami filtrov.



Vysledna reprezentacia

(spektrum)
Viigsm)| <« Vi
W, d(n) <€ W
Vid () <
W,

d(n) <

Vypocet koeficientov pri DWT a velkosti vstupneho vektora 8.

Ft V, W, W,
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U=log(N)=3

— N,

C3(Il) \E Cz(n) Vi
d <+ ¢(n)
W dy(n)
W1
d,(n)

Cy(n)

i

TC/8 TC/4

TC/2

|
TU

> Q

Ozna¢me diskrétny vstup pre DWT ako f(n). Na priklade jeho DTFT f(€QQ) je znazorneng,
ktoré Casti spektra budi vyjadrené v ktorych podpriestoroch.
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Analyzed signal.

Abhsolute Yalues of Ca,b Coefficiemtsfora= 12345 ..

scales a

200 250 Jon
time {or space) h




Signal and Approximation(s) Coefs, Signal and Detail(=)

i i
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Struktara bazy pri ortogonalnej DWT

W

al’Sic

jednotkovych impluzov. Pri rozklade signalu do d
vektory Coraz lepSiu aproximaciu waveletov.
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Prvych 32 bazovych funkcii diskrétnej waveletovej bazy o vel'kosti N=128 pre
FBI(9,7) wavelet




20

DWT v maticovom tvare.

Uvazujme nasledovné tvary rovnic:

Rozklad(analyza): Cout (1) = Zk: h,, (k—2n)c, (k)

d,.(n)= Zk:gw (k—2n)c, (k)

Rekonétmkcia(syntéza): Cm (n) = Z hmr (l’l o 2k)cm-i-l (k) + ; gmr (n B 2k)dm+1 (k)

k
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Tieto vztahy mozeme prepisat’ do maticoveho tvaru ako transformacie:

C C
m+1 _ Tacm Cm _ TS m+l1
Dm+1 Dm+1

,kde T,, T, st §tvorcové transformaéné matice pre analyzu, resp. pre syntézu a C,,
resp. D, st stlpcové vektory (matice) :

C, =(c,(0)c,1)...c, (N, -1)

D, =(d,(0)d,(0)..d, (N, -1)
kde velkost’ vektorov je:

N, =2"N,

Pozn.: v dalsom texte budeme My, , &mr pouzivat bez oznacenia “mr*.
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Maticovy zapis pri periodickom rozsireni signélu

> N

h(0) A(1) . h(-1)
o ) (0) ()
M) K(0) ()
g(O) g(l) i g(—l)
G - g(-1) £(0) &(l)

> N
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Vseobecne

T,T, =1, =T.T,

Vyjadrime:

I 0 H d d
IN :( N/2 N/Z] _ TaTS _ (HT GT ) __ HHT HGT
One  Ing G GH GG
z ¢oho vyplyva:
HH' =GG' =1 HG' =GH' =0

T.j. impulzové charakteristiky filtrov st ortogonalne k parnym posunom svojich
dualov a ortogonalne navzajom ,,nakriz*“ = podmienky biortogonality. A zaroven, aby

bola splnena rovnost’ na pravej strane, musia spitiat’ g,.. (#) dodatoénti podmienku:
g (n)=2(=1)"h,, (M - ”) M-nepérne
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