Waveletové rady a ramce

Redundancia SWT (oba parametre a, b st spojit€) sa da znizit', pripadne odstranit’ vzorkovanim a, b.
Potom hovorime o waveletovych ramcoch (Wavelet Frames — WF) resp. waveletovych radoch (WR).

Pri vol'be vzorkovania su dolezite otazky kompletnosti, redundancie a minimalnosti vysledne;j
mnoZiny funkcii.

Standardné volba fypu vzorkovacej mriezky
e =4,

Oap, pri danej mierke a “pokryta” cela ¢asova os )

o b=nbyay (volime tak, aby bola pomocou
T,.
Parameter m urCuje uroven rozlisenia
Parameter n urCuje posun v case

Pre v(t) (a analogicky pre ¥(t)) dostivame mnozZinu funkcii:

m

l//mn(t) = a;EW(aamt —nbo) , mneZ
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Kazda f(t)e I*(R) potom mozeme vyjadrit’ superpoziciou vo waveletovych ramcoch(Wavelet Frames
— WF):

f(t) — szm,nﬁm,n (t) dm,n — <f(t)9 Wm,n (t)> m,nec /
Koeficienty 4., nazyvame waveletové koeficienty.

Rekonstrukcia je mozna, ak

AT < Z[ S )

<B|/I. v (r) e I2(R)

MozZnosti na vol'bu {',7 m,n } je viacero. Standardna vol'ba je tzv. dudiny ramec:

< AT vr()e 2(r)

B < S )

Ak A = B, ramec sa nazyva tesny a naviac, ak HWmn =1, potom A udéava mieru nadbytocnosti ramca

(napr. ak A = 3, sta¢i na rekonStrukciu 1/3 spektralnych koeficientov)

Ak A=B=1, |v,.[=1 ramec {V/m} tvori ortonormdlnu bazu v I*(R). Funkciu v € L’(R) potom
nazyvame ortonogondlny resp. ortonormalny wavelet.
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Priklad 1: Ozna&me jednotkové vektory v rovine v smere x a'y ako €1 a € . Definujme

1 3 1 3

vektory o = €, 9, = __el +762 9, = _581 _782 . Zistite, ¢i mnozina O = {¢1>¢29¢3} je

, , , 2 , C o .
tesny ramec v rovine (t. j. v priestore R ). Ak ano, zistite jeho nadbytoénost.

RieSenie:
2
1) A”f ”2 = Z|<f 9, >| <B ”f ”2 , akeé su A a B ? Rozpisanim na zloZky a upravami zisime, ze

2 3
Zj:|<f’¢i>| - 5||f||2 . Zaroven plati ||¢,|| =1.T. nadbytocnost je 3/2.

— — — T _ =
2) Zostrojme ramcovu maticu © = (¢1 ’ ¢2 ’ ¢3 ) ; OO = 9) L, . T.J. nadbytoCnost’ je 3/2
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Priklad 2: K ramcu @ néjdite dudlny ramec @ a overte vztahy pre doprednu a spitnu
transformaciu
RieSenie:

~\ |2 B
Pre dualny ramec plati: B ”f ”2 = ZKf »¢i>‘ <4 1”f ”2 T.j. vnaSom pripade (A=B=3/2)

Z‘<f:é>‘2 :%||f”2.Vieme, ze Zj:|<f’¢i>|2 :_”f” .T.J. Z| s ¢

~ 2 2
volbou # = §¢i rovnost’ zabezpecime. T.j. ® = E(I).

. Vidime Ze

Pre transformdaciu do/z ramca plati:

= <f>¢z> d = (I)T]? dopredna
/= lzd’% J—F = ®d spatna
T. po. dopreilnej a spéitnij transformacii dostaneme povodny signal: B
f=®d =®(@'])=(®0")] =(300") 7 =(3(:1))/ =/
I

T 3
Poznamka: Z PP = 3 12 nevyplyva, ze nadbyto¢nost’ je 2/3 (t.J."nedostatocnost™), lebo HQ H #1,
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Priklad 3: Na zaklade predchadzajiceho prikladu ukazte, ze moZe existovat’ viacero roznych

ro_sr e J4 2 J4 - F
reprezentacii jedného vektoru f € R* v ramci @ .

~ ~ 2
RieSenie: Podl'a predchadzajuceho prikladu plati /= Z <¢i . >¢i , kde ¢ = §¢i. Zaroven plati

1

Z¢i20:2¢i Ak ch ’ ACi ' : "

- " Ak chceme novu reprezentaciu, musime na doprednu transformaciu pouzit’ iny
l

novy @ . Zvol'me napr.:

Do, =P, +X x=(a,f) xeR’

T.j. situaciu, ked’ 'ubovolny vektor X pri¢itame ku kazdému ramcovému vektoru. Potom
Ay, = (B ) = (o8 +2) = (£.8)+ (/)

ma samozrejme in¢ hodnoty (posunuté o <f . x>) . Pre rekonstrukciu plati:

"

T=3dd =3 () {108 =Z((10)d {10 Zh =2 (1.4)8

I I I

Tj. vidime, Ze f=r , t.J. dostdvame znovu povodny signal.
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NajbeZnejsia sa redundancia reprezentacie vo waveletovych ramcoch odstranuje vol'bou vzorkovace;j
mriezky :

a, = 2,b, =1

Plati :

m

Vo (1)=2 2 w(Z‘mt — n)
funkciu ¥o.» (¢) potom nazyvame dyadicky wavelet a vztahmi (WF):

fe)= ;Zn:dmn&mn(t) d,,= <f(f), Y oo (f)> mmneZz

su definovan¢ waveletove rady (WR).

Triadickeé wavelety? M-adiclke wavelety?



Poloha bazovych funkcii (odvodenych od Db2) v TS rovine pri dyadickych waveletovych radoch
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d

m,n v TS rovine. Koeficienty

d

m,n Pri Wonn (¢) s kompaktnym nosic¢om

d

Priklad zobrazenia koeficientov m,0 sU zvyraznene. V strede je

znazornena sféra vplyvu signadlu v Case Iy na koeficienty

/
na intervale ({0 —71. 10+ TQ}.

Oblast’ TS roviny pouzita v predchadzajicom obrazkuje sivo zvyraznena.
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a) vstupny signal

(@)

b) spektrogram (STFT,, Hanningovo okno, vel’kost” okna 50, prekryv 48)
a

c) Skalogram (SWT;, ako y(t) pouzity Db2 )

log,(a

d) diskrétny Skalogram (WR¢, ako y(t) pouzity Db2 )
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Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Pre ortonormalne wavelety plati ¥ =v" a

<Wj,k9l)yl,m>:5(j_l)§(k_m) jakalamez
co charakterizuje ortogonalitu v rovnakych Grovniach rozliSenia a aj medzi réznymi
uroviami.

Par (v.w) spiia podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych waveletoch), ak mnoZiny
Wonia Wont st dudlne bazy, spliajiice prodmienku biortogonality:

(Wi Wim)=0(-00(k=m)  jklmeZ

Wavelet w e L’ (R) J.k,[,m e Z g nazyva semiortogonalny (nazyvany aj pre-wavelet), ak plati:

<Wj,k,l//z,m>=5(j—l) Jk,bmeZ
t.]. je zachovand ortogonalita len medzi r6znymi urovinami rozliSenia.
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Prechod k analyze viacuroviovym rozliSenim
(MultiResolution Analysys - MRA)

OznaCme :

FR)=.OW, @W,®W_ @..
- OWOW, O, O..

Ako odstranit’ nekone¢né sumy pri reprezentacii resp. aproximacii signalu ???
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