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Fourierova transformacia a jej druhy

F(o)

a)CTET(Continuous Time Fourier Transform)

\ Flo)= !f(t)e‘f“”dt

f)

o f(t)ziJAF(a))ejwlda)

b) CTFS (Continuous Time Fourier Series)
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¢) DTFT (Discrete TimeFourier Trasform)
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d) DTFS (Dlscrete Time Fourler Series)
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Reprezentacia signalu v Case a frekvencii

Pri analyze a reprezentacii signdlov je Castokrat vyhodneé pouzit’ transformaciu, ktora reprezentuje
signal suCasne v Case aj frekvencii.

e RieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier Transform), Géabor (1946), posuva okno
fixnej velkosti pozdlz signalu a extrahuje frekvencny obsah v danom intervale

Flo.r)= [ 10gl-r)e ™t =(0ele-r)e™)

kde glt) je oknovd funkcia a f (¢) vstupna funkcia. Ak oknova funkcia je gaussovska funkcia, tak
STFT sa vola Gaborova transformdcia.

Pre STFT plati:
e Béazové funkcie su generované moduldciou a posunom oknovej (prototypovej) funkcie g(t).
e STFT ma pre dant oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.
e NadbytoCnost’ STFT moéZeme odstranit’ vzorkovanim

Kazdy signdl moze byt znadzorneny v casovo-frekvencnej rovine(TF rovina), ktora charakterizuje
rozdelenie napr. energie signalu v ¢ase a frekvencii:



ASA
E
I TFW[f(t)]
ISIE ?| 20, x(t) = e cos(6(t —4))
i N
: <>
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S 1% f(t) ¢
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Rozlifenie v ¢ase a frekvencii pre dantl funkciu x(¢) a jej fourierovu transformaciu X(e) je dané

casovo — frekvencnym oknom (TF okno). Jeho stred je v bode S = (to,a)o), a velkosti stran su 20,20
(o, sa nazyva stredna frekvencia signalu)

Plati;

ly = Hx _Mx Do = HX Ia)‘X d (1.moment)

o0

o2 =) [(e=to V(e P o2 = (@) * [(0-op X (0] do (2.moment)

—00 —Q0
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Rozne T>@ pri STFT zodpovedaju posunom zakladného TF okna v ¢ase a frekvencii

= TF okno nam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat’.

=» Hranice okna st definované “Statisticky”, t.j. neznamena to, Ze mimo okna ma signal nulové
hodnoty

TF okno signalu a jeho vvznam pri urcovani hodnot signalu v Case a frekvencii

A0

TEWIs(t)]
vy LD L}J
-
o
¢ 1
$ | o | ¢
° |

Ve~

Princip neurcitosti:

Pre x(¢) idtce k nule rychlejsie ako 1/vr ak ¢ — +oo plati:
o o >1/4
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Najznamejsie priklady delenia TF roviny pri reprezentacii signalov(znazornené schématicky)
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Spektrogram (SPG) signdlu = pohlad na TF rovinu so zobrazenymi magnitidami spektralnych

koeficientov STFT(!) v strede TF okien odpovedajucich bazovych funkcii

a) Signal zloZeny zo 4 Casti

1) 2sin(5t)sin(15t)
2) sin(15t)
3) sin(t)+sin(7t)
4) sin(7t)
f
A\ 30
5 s(t) 25
mm.mnmn.n.nl“I T
0 ”H]””UUUUWW’ 'WHHH 1
10
2
)
o 1 2 3 i

a)
Diskrétne aproximacie spektrogramov (signal s je navzorkovany, fvz= 64Hz)
b) spektrogram signalu a): Hanningovo okno velkostil2, prekryv okien 10
c¢) spektrogram signalu a): Hanningovo okno velkosti60, prekryv okien 58
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Waveletova transformacia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a

posunom prototypovej funkcie (zakladného waveletu) W(f)

W) /\/\ ﬂ Jﬂﬂﬂh.ﬂ{h\

u Al N
t WW“‘*\(W\/U““U“
. HEE
Haar CDF(2,2)  Daubechies4 Antonini 9/7 Daubechies 10 Daubechies 20
Priklady roznych druhov zdkladnych waveletov

Priklady zakladnych biortogonalnych spline waveletov (¥ (¢) zelené, W(l‘ ) cervene )
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1 5 2 2
2
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0 2 4 6 0 2 4 6 0 5 10 0 5 10 15 0 10 20
2 2 2 1 1
1 0.5
) ; 0.5
0 0 0
0 0
1 0.5 0.5
Z 2 4 6 0 2 4 6 K 5 10 o 5 10 15 o 10 20
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o Aké podmienky musi spliiat'¥ (f ) ? Uvidime neskor

Spojitd waveletovd transformdcia (SWT)  funkcie f()e I’(R) je definovand ako zobrazenie
}(R)—> L (Rz) vzt'ahom

SWT, (a,b) = T W, @)dt = (fe)w,, () acR*.beR

Funkcie V.,(t) st definované zo zdkladného waveletu v(t) pomocou parametrov zmeny mierky a
posunu @ b nasledovne:

vs= =2 e P

SWT v zavislosti od parametra @ poskytuje pruzneé Casovo - frekvencné rozlisenie. Ak casovo -
frekvencéné okno v(t) ma rozmery 0.0, a stred v bode S = (to,a)o) , potom

O, = a0, c, =0c,/a S, =(at,+b,m,/a)

@

T.j. obsah okna ostava konstantne 40,0, .



Priklad zobrazenia zdkladného waveletu a jeho zmenenej a posunutej verzie,
a) v Case a frekvencii b) v TF rovine
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Priklad: Ak funkcia f (t) md nenulové hodnoty na intervale (fo,fl), kde bude nenulova

fle-b)a] »

RieSenie: Hladame taky interval (t()atl ) ktory sa danym prepisom zobrazi na (toatl), tj.:
ly :(t:; —b)/a a t Z(tl* —b)/a z toho t; =at, —|-b, tl* =at, +b. Riesenim je teda

interval (ato + b, at, +b).
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SWT je invertovatelnd, ak pre Fourierovu transformaciu ¥(®) zakladného waveletu plati:

e

dw < © ¥(0)= ]?l//(t)dt =

tj. (@) ma charakter pasmového priepustu. Potom existuje inverzna SWT v tvare:

1 75 dadb
-2 | s (abhv,, (12

v —

Pozn.1:Zéakladné wavelety maju zvyCajne jednotkovu energiu, t.j. w(e)|=1.

Pozn.2: Normalizécia 1/va pr1 vypocte %,b(f)z l//(f) zabezpeCuje |V )H v ().
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Z.ovSeobecnenie

Pri SWT je mozné pouzit’ pri rozklade a rekonstrukcii signalu rézne zdkladné wavelety ¥ (t) aw (¢):

0= [T ™5

14

A

Invertovatel'nost’ je podmienend vzt'ahom pre vypocet Cjy, nasledovne:

Tato podmienka je postadujuca, zakladné wavelety nemusia spiiiat’ ziadne iné podmienky.
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Priklad

Wavelet "Mexicky klobuk™ (obratend verzia)
t* 0

Vert) = (fz - l)e_2 0.5

Analyza signalu f(¢)=cos(¢/10) ‘pomocou Wmex()

ARV VENRY | aAAAAYAYAY,

[h
L%
PR IR T T ST S SO S [N S T T T TR T S SN TR S T ST SN T TR N O R ST ST T T T TN ST SO S VR S 1

I—1I.'Jli'.| o 140 200 SO0 —.‘IIIIII:II | | IEI | I | 1|£IC| I | ?léll.’_‘l | | 3--;].-.’_‘!
a)Zhoda f(t) s ¥,..(t) s meniacou sa mierkou  b)Znazornena vysledna SWT

(vysledok znazorneny bodkovane) SWT(k,7) =k J-f (W e e = )t

Ako Standardne znazornit’ vysledky = Skalogram (SCGQG)



A 1(t) f(t)
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Akv je vztah medzi od spektrogramom a Skalogramom ?

=» Prepocet suradnic (t, a) na (t, @) je trivialny, treba si uvedomit’, ze stradnici

a =1 zodpoveda @, t.]. strednd frekvencia zakladného waveletu.

Priklady skalogramov SWT, pouzity wavelet: Ve (t )



Scale
P P EFEPDNDNDNDNDDN

N 01 05y SO

-0.5¢

0.5¢

Vstupny signal

50 100 150

[SWT koeficienty|

50 100 150
time (or space) b

2) /(0)=sinl¢’

200

200

250

250

Vstupny signal

0 50 100 150 200 250

|ISWT koeficienty]|

PR R NNNN
N 0T 00 P N OISO

Scale

50 100 150 200 250
time (or space) b

a) f(t) je kombinaciou sin(3t, 10t 1t,2¢)
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Vlastnosti SWT

Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho sucinu

Posun v case:

g(t)=f(t=by) = SWT,(a,b)=SWT (a,b~b,)

Zmena mierky:

g(f)=%f(t) — SWTg(a,b):SWTf(ﬁ,éj

A s 8
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Z.akladné charakteristiky waveletov

1) Existencia nosica na intervale vypoveda o tom, Ze funkcia (wavelet) ma nenulové funkcné
hodnoty len na danom intervale. Ak st mimo neho funkéné hodnoty presne nulové, ovorime, Ze
na danom intervale (a.b) md kompaktny nosic. Ak st ,,priblizne* nenulové, t.j. zanedbatelne
mal¢ hovorime, Ze ma efektivny nosic

k
2)Pocet nulovych momentov. K-ty moment v(t) definujeme ako mik)= _[t 4073 Plati, Ze ak v(¢)

je K krat diferencovatelna a pre t — to klesa dostatocne rychlo, potom prvych K-/ momentov
bude nulovych. Potom ak f(¢) je na nejakom intervale polynémom max. K-I stupiia, pre

wavelety ¥ o t) podporované v tomto intervale budu prislusné waveletové koeficienty
SWT;, (.6) nulove.

3)Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Je to také maximaélne

&islo r pre ktoré plati |F (w) < C/ (1 + \w\m), weR . Potom f(¢) je r-1 krat spojite diferencovatel’na,
r-ta derivacia moze byt nespojita.
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Priklady waveletov

1 pre0<t<0.5

t)=<-1 re0.5<t< -1
Haarov wavelet: l//( ) P :

0 indc
sin (m‘)
Sinc wavelet: w(t)=2p(2t)- ¢(t), kde #l1)=
. 1 —jwyt —t% /2
Morletov wavelet: V/(t) o € ¢ :
Wavelet Pocet nulovych |Regularita r |Charakter resp. |Charakter resp.
momentov podpora v Case |podpora vo frekvencii
Haar 1 0 <0,1> l/o
Sinc 00 00 1/t <, 2m>
Daubechies N |N a(N) <0, 2N-1> /@™




O . 5 —E WHaar(t)

los 1

Casové a frekvencné priebehy trividlneho Haarovho a Sinc waveletu.
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