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Predhovor

Citatel' dostava do ruk skripta, ktorych cielom je priblizit' problematiku waveleto-
vej transformacie a bank filtrov. Matematicky aparat, o ktory sa skripta opieraju,
je dost’ siroky. Su potrebné zakladné znalosti z linearnej algebry, Fourierovej ana-
lyzy, Z-transformacie a ¢islicového spracovania signalov. Predpokladam, ze Citatel sa
s vac¢sinou tychto oblasti uz stretol. Preto st1 priamo do uc¢ebného textu vlozené iba tie
informacie, ktoré privelmi nenarusaju spojitost’ vykladu. ZvysSok potrebnych informa-
cii je uvedeny v dodatku.

Na mieste, kde je nejaky pojem vysvetleny, je tento pojem zvyrazneny tuc¢nym
pismom. Ak je na toto miesto odkaz v registri, je zodpovedajuce Cislo strany napisané
taktiez tu¢nym pismom.

Vzhladom na roznorodost’ problematiky bol ¢astokrat problém vysvetlit'dané pojmy
skor, ako st na inom mieste skript pouzité. Preto su kapitoly 1 a 2 koncipované viac
z pohladu matematického (predovsetkym linearna algebra a Fourierova analyza) a
kapitola 3 riesi problematiku vyhradne z pohladu ¢islicového spracovania signalov.

V skriptach je vysvetlena predovsetkym tedria stuivisiaca s uvedenou problemati-
kou. Snazil som sa v nich umiestnit’ dostatok riesenych prikladov, ktoré by pripadné
nejasnosti pomohli objasnit, avsak vzhladom na dovoleny rozsah skript to bola tiloha
velmi obtiazna. Na viacerych miestach st uvedené aj neriesené priklady a problémy,
ktoré by pozorny a hibavy citatel mal vediet’ vyriesit’.

Koncepcia skript je mierne ovplyvnena snahou o to, aby si Citatel’ lahko mohol
vacsinu ziskanych vedomosti overit’ a aplikovat'v programe Matlab (viaceré obrazky v
skriptach vznikli taktiez pomocou programu Matlab).

VsSetky pripadné doplnkové informacie k skriptam budu uverejiiované na interne-
tovej stranke http: //wwv. ktl . el f.stuba. sk/~vargi c/ wabf/skri pt a.

Skripta st urcené pre Studentov 1. ro¢nika inzinierskeho studia v odbore teleko-
munikacii na FEI STU. Na Slovensku z uvedenej oblasti zatial’ ziadny ucebny text v
podobnom rozsahu publikovany nebol, preto verim, zZe skripta najdu svojich citatelov
aj v Sirsej akademickej a odbornej obci.






Kapitola 1

Wavelety a waveletova transformdcia

1.1 Strucna historia waveletov

Hoci v oblasti spracovania signalov sa zacala waveletova transformacia pouzivat’ iba
v ostatnych desatrociach, v matematike (predovsetkym v oblasti harmonickej analyzy)
sa podobné principy pouzivali uz dlhsie. Korene waveletovej analyzy siahaju az do za-
¢iatku minulého storocia. Prvy ,wavelet” skonstruoval I.Haar v r. 1910 pri konstrukecii
alternativneho ortonormalneho systému k Fourierovmu. Vela prace sa vykonalo v 30.
rokoch, vysledky sa vSak nejavili ako casti koherentnej teorie, neobjavilo sa slovo
wavelet ani zodpovedajuci koncept. V matematike vyvoj dalej pokracoval dyadickym
delenim Fourierovského spektra (techniky Littlewood-Paleyho) s vytstenim do har-
monickej analyzy (Calderon-Zygmund operatory). Prvé ortogonalne wavelety objavil
Stromberg zaciatkom 80. rokov. V mnohych oblastiach vedy a techniky sa wavelety
objavili uz na konci 70. rokov. Boli vSak vyrobené vedcami a inziniermi ,na kolene“ —
nevznikli nadviazanim na vysledky matematikov.

Prvi syntézu podnietili prace J. Goupillauda, J. Morleta a A. Grossmana (zacia-
tok 80. rokov), od ktorych pochadza aj vyznam slova ,wavelet” . V kontexte geofyziky
skumali alternativy k Lokalnej Fourierovej analyze, zalozenej na jedinej prototypovej
funkcii, jej posunov a zmeny mierky. V tom ¢ase zacalo byt zrejmé, Ze prostriedky z
teorie Calderona-Zygmunda, predovSetkym reprezentacie Littlewooda-Paleyho, maju
diskrétnu analogiu a moézu byt efektivnou nahradou Fourierovych radov v numeric-
kych aplikaciach. Doraz sa zacal klast’ skor na sposob reprezentacie samotnej a to,
¢o predtym spadalo pod ramec teorie Littlewooda a Palleyho, sa odteraz zac¢alo volat’
waveletova tedria.

Novy Start podnietil S. Mallat (1985), ktory objavil tesné vztahy medzi: QMF filtrami
pre digitalne prenosové systémy (Crossier, Esteban, Galand), pyramidalnym algorit-
mom pouzivanym na spracovanie obrazu (Burt, Adleson) a ortonormalnymi waveleto-
vymi bazami (Strémberg). Postupne vznikali konstrukcie waveletov, ktoré tvorili bazy
pre mnoheé priestory funkcii (Y. Meyer, I. Daubechies, Battle, Lemarie . . . ). Formaliza-
ciou tychto konstrukcii do jednotného ramca S.Mallat a Y.Meyer (1988-1990) vytvorili
s-analyzu s viacirovnovym rozliSenim“, pomocou ktorej vytvorili vztahy k metodam
pouzivanym v inych odvetviach.

V sucasnosti predstavuje waveletova transformacia (WT) mocny nastroj na analyzu
a reprezentaciu spojitych aj diskrétnych signalov a to najma kvoli svojim casovo-
frekvenénym vlastnostiam..

Oblasti pouzitia waveletov st1 r6znorodé, patria medzi ne napr.: matematika [19],
[20], [27], [28], [25], rozne technické odbory (pri analyze fyzikalnych dejov) [26], [30],
pocitacova grafika [29], [43], ¢islicové spracovanie signalov [9], [10], [11], [12], [13] a
multimedialne komunikacie [24], [50], [14]. V sucasnosti existuje viacero monografii,
ktoré sa venuju waveletom a pribuznym oblastiam, ¢i uz z pohladu matematického
[18], [20], alebo skor z pohladu ¢islicového spracovania signalov [17], [21], [22], [23].
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1.2 Spektra a casovo-frekvenéna analyza signalov

Pod pojmom ,signal® rozumieme vektor v niektorom z Hilbertovych priestorov! [21].
Signal zvycajne predstavuje diskrétny alebo spojity priebeh nejakej meniacej sa veli-
¢iny v ¢asovej oblasti. Transformaciou signalu sa dostavame do tzv. transformac-
nej oblasti, kde je reprezentovany tzv. spektrom. Spektrum je tvorené spektralnymi
koeficientmi signalu. NajznamejSou transformac¢nou oblastou je Fourierovska, kde
je signal reprezentovany frekvenéngm spektrom. Fourierova transformacia (pozri
dodatok 6.1) rozklada signal iba na frekvenc¢né zlozky. Neposkytuje vsak informaciu,
kkedy signal vykazuje dané frekvencné charakteristiky (jej bazové funkcie rovnomerne
prekryvaju celu ¢asovu os) — nevie ziadne charakteristiky lokalizovat’ v case.

Pri analyze a reprezentacii signalov je ¢astokrat vyhodné pouzit’ transformaciu,
ktora reprezentuje signal sucasne v Case aj frekvencii.

RieSenie vo forme kratkodobej Fourierovej transformacie — STFT (Short Time
Fourier Transform), Gabor (1946), postuva okno fixnej velkosti pozdiz signalu a extra-
huje frekvencny obsah v danom intervale [2], [17]:

STFTy (1) = [ fOg(t=7) et = (F(t).g(t - e™). (1.1)

kde ¢(t) je oknova funkcia® a f(t) vstupna funkcia. Vidime, Ze reprezentacia je vy-
razne nadbytoc¢na (je funkciou dvoch spojitych premennych w ,7). Preto funkcie, po-
mocou ktorych sme transformovali su linearne zavislé, takZe netvoria bazu, ale vse-
obecnejsiu mnozinu expanznych funkcii. Expanzné funkcie su pri STFT generované
moduléciou a posunom oknovej funkcie. Ak oknova funkcia je Gaussova funkcia, tak
STFT sa vola Gaborova transformacia. Nadbyto¢nost’ STFT moézeme odstranit’ vy-
berom vhodnych spektralnych koeficientov, tzv. kritickym vzorkovanim?® spektra.
Potom vSak STFT straca dobré casovo-frekvencné vlastnosti (pozri Balianova-Lawova
veta [21, str. 326]).

Pre znazornenie casovo-frekvencnych vlastnosti funkcii resp. signalov sa ¢asto po-
uziva tzv. éasovo-frekvencna (TF) rovina [17]. V TF rovine je kazdy signal repre-
zentovany tzv. éasovo-frekvenénym oknom. To charakterizuje umiestnenie energie
signalu v ¢ase a frekvencii. Oznaé¢me nas signal ako f(¢) a jeho Fourierovu transfor-
maciu F(w). Ak f(t) € L?(R), potom* jeho TF okno ma kone¢nu velkost. Jeho stred
je v bode Sy, = (to,wo) a velkosti stran sa 20y,20,. O wy zvykneme hovorit’ ako o tzv.
strednej (uhlovej) frekvencii signalu. Priklad zobrazenia TF okna realneho signalu
(modulovana Gaussova funkcia, t. j. Gaborova funkcia) je na obr. 1.1. Pre polohu a
rozmery okna plati [19, str. 7]:

to=f (O [2 tIf (O dt of = If (I J25 (t = t0)* |f ()] dt. (1.2)
Vo frekvenénej oblasti analogicky méZzeme pisat’ ®:

wo = [|[F (W) [2ow |F ()] dw 0% = |IF (@)1 [%% (@ —w0)* |F (@) dw.  (1.3)

'Zakladny popis Hilbertovych priestorov a operacii v nich je v ¢asti 6.4.

2Za oknovii moze byt povazovana [19, str. 54] taka funkcia g(t) € L?(R), pre ktora plati t.g(t) € L*(R).

3Pri vzorkovani vyberame hodnoty w = mwo, t = ntg, m,n € Z. AK towo = 27, vzorkovanie je kritické
[21], t. j. nadbyto¢nost’je iplne odstranena.

*Pre definiciu priestoru L?(R) pozri str.119

5Vztahy (1.3) vystihuju situéciu iba pre signaly s jednosmernou zlozkou, ktorti chceme v TF okne
obsiahnut’ (uvedomme si, Ze plati wo = 0, t. j. okno je symetrické okolo ¢asovej osi). Ak nas signal nema
jednosmernu zlozku, resp. tato je zanedbatelna, vystiznejsie je (1.3) pouzit’' v tvare pre jednostranné
frekvencéné spektra (t. j. integrovat’ od nuly a pouzit’ dvojnasobnu energiu F (w)).
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Obr. 1.1. Priklad reprezentacie funkcie oknom v ¢asovo-frekvenénej rovine pre funkciu
f(t) = e =9cos(6(t — 4)) (modulovana Gaussova _funkcia)

Treba si uvedomit, ze rozmery okna st pomocou vztahov (1.2), (1.3) definované Sta-
tisticky (2. moment) na zaklade koncentracie energie signalu v ¢asovej a frekvencénej
oblasti. Pozor, neznamena to, ze mimo okna ma signal nulové hodnoty. Taka repre-
zentacia by bola v principe neuskutoc¢nitelna, lebo spojité signaly ohranicené v case
nie stt ohrani¢ené vo frekvencii a naopal.

Aby sme boli schopni v transformacnej oblasti reprezentovat’ lubovolny signal,
musia bazové funkcie pokryvat’ cela TF rovinu, t. j. rovinu si svojimi TF oknami musia
medzi seba rozdelit®.

Najznamejsie delenia TF roviny su zobrazené na obr. 1.2. V casti a) napriklad
vidime: To, Ze bazové funkcie STFT su generované moduldciou a posunom oknovej
funkcie znamena, ze STFT ma pre danu oknovu funkciu pevné rozliSenie vo frekvencii
a rozne 7, w v rovnici (1.1) vlastne zodpovedaju iba posunom zakladného casovo-
frekvenéného okna v case a frekvencii.

Pri transformacii nejakého signalu resp. pri analyze pomocou transformacie sa
nam do jednotlivych spektralnych koeficientov uloZi informacia iba do tej miery, do akej
sa prekryvajit v éasovo-frekvencnej rovine jednotlivé expanzné funkcie s analyzovanym
signalom. Cela situacia je znazornena na obr. 1.3, kde sme ako transformaciu pouzili
STFT.

TF okno nam vlastne hovori, aké drobné detaily sme schopni v signali sledovat.
Cim mensia plocha okna, tym lepsie.

Pri ¢asovo-frekvencej analyze signalov sa vysledky zvyknu znazornovat’ vo forme
tzv. spektrogramu (SPG) [31], [30], ¢o je vlastne pohlad na TF rovinu, resp. jej ¢ast,
kde su zobrazené magnitudy spektralnych koeficientov v strede TF okien zodpoveda-
jucich bazovych” funkcii.

Priklady spektrogramov st uvedené na obr. 1.4. Ide o diskrétnu aproximaciu spoji-

5TF okna sa pri deleni TF roviny nemusia nevyhnutne dotykat, moézu sa prekryvat, resp. nedoliehat’,
zalezi na konkrétnom tvare bazovych funkcii.
“Zvyéajne ide o bazu, avsak méze ist’ aj o nadbytoénu, pripadne netplnti mnozinu funkcii.
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a) ! b) t

-
-

c) ! d) !

Obr. 1.2. Najznamejsie priklady delenia TF roviny pri reprezentacii signalov (znazor-
nené schématicky): a) pri STFT — bazu tvoria modulované oknové funkcie b) bazové
funkcie st1 generované zmenou mierky a posunom prototypovej funkcie (neskor uvi-
dime, Ze ide o dyadické waveletové rady) ¢) ¢asova oblast’'— bazu tvoria Diracove delta
funkcie d) pri FT — bazu tvoria nekonecne dlhé komplexné harmonické funkcie

/TF okno s(t)

TF okna expanznych
funkcii STFT

Obr. 1.3. TF rovina — schématické znazornenie signalu s(¢) a jeho spektra pri STFT.
Signal ovplyviiuje najviac tie spektralne koeficienty, ktorym zodpovedajuce expanzné
funkcie sa svojimi TF oknami s TF oknom signalu najviac prekryvaju. Miera ovplyv-
nenia spektralnych koeficientov je znazornena krizkom (Cierny = max. ovplyvnenie)
v strede TF okien zodpovedajucich expanznych funkcii. Ovplyvnené su aj spektralne
koeficienty, pre ktoré plati, Ze im prinaleziace okna sa priamo s oknom signalu ne-

prekryvaju.
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Obr. 1.4. Spektrogramy syntetického signalu s(t): a) signal s(t) zloZeny zo 4 Casti:
) 2sin(5t)sin(15t) 1) sin(15t) III) sin(t) + sin(7t) IV) sin(7t) b) Spektrogram — diskrétna
aproximacia, f,, = 64Hz, diskrétna STFT s Hanningovymi oknami s velkostou 12 a
prekryvmi 10 ¢) ako b) av§ak velkost’ okna je 60 a prekryv 58

tého pripadu. Frekvenény rozsah je potom obmedzeny do f,./2. VSimnite si schopnost’
lokalizovat’ zmeny charakteru signalu v ¢ase a schopnost’ lokalizacie vo frekvencii
v zavislosti od velkosti okna STFT.

Na relevantné znazornenie signalu v TF rovine vo forme spektrogramu sa pouZzi-
vaju predovsetkym STFT, Wigner-Villove rozdelenie [21, str. 80] a jeho modifikacie a
waveletova transformacia.

1.2.1 Princip neurcitosti

Pre reprezentaciu signalov v ¢asovo-frekvencénej rovine plati tzv. princip neurcitosti
(nieco ako princip neurcitosti z kvantovej fyziky). Nech pre z(t) € L?(R) plati

ta(t), X (w),w.X(w) € L*(R). (1.4)
Potom pre TF okno z(t) plati [19, str. 56]:
of-02>1/4, (1.5)

pricom rovnost’ plati, ak z(t) je Gaussova funkcia® v tvare

x(t):\/a/ﬂe*atz a€eR,a>0. (1.6)

Prakticky nam to hovori, Ze signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat’
naraz vo frekvencii aj v Case, t. j. ziskat’ lubovolne mala plochu TF okna. Plocha TF
okna je vzdy minimalne 2, pricom minimalnu plochu zaberaju signaly, pre ktoré plati
(1.6). Dokaz principu neurcitosti je uvedeny napr. v [19, str. 58], [22, str. 68].

8Rovnost’ zostava zachovana aj pri modulacii funkcie z(t) a ako neskoér uvidime aj pri zmene mierky
funkcie, pozri vztah (1.9).
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Obr. 1.5. Priklady zakladnych waveletov ¢ (¢): Daubechieovej (Db) wavelety radu 1, 2,
4, 20

1.3 Waveletova transformacia

Uz z nazvu waveletova transformacia (WT) sa da tusit pomocou akych funkcii budeme
signaly rozkladat’ a skladat’ (angl. ,wavelet® = vinka). Ide o wavelety, ktoré vlastne
predstavuju ¢asovo lokalizované viny?, t. j. vinové baliky. Waveletova transforma-
cia (WT) ma vsetky funkcie vytvorené z jednej prototypovej funkcie tzv. zakladného
waveletu 1)(t) pomocou 2 zakladnych operacii'®: a) zmena mierky b) posun v ¢ase.

Ako mozu vyzerat' zakladné wavelety je znazornené na obr. 1.5. VSimnite si, ako sa
zo zvySovanim radu'!! wavelety coraz viac podobaju na vlnovy balik.

Waveletovych transformacii existuje viacero zakladnych druhov. V dalSom texte
zacneme spojitou WT a postupne prejdeme k diskrétnej WT.

1.3.1 Spojita waveletova transformacia (SWT)

Spojita waveletova transformacia (SWT) funkcie f (t) € L?(R) je definovana [17]
ako zobrazenie L?(R) — L?(R?) vztahom:

[e.o]

SWTf (aa b) = / f (t)w[ka,b} (t) dt = <f (t) 7w[a,b] (t)> a € R+a beR. (17)

Expanzneé funicie v, (t) su definované zo zakladného waveletu v (¢) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:
Viap () = NG ( ) Y (t) € L*(R). (1.8)

a

Vidime, Ze reprezentacia signalu pomocou spektralnych koeficientov SWT je znacne
nadbyto¢na — parametre a aj b st spojité. V zavislosti od parametra « SWT poskytuje
pruzné casovo-frekvencéné rozliSenie. Ak casovo-frekvencéné okno (t) ma rozmery
04,0, a stred v bode Sy, = (to,wp), potom pri wavelete v, ;) (t) nastana zmeny

or = aoy 0w = ou/a (to,wo) = (ato + b,wp/a) . (1.9)

Vidime, Ze zmeny rozmerov okna su funkciou parametra a, ktorym je dana uroven
rozliSenia v ¢ase aj frekvencii. Ak a > 1, wavelet v ¢ase roztiahneme, ¢im znizujeme

9Porovnaj z CTFT, kde signal rozkladame pomocou nekoneéne dlho trvajucich vin bez éasovej lokali-
zacie.

%porovnaj z STFT, kde funkcie tvorime pomocou modulacie a posunu oknovej funkcie.

11pod radom waveletu rozumieme pocet nulovych momentov waveletu (pozri ¢ast’ 1.3.2, str. 15)
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Obr. 1.6. Zmena mierky a posun v case. Wavelet ,Mexicky klobuk"” (obratena verzia)
pMer — (12 — 1)e~**/2 a jeho verzia pri zmene mierky a = 1/2 a posune b = 6 a) situacia
v Case a frekvencii b) posun a zmena velkosti stran okna waveletu v TF rovine (o; = 1.08,
o, = 0.486)

schopnost'rozliSovat'signaly v ¢ase, ziskavame vSak lepSie rozliSenie vo frekvencii. Pre
a < 1 je vSetko presne naopak. Rozne hodnoty b zase vytvaraju vSetky mozné posuny
waveletu pri danej arovni rozliSenia. Zo vztahu (1.9) je zrejma dolezita vlastnost’ wa-
veletov, ze obsah TF okna zostava konstantne 40,0, nezavisle od parametrov a a b.
Vdaka zmenam rozmerov okna je véak SWT oproti STFT!? efektivnejsia pri deteko-
vani signalov s vysokymi frekvenciami a analyze signalov s nizkymi frekvenciami (pri
STFT sa rozmery okna nemenia). Zo vztahov (1.9) vyplyva aj dalsia doélezita vlastnost’
a to, ze pomer vysSky okna a polohy stredu okna vo frekvencii ostava stale konstantny.
Oznacme ho Q. Plati Q,; = 20, /w. Analogicky s tedriou rezonanc¢nych obvodov sa
@, oznacuje ako kvalita waveletu. Situacia pri zmene mierky a posune zakladného
waveletu je ilustrovana na obr. 1.6.

Zakladné wavelety maju zvycajne jednotkovu energiu, t. j. || (t)|| = 1. Faktor 1//a
vo vztahu (1.8) zabezpecuje zachovanie energie aj pri zmenenej mierke, t. j. [|1(, 4 ()| =
|lv(t)||. SWT je invertovatelna, ak pre Fourierovu transformaciu ¥ (w) zakladného
waveletu plati tzv. podmienka pripustnosti [21]:

¥ (W)
co= %
Wavelet je potom pripustny, ¢o prakticky znamena [2], [21]:

T ()], = 0 /Oow(t)dt:O, (1.11)

—0o0

2
dw < 0. (1.10)

t. j. ¢(t) nema jednosmernit zlozku'3. Potom existuje inverzna SWT v tvare:

1 oo [ dadb
1O =g [ Wy @) b () T

(1.12)

12Nezabuidajme, Ze pri STFT je velkost’ okna zvolena na zaéiatku a vsetky frekvencie budu analyzované
s tym istym rozliSenim v ¢ase aj frekvencii.

13Toto je principialny rozdiel oproti STFT. TF okna waveletov splfiajicich podmienku (1.11) sa mézu
iba blizit' k nulovej frekvencii, nikdy ju vSak neprekryju. Niektoré wavelety napr. Morletov, spifiaju pod-
mienku pripustnosti iba priblizne, avsak nepresnost’ je zanedbatelna (pri Morleteovom wavelete radovo
1077).
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Obr. 1.7. Skalogram funkcie f(t) = cos(t) pri pouziti waveletu ,Mexicky klobuk* z
obr. 1.6. V lavej casti su zobrazené priklady waveletov (¢iarkovane) a rezy spektrom
SWT (bodkovane) na zodpovedajucich urovniach rozliSenia. Pozn.: skalogram je na
krajoch deformovany kvoli ohranic¢eniu signalu pri vypocte SWT programom Matlab

SWT umoznuje zaujimavé zovSeobecnenie a to pouzit’ pri rozklade a rekonstrukecii
signalu rozne zakladné wavelety 11 (t) a ¥ (t). Tieto musia splnat’ podmienku [21]:

o (@ U
Copn s :/oo’ l(w)‘(‘ﬂ” 2@ 4, < oo (1.13)

Potom mozeme kazdu f(t) € L2(R) vyjadrit’ ako:

// f,¢1[ab>w2[abdng. (1.14)

Spektrum SWT sa znazornuje vo forme tzv. Skalogramu (SCG) [32], [30], ¢o
je vlastne ista forma zobrazenia ¢asovo-frekvencénej roviny s vynesenymi magnitu-
dami spektralnych koeficientov. Frekvenc¢na os je vSak nahradena parametrom zmeny
mierky a, takze ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine.'* V dosledku
posunu TF okien waveletov v zavislosti od parametra a (pozri obr. 1.6, vztah (1.9)) je
Skalogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine ,hore nohami“. Ak prema-
pujeme suradnice (¢,a) na (¢,w), stredy TS okien by sa nam zobrazili do stredov TF
okien prisludnych waveletov.!®. Priklad §kalogramu realneho signalu je na obr. 1.7.
Maximalne fluktuacie hodnot skalogram vykazuje pri takej hodnote parametra a, pri
ktorej sa stredna frekvencia f(t) zhoduje so strednou frekvenciou waveletov ¢, ;.

Fi=g

Priklad 1.1 Ak funkcia f(t) ma nenulové hodnoty na intervale (to,t1), kde bude nenu-
lova f[(t —b) /a]?

Riesenie: Hladame taky interval (t§,t7), ktorgy sa dangm predpisom zobrazi na (to, t1),
tj:ty=({t;—0b)/a aty = (t] —b)/a z toho tj = aty, + b, t] = at; + b. RieSenim je teda
interval (aty + b, at, + ).

Uloha 1.1 Vyjadrite priblizii numerickit hodnotu a, pri reze TS rovinou na obr. 1.7. Pri
rieSeni vyuzite obr. 1.6.

14V TS rovine mézeme samozrejme definovat’ analogiu TF okna — TS okno.
15prepoéet suradnic (¢,a) na (t,w) je trividlny, treba si uvedomit’, Ze suradnici a = 1 zodpoveda w = wp.
t. j. stredna frekvencia zakladného waveletu. Nasledne staci pouzit’ (vztah 1.9) na posun vo frekvencii.
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1.3.2 Vlastnosti SWT a pripustnych waveletov

SWT ma viacero uzitocnych vlastnosti, pricom niektoré z nich st1 analogické vlastnos-
tiam FT (napr. zachovanie energie), iné su pre SWT Specifické (napr. detekcia singula-
rit). Podrobny popis je uvedeny napr. v [21]. Niektoré zakladné vlastnosti su:
e linearita — vyplyva priamo z linearity skalarneho sucinu pri definicii SWT vzta-
hom (1.7)

e posun v case

g(t)=f({t—"0bo) = SWT,(a,b) =SWTy (a,b—by) (1.15)
e zmena mierky
1 t a b
= —f(- T = SWTy (=, - 1.1
o) = 2=f (1) = SWT, () = 5wy (£.7) (1.16)
e zachovanie energie — pre f(t) € L?>(R) a jeho SWTy(a,b) plati
o0 9 1 /OO /OO o dadb
= — T 1.17
| drwpa= g [ [ 1wy @nP T (1.17)
e detekcia singularit — oznaéme Diracov impulz v ¢ase ty ako §(t — t9). Jeho SWT
je:
1 t—b 1 to—b
T —_— — _— = — . 1.1
SWTy(a.b) = —= [ a0 oy (7 ) de ﬁw( =) (1.18)

Okrem nutnych podmienok, aby signaly boli povazované za pripustné zakladné
wavelety pre SWT, su tu eSte viaceré dolezité vlastnosti waveletov, ktoré podstatne
ovplyviuju ich pouzitelnost. Medzi najdodlezitejSie patria:

e Existencia nosic¢a . Uzavrety interval (a,b) nazgvame kompaktny nosié funkcie
(waveletu), ak dany wavelet ma nenulové funkéné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosica sa zvykne uvadzat funkcia zhora
ohranicujuca funkéné hodnoty (t. j. charakterizujuca rychlost’ ich klesania). Pri-
padne sa uvadza tzv. efektivny nosic¢ (a,b), mimo ktorého ma funkcia iba za-
nedbatelne malé funkéné hodnoty. 6

e Poéet nulovgch momentov. K-ty moment +(t) definujeme ako m (k) = [ t¥ (t)dt.
Plati, ze ak ¢ (t) je K krat diferencovatelna a pre t — +oo klesa dostatoéne rychlo,
potom prvych K — 1 momentov bude nulovych. Potom ak f(¢) je na nejakom
intervale polynomom max. K —1 stupna, pre wavelety ¢, (t) s nosicom na tomto
intervale budu prislusné waveletové koeficienty SWT (a, b) nulové.!?

¢ Regularita (Daubechieova 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(¢). Ak de-
finujeme regularitu vo frekvenc¢nej oblasti [17], potom je to také maximalne ¢islo
r, pre ktoré existuje také konecné c € R*, Ze plati:
P @) <e/(1+ ™). (1.19)
Potom f(t) je r — 1 krat spojite diferencovatelna, pricom r-ta derivacia moze byt’
nespojita.

16Napr. wavelet ,Mexicky klobuk" ma iba efektivny nosié.
'”Kde teda bude informacia po SWT takého polynomického signélu vlastne ulozena? Predsa v koefi-
cientoch, ktorym zodpovedajuce wavelety (aj z¢asti) presahuju dany interval.
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wavelet Pocet Regularita Nosic¢
nulovych
momentov P(t) U (w)
1 0<t<1/2
VHaar(t) =< —1 1/2<t<1 1 0] <0,1> ~1/w
0 inde
YSine (t) = 2¢Sinc (QQHYW;?SMC (t) . 0 ~ 1/t <72 >
PSinc (t) = T i
Yoy (t) = pozri éast’ 2.4.2 K a(K) <0,2K —1> | ~1/w)

Tabulka 1.1. Porovnanie zakladnych vlastnosti vybranych waveletov

Uvedené vlastnosti sa daju ukazat napr. na trivialnych prikladoch waveletov (Haa-
rovho, Sinc waveletu) a systému Daubechieovej waveletov. Ich zakladné charakteris-
tiky st uvedené v tabulke 1.1 a priebehy znazornené na obr. 1.8, resp. obr. 1.5. Haarov
wavelet ma vyborny kompaktny nosi¢ v ¢ase, avSak regularita je nulova, t. j. ¥ gua-(t)
je nespojity. Problém s regularitou je jasne vidiet’ aj vo frekvencii, pouzitim (1.19)
je zrejmé, ze ry,,. = 0. Sinc wavelet!® je presne opa¢nym extrémom, kvéli svojmu
prilis velkému nosic¢u sa vSak takmer nepouziva!®. Systém Daubechieovej waveletov
predstavuje jeden z moznych prechodov medzi uvedenymi dvoma typmi extrémov. Za-
¢inajuc s Haarovym waveletom, mozeme lubovolne zvySovat’' rad waveletu a tym aj
zvaésovat nosi¢20. Na Daubechieovej waveletoch (pozri obr. 1.5) sa da nazorne ukazat’
rast regularity?!: nespojity priebeh pri Dbl, vyrazne fraktalovy priebeh pri Db2 ...,
postupné zaoblovanie nerovnosti a tvorba ¢oraz vac¢sich vinovych balikov pri vyssich
radoch.

V predchadzajucom texte sme sa venovali vlastnostiam zakladnych waveletov. Je
dolezité uvedomit’ si, ze uvedené vlastnosti sa ,dedia®, t. j. analogicky platia aj pre
Y1a,)(t), teda pre wavelety z nich vytvorené posunom a zmenou mierky.

1.4 Waveletové ramce a rady

KedZe reprezentacia signalu spektrom SWT je vysoko nadbyto¢na (oba parametre a,
b su1 spojité), vynara sa otazka aka mnozina zo spektralnych koeficientov stac¢i na
rekonstrukciu signalu. Odpovedou je, ze sta¢i vhodne zvolena diskrétna mnozina ko-
eficientov, t. j. parametre a a b vzorkujeme. Potom hovorime o waveletovgch ramcoch
(WF — Wavelet Frames), ktoré stale mozu byt nadbyto¢né. Ak nadbyto¢nost’ odstra-
nime, hovorime o waveletovych radoch (WR).

Standardna volba vzorkovania parametra a je a = af’ s m € Z a ap # 1 [21].
T. j. troven rozliSenia (doteraz charakterizovana spojitym parametrom a) je odteraz
charakterizovana disktrétnym parametrom m. Parameter b potrebujeme vzorkovat'tak,
aby wavelety rovnako efektivne pokryvali celi ¢asova os pri kazdej irovni rozliSenia.

18ysimnite si ako je Sinc wavelet bez jednosmernej zlozky, vytvoreny zo Sinc funkcie mierky (znama si
funkcia), ktora jednosmernu zlozku ma.

9paradoxne, extrém tohoto typu uz pouzivame dlho — Fourierova Transformacia. Pritom véak ne-
smieme zabudnut na jeden délezity fakt a sice, Ze wavelety st definované v L?(R) a FT nie.

29Kvoli numerickym nestabilitAm pri vypoéte waveletov vysokych radov je tato moznost viacmenej
teoreticka.

2'Hodnoty regularity pre Daubechieovej wavelety DbK st [18] napr.: ryp,,, = 0, Ty, = 5, Typys = 0.91,
Typpe = 1.27, ..., prevelké K 7y, = 0.415K .
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Obr. 1.8. Casové a frekvenéné priebehy trivialneho Haarovho a Sinc waveletu. V ob-
lasti, kde nemaju kompaktny nosic je znazornené ohranicenie funkénych hodnot fun-
kciami z tabulky 1.1

Pouzitim vztahu 1.9 dostaneme vyslednu vzorkovaciu mriezku v tvare:
a=ay, b=nbyay, m,nezZ ag>1by>0. (1.20)

Pre © (t) potom dostavame diskrétnu mnozinu funkecii:
Vmn (1) = ag 29 (aamt—nbo) . (1.21)

Dolezita otazka je, ¢i pre dané ag, by a {¢m,} existuje taka mnozina {¢,,,}, ze
Vf(t) € L*(R) plati: i
FO =32 dmnathmn (1), (1.22)

kde
Ao = (f (&) ,mn () m,neZ. (1.23)

Rekonstrukcia funkcie f(t) z koeficientov d,,,, (nazyvanych waveletové koeficienty)
pomocou vztahu (1.22) je mozna a numericky stabilna, ak mnozina { v, , } tvori ramec
v L2(R), t.j. Vf (t) € L*(R) plati:

JA>0,B>0:  A[fI* <3 1 tma))* < BIFI? (1.24)

Vztahy (1.22), (1.23) nam teda vyjadruju rozklad a rekonstrukciu signalu vo wave-
letovych ramcoch. KedZe reprezentacia vo WF stale moze byt' nadbytoc¢na (t. j. expanzné
funkcie mo6zu byt linearne zavislé), k danému ramcu moze existovat’ viacero ramcov
{zﬁmyn}, pomocou ktorych sme schopni signal zrekonstruovat. Medzi nimi ma Specialne
postavenie tzv. dudlny ramec??, ktory je jednoznaéne uréeny a plati pren:

BIAIR < S [ fman)| < AT A1 (1.25)

Ak A = B, ramec sa nazyva tesny [23] a naviac, ak (¢, | = 1, potom A udava
mieru nadbytoc¢nosti ramca (napr. ak A = 3, staci na rekonstrukciu 1/3 spektralnych

22y zorce na vypocet funkcii dualneho ramca k danému ramcu st uvedené napr. v [21, str. 321 — 322].
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Obr. 1.9. Zobrazenie ¢asti bazovych funkcii v, , dyadického WR (pouzity wavelet Db2
s kompaktnym nosic¢om na (0, 3)) v TS rovine

koeficientov). Ak A = B = 1 pri ||ty »|| = 1, potom ramec {t, , } tvori ortonormalnu bazu
v L?(R) a funkcia ¢ € L?(R) sa nazyva ortogondalny (resp. ortonormdlny) wavelet.

Ak sme nadbyto¢nost’ WF vhodnym vzorkovanim uplne odstranili, t. j. {¢,,} ne-
tvori ramec ale bazu v L*(R), hovorime o waveletovych radoch (WR). Rozklad signalu
a jeho spatna rekonstrukcia pri WR ostava definovana vztahmi (1.22), (1.23) (ku kaz-
dému WR existuje dualny rad, ktory rekonstrukciu umoznuje). Plati:

WR¢(m,n) = dpmy - (1.26)

Najbeznejsie sa nadbyto¢nost’ reprezentacie SWT odstranuje dyadickygm vzorko-
vanim, t. j. volbou ay = 2, by = 1 vo vzorkovacej mriezke definovanej vztahom (1.20)
[21]. Dosadenim dostavame:

a=2", b=n2", m,n € 2. (1.27)
Pre posuny a zmeny mierky zakladného waveletu plati:
Y (1) =272 4) (27 — ) . (1.28)

Funkcie ¢, , (t) potom nazyvame dyadické wavelety a vztahmi (1.22), (1.23) su de-
finované dyadické waveletové rady (pre ay = 3 by sme dostali tzv. triadické wave-
lety, t. j. pre ap = M dostaneme M-adické wavelety. Zobrazenie dyadickej vzorkovacej
mriezky v TS rovine je na obr. 1.2. Iné ako dyadické wavelety sa v praxi pouzivaju malo,
takze v dalsom texte (ak na to explicitne neupozornime) budeme pod pojmom wavelet,
waveletové rady ... mysliet’ dyadicky wavelet, dyadické waveletové rady. . . .

Sposob delenia ¢asovo-frekvenénej roviny bazovymi funkciami v dyadickych wave-
letovych radoch bol v TF rovine schématicky znazorneny na obr. 1.2b. Situaciu v TS
rovine si mozeme viac priblizit' na priklade Daubechieovej waveletov radu 2. Funkcie
mn(t) @ ich umiestnenie v TS rovine mézeme znazornit' ako na obr. 1.9. Ak koefi-
cientmi d,, , .vyfarbime* v TS rovine neprekryvajtice sa TS okna prislusnych ¢, »(t),
dostavame tzv. diskrétny Skalogram (pozri obr. 1.10d). Na priklade syntetického
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signalu si ukazme (pozri obr. 1.10), ako vyzera vyjadrenie jeho ¢asovo-frekvencnych
vlastnosti vo forme spektrogramu, skalogramu a diskrétneho Skalogramu. Signal ob-
sahuje jeden vyrazny bod nespojitosti a 2 harmonické ¢asti. VSimnite si lepsiu lokaliza-
ciu bodu nespojitosti a lokalizaciu energie signalu pri SWT a WR. Pozn.: Pri vSetkych
vypoctoch bol vstupny signal vzorkovany na 512 vzoriek, t. j. vysledky predstavuju
diskrétne aproximacie.

Priklad 1.2 Oznacme jednotkové vektory v rovine v smere x ay ako e; a es. Definujme

vektory ¢1 = e1, g2 = —e1/2+ e2V/3/2, p3 = —e1 /2 — e2V/3/2. Zistite, ¢i mnozina ¢1, ¢, 3 _je
tesny ramec v rovine (t. j. v priestore R?). Ak ano, zistite jeho nadbytoc¢nost.

Riesenie: Cela situdacia je zobrazena na obr 1.11. Evidentne plati L (¢1, 2, #3) = R2.
3

Rozpisanim sumy Y. |(f,#,)|* zistime, Ze Z [(f, dn)> = 3| f|?. Potom A = B = 2, t. j.
n=1

ramec je tesny. Zarover plati ||¢,|*> = 1. Stupen nadbytocnosti je teda 3 5 (vektory st

v ramci reprezentované % nasobnym poctom stradnic ako je potrebné). K vysledku
sa mézeme dostat’ aj richlejsie. Povazujme ¢; za stlpcové vektory. Vytvorme maticu
M = (¢1, ¢2, ¢3). Potom plati:

MMT = 312. (1.29)

T. j. stupert nadbytocnosti je 3/2.

Priklad 1.3 Ukdzte, Ze naozqj existuje viacero moznosti ako signal z ramcov zrekon-
Struovat. Pouzite ramec z predchadzajticeho prikladu.

Riesenie: Na zdaklade vysledku z predchadzajtceho prikladu (stupen nadbytoc¢nosti je
3/2 pri||¢n||?> = 1) moézeme lubovolny vektor v z R? vyjadrit’ ako:

) 2
v=23" (o )on. (1.30)
=0

T. j. dudlny ramec je identicky s pévodngm. Avsak nie je jediny, ktory umozriuje rekon-
Strukciu. Ak uvazime, Ze plati Z?:o ¢; = 0, potom qj pri volbe

Oy o o 2
o ¢Z+<ﬁ>, <ﬁ>€73 (1.31)
stale plati
0
23 23 23
ggosm, i 520% i 3<< ) >2%¢1—§ZO¢Z, i (1.32)

Dudalny ramec je teda specialnym pripadom riesenia (1.31) pria =0a 8 = 0.

Uloha 1.2 Ako by mal byt definovany triadicky Haarov wavelet, aby bol ortogonalny?
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a) vstupny signal

®
b) spektrogram (STFT,, Hanningovo okno, velkost’ okna 50, prekryv 48)

c) Skalogram (SWT;, ako y(t) pouZity Db2 )

log,(a

d) diskrétny Skalogram (WR;, ako y(t) pouZity Db2 )

Obr. 1.10. Synteticky signal (a) na intervale (0,7) a jeho ¢asovo-frekvenéné vlastnosti
vo forme spektrogramu (b) Skalogramu (¢) a diskrétneho skalogramu (d)
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Obr. 1.11. Priklad ramca v priestore R? (rovina)

Obr. 1.12. Priklad zobrazenia koeficientov d,, , v TS rovine. Koeficienty d,, ¢ st zvyraz-
nené. V strede je znazornena sféra vplyvu signalu v ¢ase ¢, na koeficienty d,, ,, pri ¢ (t)
s kompaktnym nosi¢om na intervale (to — 7, {o+72). Oblast’ TS roviny pouzita v obr. 1.9
je sivo zvyraznena.

1.4.1 Vlastnosti waveletovych radov

Zhrnme si niektoré zakladné vlastnosti waveletovych radov [23], [21]:

e Linearita. Definujme operator 7" ako T'[f (t)] = {dmn} = (f (t),¥mn (t)). Potom

Va,b € R plati:

Tlaf(t)+bg ()] =aT [f ()] +bT[g(1)] . (1.33)

e Lokalizacia v ¢ase. Ak 1 (t) ma kompaktny nosi¢ na intervale (to — 71,to + 72),
potom 1, , ma kompaktny nosi¢ na intervale ((n + (to — 71))2™, (n + (to + 72)2™).

Pritom plati, pozri obr. 1.12:

- informacia o signali f (t) v ¢ase ¢, je vyjadrena iba v koeficientoch d,, ,, pre
ktorych indexy m, n plati: 27t, — (tog + 12) < n < 27™t, — (to — 71). Ich pocet
je potom rovny A,, = |1 + 72, t. j. zostava konStantny

- koeficient d,,, n, je ovplyvneny iba hodnotami na intervale

t € ((no + (to = 71)) 2™, (no + (fo + 72)) 2™°) ,

t. j. velkost’ intervalu A; s my exponencialne rastie, t. j. Ay = (71 + 1)2™0
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e Lokalizacia vo frekvencii. Oznaéme F(w) a ¥(w) Fourierove transformacie f(¢) a
¥(t). Nech ¥ (w) ma kompaktny nosi¢ na intervale (wmin, Wmax). Potom ¥, , (w) ma
kompaktny nosi¢ na intervale (wpin/2™, wmax/2™) a plati:

— F(wp) ovplyvni iba koeficienty d,, , na arovniach m, pre ktoré log, (wmin/wo) <
m < 10g2 (wmaX/WO)
- koeficienty d,,, , st ovplyvnené iba frekven¢nymi zlozkami signalu F' (w) , na
intervale w € (Wmin/2"°, Wmax/2™°)
e Posun v ¢ase. Ak je signal vyjadritelny waveletovymi koeficientmi d,, ,, iba do istej
M -
uarovne M, teda ak plati f(t) = > Y dmn¥mn(t), potom pre posun signalu

nezZ m=—oo
plati tzv. slaba vlastnost’ posunu v ¢ase:

F(E=2"k) o dppoguemg (1.34)

T. j. na vSetkych urovniach st1i waveletové koeficienty iba preindexované. Ak sig-
nal posunieme o 2~%, uvedené pravidlo plati iba do trovne M — u a koeficienty
v poslednych u trovniach treba znovu prepocitat.

e Zmena mierky. Pre zmenu mierky signalu f(t) faktorom 2* plati:
f (2—’%) N L (1.35)

Zmena mierky faktorom, ktory nie je mocninou 2, sa riesi reinterpolaciou povod-
ného signalu.

1.4.2 Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Wavelety mozeme rozdelit’ podla druhu ortogonality v bazach ktoré tvoria, na tri za-
kladné skupiny:

e Wavelet ¢) nazyvame ortogonalny resp. ortonormalny, ak plati:
)=y (1.36)

Wik, Yrm) =6 =10 (k—m) jklmeZ. (1.37)

Vidime, Ze dualny wavelet sa od zakladného lisi iba konjugaciou a baza {¢,, ,} je
ortonormalna, t. j. ¥, , si na seba ortogonalne na rovnakych urovniach rozlise-
nia a aj medzi roznymi Grovnami.

e Wavelet v € L%}(R) sa nazyva semiortogondlny (nazyvany aj pre-wavelet), ak
plati:
(Wi Yrm) =0 (1) jl€Z, (1.38)

t. j. ortogonalita je zachovana len medzi roznymi turovnami rozliSenia.

e Par (1/;, @Z)) spina podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych wa-
veletoch), ak mnoziny {¢,, »} a {&mn} st dualne bazy, ktoré spinaju podmienku
biortogonality:

(s Gtm) =8 (i =03 (k—=m) jkl,me Z. (1.39)
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V uvedenych pripadoch je dolezité si uvedomit, ze ak zmenime parametre vzorkova-
cej mriezKky (ag, bo), vlastnosti waveletov z hladiska ortogonality sa nemusia zachovat’.
Napriklad ak by = 0.5, potom Haarov wavelet definovany v tabulke 1.1 nie je ortogo-
nalny?23.

Problém 1.1 MoéZeme vytvorit pomocou kazdého pripustného waveletu waveletovy rad?

Problém 1.2 Splria kazdy waveletovy rad so svojim dudlom podmieniku vzdajomnej bio-
rtogonality baz?

1.4.3 Prechod k analyze viacuroviovym rozliSenim

V predchadzajucej casti sme zistili, ze pri waveletovych radoch su signaly reprezen-
tované pomocou 1, , na roznych trovniach rozlisSenia, ktoré su jednoznacne dané
parametrom m (parameter n nam iba pomaha extrahovat’ informaciu pri danom roz-
liseni pozdlz celej ¢asovej osi). Koeficienty d,,,, st teda schopné vyjadrit’ iba detaily
signalu pri arovni rozliSenia m. T. j. pre malé hodnoty m iba kratkodobé a pre velké
hodnoty m iba dlhodobé charakteristiky signalu). Vo frekvencnej oblasti zodpoveda
kazdej urovni rozliSenia, resp. detailu iba isté frekvencné pasmo. Ak chceme vyjadrit’
signaly z L*(R), je zmysluplné ulozit’ informaciu o detailoch signalu do uzavretych
podpriestorov W,, v L?(R):

Win = L{ ¥mn}, n € 2) . (1.40)

Kedze kazdy z tychto podpriestorov je schopny vyjadrit’ iba isty detail signalu, na
reprezentaciu kazdého signalu z L?(R) je ich treba nekonecne vela.

Teraz si predstavme Casovo ohraniceny signal, ktory ma jednosmernu zlozku a
chceme ho vyjadrit’ pomocou WR. Vznika vSak nasledovny problém: Ako vyjadrit’ jed-
nosmernu zlozku, ked nase bazové funkcie ju nemaju (pozri vztah (1. 10))24? RieSenim
je, ze pouzijeme spektralne koeficienty pre vela?> dostatoéne ,pomalych® waveletov. A
mame vypukly druhy problém: Ako zvladnut’ vypocet velkého poc¢tu skalarnych sudi-
nov spojitych funkcii (vztah 1.23) v ,rozumnom* ¢ase?

Obidva spomenuté problémy nam pomaha riesit’ tzv. ,Analyza viactiroviiovym roz-
liSenim*“ v priestore L%(R). Zaroven nam umoznuje prejst’ k diskrétnej waveletovej
transformacii (DWT) a matematickému aparatu z oblasti diskrétnych sustav.

1.5 Analyza signalu viacaroviovym rozliSenim (AVR)

Cielom pri analgze viacurovriovgm rozlisenim (AVR), anglicky MultiResolution Ana-
lysys, je rozlozit' lTubovolny signal f(t) € L?(R) do systému hierarchickych podpriesto-
rov W,,, ktoré by charakterizovali rozne rychle zmeny v signali. Aby sme to dosiahli,
definujeme AVR ako postupnost’ uzavretych podpriestorov V,, priestoru L?(R), pre
ktoré plati [17]:

{0} ... cVacViCcWCV.1CVoC ... L*R) (1.41)

< horsia aproximacia lepsia —

23Staci, ze zakladny wavelet nie je ortogonalny na svoj prvy posun,t. j.
<wHaar,[0,0] (t)7 QZJHaar,[O,l] (t - 05)> = <wHa,ar(t)7 ¢Haaxr (t - 05)> =0.5.
Podobny problém ako reprezentacia ¢asovo ohranic¢enych signalov pomocou FT.
25V tomto pripade ,vela* v podstate znamena ,nekoneéne vela“.
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Podpriestory V,, st schopné charakterizovat rozne, ale iba do istej arovne rychle
zmeny v signali. Maju teda aproximaény charakter.
Vlastnosti AVR st definované nasledovne:

e Uplnost’
Voo = {0} Voo = {I*(R)} . (1.42)

Invariantnost’ vzhladom na zmenu mierky

f@)eVne f(2™)eVy Yme Z. (1.43)

Invariantnost’ vzhladom na posun v ¢ase

f)eVoe f(t—m)eVy VneZ. (1.44)

Existencia bazy. Existuje také ¢ € )y, ze mnozina {p (t —n), n € Z} je ortonor-
malnou bazou V. Funkciu ¢ € Vy nazyvame funkcia mierky.

Existencia bazy ortogonalneho doplnku. Nech W, je ortogonalny doplnok )V, do
V_;, takze plati:
Vi=VYVo®Ws. (1.45)

Potom existuje taky ortonormalny wavelet ¢ € Wy, Ze mnozina {¢(t —n),n € Z}
je ortonormalnou bazou podpriestoru W.

Z takto definovanych vlastnosti AVR vyplyvaju nasledovné désledky:

1. Aby AVR bola tiplna, musia mat funkcie mierky jednosmernii zlozku

/so(t)dt #0. (1.46)
2. Bazou V,, je mnozina
{@mn () =220 (27"t —n) ,n € Z}. (1.47)
3. Bazou W,, je mnozina
{zpm,n (t) =272 (2™t —n), n e z} : (1.48)
4. Plati
Vm = V41 ® Wint1 - (1.49)

Aproximac¢nu hierarchiu podpriestorov V,, (vztah. (1.41)) potom m6Zeme skombinova-
nim vztahov (1.42) a (1.49) vyjadrit' v tvare:

L*(R)=...0WaW Wy OW_1 8 W_g ... . (1.50)

V1
—_———
Vo

Zo vztahov (1.49) a (1.50) je zrejmé, ze priestorom V,, sa zlepSuju aproximacné
schopnosti vdaka pridavaniu podpriestorov W,,, ktoré st schopné vyjadrit’ detaily na
danej urovni rozliSenia. Podpriestory W,, preto nazyvame diferencéné. Cela situacia je



Wavelety a waveletova transformacia 25

___reprezentacia
W signalu pri WR
o»---»v%» %» &k}» &I—)ﬁ voe Vmg)%\/ > > I(R)
reprezentama signalu vstup dlskretneho signalu  projekcia spOJltého signalu
pri DWT pri vypocte DWT pri vypocéte WR

Obr. 1.13. Znazornenie hierarchie aproximaénych (V,,) a diferenénych (WV,,) podpries-
torov v AVR s vyznacenym vstupom a reprezentaciou signalu pri WR a DWT

znazornena aj na obr. 1.13. Vzajomneé vztahy medzi podpriestormi sa daju geometricky
znazornit’ analogicky k obr. 6.1 a obr. 6.2a (bazové vektory by oznacovali jednotlivé
podpriestory W, podpriestory V by boli ich priamymi sumami .. .).

Aby sme mohli s reprezentaciami funkcii v AVR efektivne narabat, je potrebné
priblizit’ viaceré dolezité vlastnosti AVR. KedZe ), je obsiahnuté vo V_;, pre ¢ (t) € Vo
platiaj, ze ¢ (t) € V_;. Bazouvo V_; je {\/igo (2t—n),n e Z}, takze ¢ (t) mozeme vyjadrit’
ako:

=2 Z e (0) @ (2t — ) . (1.51)
Na zaklade vlastnosti o ortogonalnom doplnku plati analogicky:
= \/§ Z Imr (?1)()0(215—??,). (1.52)

Tieto dva vztahy sa nazyvaju dilataéné rovnice?® . Postupnosti h,,, a gn. charakte-
rizuju vztahy medzi bazami na susednych trovniach rozliSenia a nazyvaju sa koefi-
cienty pre zmenu rozlisenia resp. dilataéné koeficienty?’

Ako vyzeraju funkcie mierky? Priklady funkcii mierok pre Daubechieovej wavelety
(pozri obr. 1.5) su uvedené na obr. 1.14. Pre elementarny Haarov ( = Db1) wavelet si
preberme situaciu podrobnejSie a overme si niektoré vlastnosti AVR. Funkcie mierky
a wavelety v troch susednych urovniach rozliSenia st zobrazené na obr. 1.15. Ich
celociselné posuny tvoria bazy prislusnych podpriestorov v L?(R). Uvedomme si, ze
plati:

Pm+1,n (t) = 271/2§0m,n (t/2) wm-‘rl,n (t) = 271/21/1771,71 (t/2) . (1.53)

Z obr. 1.15 je zrejmé, ze platia aj nasledovné vlastnosti:

e bazové funkcie Vy a Wy moézeme vyjadrit’ pomocou bazovych funkcii z V_;

von(t) = p(t) = L2(p(2t) + (2t — 1))
2
2

MI&

2) (1.54)
Yon(t) =v(t) = @
= Poaa®+Re 1) = gn = (% %) (.55

e priama suma podpriestorov V, a W, je V_1, t. j. bazové funkcie V_; sa daju vyjadrit’
ako linearna kombinacia bazovych funkcii Vy, a W.

26 pilatacné rovnice sa zvyknu nazyvat’ aj relacie zmeny rozlisenia, podla angl. ,two scale relations®.
?"Index mr (z angl. ,multiresolution®) oznaéuje, ze ide o dilataéné koeficienty v AVR.
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Obr. 1.14. Priklady funkcii mierok ¢(¢t) a zodpovedajucich dilataénych koeficientov
hmr(n) pre Daubechieovej (Db) wavelety radu 1, 2, 4, 20. Vidime, ze dizky h,,.(n)
presne zodpovedaju nosicom funkcii mierky.

Wi W, W,
142

2 05 ¢
O V, V,
1/+2

2 0.5 ¢

Obr. 1.15. Haarov wavelet a funkcia mierky v susednych turovniach rozlisenia
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1.5.1 Vyuzitie AVR na vypocet waveletovej transformacie

Definovanie AVR malo za ciel pripravit’ aparat, ktory mozeme pouzit’ pri praktickom
vypocte waveletovych radov a DWT. Nech funkcia s (t) € L?(R). Suradnice jej priemetu
do priestoru V,, su dané vztahom:

em (n) = (s(t), pmn (1)) - (1.56)

Ziskavame diskrétnu mnozinu koeficientov mierky c,,(n), ktoré predstavuju surad-
nice s; vo V,,. Spatnou rekonstrukciou s(t) z koeficientov mierky ziskavame aproxi-
maciu (ap,,) funkcie s(t) vo V,,:

Sy, (t) = Z cm (n) @mn (t) . (1.57)
Analogicky priemetom s(t) do W,,

ziskavame waveletové koeficienty pri danej trovni rozliSenia m, ktoré reprezentuju
detail (de,,) funkcie v priestore W,,:

S (1) =D din (0) Y () (1.59)

n=—oo

Priklad signalu, jeho aproximacii a detailov pri reprezentacii v podpriestoroch AVR je
znazorneny na obr. 1.16.

Pouzitim dilata¢nych rovnic (1.51), (1.52), vlastnosti AVR a naslednou upravou
dostavame vztahy, ktoré popisuju suvis hodnét koeficientov mierky c,,(n) a wavele-
tovych koeficientov d,,(n) na susednych urovniach rozliSenia. Mnozinu koeficientov
cm(n) moéZeme rozloZit' na mnoziny koeficientov v nasledujiicej tirovni rozliSenia pomo-
cou vztahov:

Cma1 (n) = D e (k= 2n) ¢ (k) (1.60)
k

dmt1 () = > gmr (k= 2n) ¢ (k) - (1.61)
k

Pre spatnu rekonstrukciu plati:

em () = hnr (0= 2K) Cg1 (k) + D gor (0 — 2k) dimgr (K) - (1.62)
k k

Vztahmi (1.60), (1.61) mdézeme rozklad vykonat’ aj opakovane a pomocou (1.62)
vSetko spatne zrekonstruovat, ako je znazornené na obr. 1.17. Uvedené vztahy nam
umoznuju urychlit’ vypocet d,,(n) vo waveletovych radoch — namiesto skalarneho
sucinu spojitych (!) funkcii vo vztahu (1.58) mame jednoduchy algoritmus na diskrét-
nych vzorkach. Z tohto dévodu byvaju vztahy (1.60)-(1.62) oznacované aj ako rgchla
waveletova transformacia (RWT).

Pri vypocte waveletovych radov z f (t) € L*(R) rgchlym algoritmom?® (RWT) po-
stupujeme nasledovne:

28 Pomaly algoritmus” vypoétu waveletovych radov predstavuju vztahy (1.23) resp.(1.58).
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Obr. 1.16. Priklad signalu a jeho aproximacii a detailov pri reprezentacii v podpries-
toroch AVR. Pouzity wavelet Db4. (Vypocet vykonany pomocou DWT a 1024 vzoriek
vstupného signalu, t. j. zobrazeny vysledok je diskrétna aproximacia spojitého pri-
padu)

. dy(n) : d,(n) : d,,..(n)

a) \ \
oM cn) -« Cun(M <, (n)
... dy(n) : d,(n) d,..(n)

b) W
ooy )y pCoa() yc (n)

Obr. 1.17. Rozklad (a) a rekonstrukcia (b) koeficientov mierky pri vypoéte WR a DWT
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1. Za¢neme s projekciou s(¢) do V,, pomocou vztahu 1.56. V,, mézeme pritom zvolit’
tak, aby sme boli schopni pomocou koeficientov ¢,,(n) aproximovat’ s(¢) s dosta-
to¢nou presnostou.

2. Pokracujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vztahov (1.60) (1.61), casto
iba po zelanu uroven rozkladu U (rozklad mo6zeme zastavit' kedykolvek a ,zvySok*
signalu nechat reprezentovany v prislusnom aproximacnom priestore)

Spdatnti rekonstrulkciu signalu s(t) (ozna¢me ju 5(t)) z waveletovych radov moézZeme zis-
kat’ scitanim ziskanych detailov signalu a pripadnej zbytkovej aproximacie v priestore
VUI

§<t) = §Wm+1 (t) + ng+2 (t) +.. Sy, (t)gyU (t) , (1.63)
alebo najprv spatnou rekonstrukciou koeficientov ¢,,(n) pomocou vztahu (1.62) a po-
uzitim aproximacie f(t) vo V,,, t. j.:

§(t) = &y, (t). (1.64)

Uvedomme si, ze pri vypocte WR a aj rekonstrukcii z nich pouzivame ta istit AVR (tie
isté podpriestory V,,, a W, s ich bazami). To znamena, Ze podmienky (1.36) a (1.37) st
splnené a plati:

Analyza viactirovriovgm rozliSenim nam pomocou algoritmu rychlej
waveletovej transformdcie umoZzriuje vypocet
ortogonalnych waveletovych radov.

KedZe RWT predstavuje kltucovy vysledok pre pracu s reprezentaciou signalu v AVR,
ako priklad si odvodime vztah (1.60). Vychadzajme z vyjadrenia ¢,,,, v AVR a vztahu
(1.51):

G () =2720 (27t —n) o (t) =V2 i By () © (2t — 1) . (1.65)

n=—oo
Vynasobme obe strany pravej rovnice 2~"/2 a za t dosadme 2~™"t — n:

272 (27 —n) = 272!/ Z T (k) @ (227 — ) — &)
Pmn (t) = thr (m=D/2¢ (27m=Dt — 99 — k) =
= Ek:hmr ) Pm-1.2n1k(t) (1.66)
Dosadme vysledok z (1.66) do (1.56) a upravme:
e () = (1) G (1)) = < ) 5 o ¢m_1,2n+k(t>> _
= Z oy (K » Pm—1 2n+k(t)> = Zk: B (B) ¢m—1 (2n + k) =

= th (k—2n) ¢yt (k) . (1.67)
k

Substitaciou m = m + 1 do (1.67) dostavame vysledok ekvivalentny s 1.60:
Cm+1 ( Z e (B —20) ¢y (K) . (1.68)
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Priklad 1.4 Pre aké signdly je mozna nulova chyba pri rekonstrukcii, ak nechceme
nekonecne dlho pocitat?

Riesenie: Pre také, ktoré vznikli (nadhodou alebo iumyselne) iba z koneéného poctu ba-
zovych funlcil.

1.6 Diskrétna waveletova transformacia a jej vypocet

Pri vypocte ortogonalnej diskrétnej waveletovej transformacie (DWT) z diskrétneho
signalu z(n) € [2(Z), n € Z interpretujeme vstupné hodnoty priamo ako projekéné ko-
eficienty co(n) nejakého spojitého signalu s(t) do Vy. Dalej je postup vypoctu doprednej
DWT identicky s vypoctom ortogonalnych WR, t. j. koeficienty c¢(n) rekurzivne rozkla-
dame pomocou vztahov (1.60) (1.61). Rekonstrukcia (spédtna transformacia) je dana
vztahom (1.62).

Pri SWT sme pracovali s expanznymi_funkciami, pri WR s bazou tvorenou spojitymi
Jfunkciami. Co je vlastne bazou pri DWT? KedZze vstupny signal aj vypocet projekénych
koeficientov je diskrétny v case, aj baza DWT je diskrétna, istym spdésobom vytvorena
z koeficienov pre zmenu rozliSenia.

To, Ze vstupny signal ,interpretujeme” ako koeficienty co(m) de facto znamena, ze
baza signalu pred transformaciou je postupnost’ Kroneckerovych impulzov a vysledny
priestor je diskrétnym ekvivalentom priestoru Vy. Ako signal postupne transformujeme
vztahmi (1.60) (1.61), podoba sa baza ¢oraz viac?® na bazu vytvorenu zo spojitych fun-
kcii ¢ (t) a ¢(t) (pozri obr. 1.20), t. j. predstavuje jej coraz lepsiu diskrétnu aproximaciu.
Uvedenu situaciu mozeme formalizovat' redefinovanim priestoru Vy a tym aj celej AVR
[21, str. 151]:

Vo =1%(2). (1.69)

AVR potom moézeme definovat’ ako postupnost’ uzavretych podpriestorov V,, priestoru
2(2):
VoC ...CVoCV1 C V. (1.70)

Ak mame signal konecnej dizky N, bude sa kazdym rozkladom vztahmi (1.60),
(1.61) velkost' reprezentacie zvacSovat. Ak chceme signal reprezentovat'v baze velkosti
N (t. j. reprezentacia nebude nadbytocna), musime uskutocnit’ Specialne opatrenia pri
manipulacii so signalom na jeho hraniciach, resp. jeho hranice umelo rozsirit.3° Potom
pre vstupny signal dizky N, je max. pocet urovni rozkladu

U < |logy N (1.71)

Ak maximalny pocet tirovni rozkladu dosiahneme, potom hovorime o uplnom roz-
klade. Priklad takéhoto rozkladu pre pre N = 16 je znazorneny na obr. 1.18. Vy-
sledkom je reprezentacia v 4 diferencnych a jednom aproximac¢nom priestore. Aké
vlastnosti bude mat’ toto rozdelenie z hladiska frekven¢ného, je schématicky znazor-
nené3! na obr. 1.19. Vidime, Ze ide o analogické delenie na pasma vo frekvencii, s

akym sme sa doteraz stretli pri WR (obr. 1.2b, obr. 1.10d, obr. 1.12).

29Preco je to tak, je vysvetlené v &asti 2.1.1, venovanej kaskadovym algoritmom.

39Metody st preberané blizsie v casti (4.1). Najbeznejsia je periodifikacia signalu znama aj z DFT.
Vztahy (1.60), (1.61) periodicitu vstupného signalu zreplikuju aj do vystupov, preto pocet koeficientov
potrebnych na rekonstrukciu nenarastie.

31Vseobecné riesenie je pouzit’ DTFT. V pripade, ze sme signal periodicky rozsirili, je adekvatne pouzit’
priamo DFT.
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Vysledna reprezentacia U=log,(N)=4
(spektrum) — ——
c(n) | €= V,[cn) 3
W, d| € W, g € 50 B |
W, |d(n) | €——— W, |d@m Vi
< o)
W, | dn) | € W, [ d(n)
V,
< | %M | IN=16
W, lam) | <€ W, [dim)

Obr. 1.18. Rozklad signalu dlzky N = 16 pri DWT a Struktuira vysledného spektra

FOQANV, W, W, W, W,
| | | | |
\ \ \ \ \ Q
T n T n
16 8 4 2

Obr. 1.19. Schématické znazornenie casti frekvencného spektra zodpovedajuce jednot-
livym podpriestorom pri rozklade signalu f(n) pomocou DWT so 4 iroviiami rozliSenia.
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vyslednabaza  droven4 ~ uroven3  uroven 2 uroven 1 pociatocna baza
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Obr. 1.20. Struktura bazy pri ortogonalnej DWT s Db2. Pred transformaciou je baza
signalu tvorena posunmi jednotkovych impluzov. Pri rozklade signalu do dalsich pod-
priestorov predstavuju bazové vektory coraz lepsiu aproximaciu waveletov. V dosledku
neredundantnosti reprezentacie sa bazové funkcie v poslednych priestoroch V; a W;y
zacCinaju ,zlievat®, t. j. nepredstavuju najlepsiu aproximaciu funkcie mierky resp. wa-
veletov. Mozeme vidiet, Ze bolo pouzité periodické rozsirenie signalov a bazové funkcie
s periodicke.
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1.7 DWT v maticovom tvare

Pre vstupny signal co(n) dlzky Ny mozeme vztahy pre vypocet doprednej ortogonalnej
DWT (1.60), (1.61)

Cm+1 () = Z B (k= 2n) ¢y () dipg1 (n) = ngr (k—2n) e, (k) (1.72)
k k

a spatnej DWT (1.62)

cm (n) = Z R (0 — 2k) ¢py1 (k) + ngr (n — 2k) dpt1 (k) (1.73)
k k

prepisat’ v maticovom tvare nasledovne:

Crmi1 | _ [ Hmpa _ T T Cmt1
( Dm+1 > - ( Gm+1 )Cm Cm — ( Hm+1 G'm-‘,—l ) Dm+1 5 (174)

kde Cy, resp. Dy, su stipcové vektory (matice) :

Con = (cm (0),em (1), ..., em (N — 1T, (1.75)
D, = (dn (0),dm (1), ..., dp (Npy — 1)), (1.76)

velkost’ vektorov je:
Ny = 27N, (1.77)

a matice H,,, G, maju kaskadovy tvar vytvoreny parnymi posunmi dilata¢nych ko-
eficientov (,chyba“ kazdy druhy riadok, aby matice boli Stvorcoveé):

2Nm,
h(0) h(1) h(2) ... h(-1)
. h(:—1) h(:0) h(;l) h(:2) N, (1.78)
AR RED) RO) A
2Nm,
9(0) (1) g(2) 9(=1)
a_| g('—l) g(.o) g(.l) g(.2) SR N,,.  (1.79)
A AN A

KedZe vstupny signal a teda aj matice Hy,, G, maju ohrani¢enu velkost, nemozeme sa
pomocou parametrov n a k (pozri vztahy (1.72) a (1.73)) pohybovat’ ,mimo* signalu. Je
potrebné manipulaciu so signalom na jeho hraniciach upravit’ (t. j. upravit' matice Hy,,
G.,). V tomto pripade sme pre jednoduchost’ zvolili periodické rozsirenie signalu32.
To znamena, ze ak by mal v maticiach H,,, G,, nejaky dilatacny koeficient z boku
matice ,pretrc¢at”, objavi sa na opacnej strane. Ak na zodpovedajucom mieste nejaky
koeficient uz je, tak sa k nemu pricita.

Neskor v tejto casti a v Casti 2.1 uvidime, Ze pri ortogonalnej DWT musia mat’
mnoziny dilata¢nych koeficientov parnu velkost. Aby podmienky ortogonality zostali

32Riesenia pri koneénej dizke vstupného signalu st popisané v éasti 4.1.
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zachované, N,, musi byt parne. T. j. aby bol mozny tuplny rozklad, Ny musi byt moc-
ninou 2. Ak ma vstupny signal na zaciatku, alebo v priebehu vypoctu DWT neparnu
velkost’, stac¢i ho doplnit’ nulou a vo vypocte mozeme pokracovat. Takto by sme vSak
dostali nadbytocnit reprezentaciu.

Transformacéné matice DWT pre m-tt iroven rozkladu(TXn)] a rekonstrukcie (T(sm))
su definovaneé:

m Hm m
TE“):(Gm) T{" = (HL GL ). (1.80)

Ak ma byt transformacia invertovatelna musi platit:
TT = Iy, = TSV TR (1.81)

kde Iy, je jednotkova matica velkosti N,,. Dosadenim vztahu (1.80) do vztahu (1.81)
a tpravou dostaneme:

H,HY H,GE IN,, On.. T T
(Grt Gre )= (o D )= (M elon). 0o

Z lavej strany vyplyva:
HiHy, = GGy, =1 Hin Gy = GmHp = 0. (1.83)

T. j. dilata¢né koeficienty h,,,(n) musia byt ortogonalne k svojim parnym posunom a
aj ku koeficientom #,,,-(n) a ich parnym posunum (pozri riadky 2, 5 v tabulke 2.1). Aby
bola splnena rovnost’ na pravej strane, musia g,,.(n) splnat dodatoénu podmienku

gn)=x(-1)"h(M —n), M — je neparne, (1.84)

pricom dizka h,,,,.(n) musi byt parna. Ide o zakladnt podmienku rekonstrukcie signalu
pri ortogonalnej DWT. Zaroven z nej vyplyva, Ze na popisanie ortogonalnej DWT staci
jedna sada dilata¢nych koeficientov.

Ako st tvorené bazy na jednotlivych trovniach rozliSenia? Bazové vektory su stlpce
rekonstrukénych matic T‘(Sm) . Ked' si uvedomime sposob kaskadovania matic T‘(Sm) pri
viacurovnovej rekonstrukcii, mozeme pisat:

I - jediskrétnou bazou pre koeficienty co(n) — V

HT - je diskrétnou bazou pre koeficienty c;(n) — V;

HTHI - je diskrétnou bazou pre koeficienty c3(n) — Vs
GT - je diskrétnou bazou pre koeficienty d;(n) — W,
HTGI - je diskrétnou bazou pre koeficienty dz(n) — W
HTHTGT - je diskrétnou bazou pre koeficienty da(n) — Ws

Zlucenim tychto baz potom dostavame bazu DWT po m rozkladoch (Tg') v tvare:

Ts, =( I )
Ts, :( T TH’lr T~T Gi )
Tsa = e 2 rrer ahoz 9 ) (1.85)
TSs = ( I'11 H2 H3 I'11 H2 Gr3 I'11 Gz Gl )
TSU = ( Hrlr - H% H;r - H%_IG%} H}‘Gg G"ir )



Kapitola 2
Vlastnosti a zakladné typy waveletov

V predchadzajucich ¢astiach sme postupne presli od spojitej waveletovej transforma-
cie cez waveletové ramce a rady az k diskrétnej waveletovej transformacii. Venovali
sme sa najmi principom a sposobom ich vypoctu. V tejto kapitole sa budeme za-
oberat’ predovSetkym vlastnostami waveletov a suvislostami, ktoré z toho vyplyvaju.
Ukazeme si kratky prehlad zakladnych typov waveletov, waveletovych systémov a nie-
ktoré metody navrhu waveletov. Na obr. 2.1 je znazorneny jednoduchy prehlad! typov
waveletov a zodpovedajucich systémov?.

Najdolezitejsie typy predstavuju ortogonalne a biortogonalne wavelety s kompakt-
nym nosicom, pre ktoré existuje rychly algoritmus vypoctu waveletovych transformacii
(RWT). V dalsich castiach tejto kapitoly sa budeme venovat’ vyhradne tymto typom.

Je zrejmé, ze dilatacné koeficienty pri RWT su tizko spaté s vlastnostami funkecii
mierky a waveletov (neskor uvidime, Ze uplne urcuju aj funkcie samotné). Pre najjed-
noduchsi (ortogonalny) pripad sa tejto problematike budeme venovat’ v nasledujucej
Casti. Zistime, ze dilatac¢né koeficienty moézeme interpretovat’ ako impulzové charak-
teristiky KIO filtrov a zavedieme dolezity koncept K-regularnych filtrov. Ten nasledne
vyuzijeme pri vysvetleni schopnosti waveletov detekovat' nespojitosti v derivaciach sig-
nalu a pri navrhu ortogonalnych waveletov. Na zaver si priblizime biortogonalne wa-
velety a zname B-spline wavelety, ktoré mé6zu tvorit’ ortogonalne, biortogonalne aj
semiortogonalne systémy.

2.1 Vlastnosti funkcie mierky a waveletov

V tejto Casti sa venujeme zhrnutiu a vysvetleniu vlastnosti a vztahov medzi funkciou
mierky, waveletmi a dilataénymi koeficientmi. Kvoli jednoduchosti sa zameriame na
zakladny ortonormalny pripad AVR a z nej vyplyvajucich WR a DWT.

Zvolme si nasledovné oznacenia a pociatocné predpoklady (platné pre tito cast):

e o(t), ¥(t) — funkcia mierky a wavelet splnajtice relacie zmeny rozliSenia v AVR
(1.51), (1.52), wavelet spiflajllci podmienku pripustnosti (1.10) a podmienky or-
tonormality (1.36), (1.37)

e h(n), g(n) — koeficienty pre zmenu rozliSenia h,,(n), gm,(n) (zjednodusené ozna-
Cenie)

o H(Q2), G(Q?) — DTFT koeficientov h(n) a g(n) (ak povazujeme h(n) a g(n) za impul-
zové charakteristiky ¢islicovych filtrov, sa H(Q2), G(2) magnitudové frekvenéné
charakteristiky ich prenosovych funkcii).

Platia nasledovné zakladné vety (dokazy su uvedené v [23]):

'Prehlad nie je kompletny, st tu uvedené iba zakladné typy waveletov
2Pod pojmom waveletovy systém rozumieme konkrétny systém funkcii, pomocou ktorého signal roz-
kladame resp. skladame t. j. wavelety, funkcie mierky, ich posuny a zmeny mierky.
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Pripustné wavelety PribliZne pripustné wavelety
(zarucend rekonstrukcia)

Vlastnosti: + v(t) vyjadrené v uzavretom tvare
+ mozna symetria y(t)
- rekonstrukcia nie je zarucena

Wavelety s nekone¢nou regularitou - () nemaji kompaktny nosié
- funkcia mierky ¢(t) neexistuje
Vlastnosti: + funkcia mierky ¢(t) existuje - analyza nie je ortogonalna
+ analyza je ortogondlna - rychly algoritmus neexistuje
+ symetrické y(), o(t) Pouzitie: analyza spojitych signalov
- y(1) a ¢(t) nemaji kompaktny nosi¢ Priklady: Gaussov a Morletov wavelet,
- rychly algoritmus neexistuje Mexicky klobtk
Pouzitie: SWT az DWT (s NIO filtrami) S ,
Priklady: Meyerove, Sinc wavelety A Semiortogonalne spline wavelety
v :......bez kompakiného nosi¢a

Wavelety s kompaktnym nosicom pre \y(t), ©(t) a rychlym algoritmom vypoctu

N

( Ortogonalne wavelety (Biortogonalny par waveletov
Vlastnosti: = v(1), ¢(t) maju isty pocet Vlastnosti: + (1), ¢(t) aich dualy maji
nulovych momentov isty pocet nulovych momentov
+ KIO filtre pri implementacii WT + KIO filtre pri implementacii WT
- mozné iba asymetrické y(1), (1), + mozné iné vlastnosti analyzy a syntézy
maximalne priblizne symetrické + mozné symetrické y(t), (t)
PouzZitie: SWT az DWT rychlym algoritmom - strata Oﬂogonality ) o
Priklady: Daubechies (Db), Symlety, Coiflety, a vlastnosti postupnej aproximacie
Burt-Adelson, Battle-Lemarie Pouzitie: SWT az DWT rychlym algoritmom
wavelety Priklady: Biortogonalne spline, Cohen-

Daubechies-Feauveau (CDF)
a Deslauriers-Dubuc (DD) wavelety

Obr. 2.1. Zakladné typy waveletov a charakteristiky zodpovedajucich waveletovych
systémov (ich plusy, minusy, ...)

Veta 2.1 Ak plati [ ¢ (t)dt = 1, potom 3" h (n) = /2.

Veta 2.2 Ak celociselné posuny p(n) tvoria ortonormalny systém, t.j. [ ¢ (t)¢ (t — k) dt =
d (k), potom >~ h (n)h (n —2k) =4 (k).

Dosledky:
Sh@En) =Y h@n+1)=v2/2 2.1)

ST h(n)P =1. 2.2)

Veta 2.3 Ak ¢(t) ma kompaktny nosi¢ na intervale (0, N —1) a ¢(t — k) st linearne
nezavislé, potom h(n) ma ,kompaktny nosic“ na 0 < n < N — 1. T. j. dizka postupnosti
h(n) je N (pozriobr. 1.14).

Pomocou uvedenych viet a vSeobecne znamych vztahov (uvedenych napr. v [23], [21])
mozeme zostavit’ tabulku 2.1, ktora nam sumarizuje zakladné vlastnosti a ich ekviva-
lencie. Dalsie dolezité vlastnosti (vi¢Sinou priamo vyplyvajtce z tabulky 2.1) by sme
mohli sformulovat’ takto:
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Vlastnosti Pozn.

Y(t). (1) | h(n), g(n) | H(©), G(®)
[o(t)dt =1 zh(n):\/i H(0) =2 veta 2.1
[0ty (t—k)dt =6 (k) zh() (n—2k)=6(k) | [HOQP+|HOQ+7) =2 veta 2.2
%so(t—k) > o (k) Zh(2n):Zh(2n+1) H(m)=0
S (t)dt =0 Zg(n) G(0) =
Jot =k ({t—-—m)dt=0 g(n)zi(—l)”h(M—n) IG(Q)IZ\H(Q+MW)I

[H(QF +[G(Q)" =2

En:h(n)g(n—%:):o H(Q)G(2r — Q)+

+H(2r — Q)G(Q) =0

Tabulka 2.1. Zakladné vlastnosti ¥(t), ¢(t), h(n), g(n), H(R), G(Q) a ich suvislosti
(v riadkoch su ekvivialentné vlastnosti) pri ortogonalnych waveletovych systémoch. Vo
vztahoch plati, k,n € Z a M je neparne.

e aby mohli byt’ splnené podmienky pre h(n), treba aby dizka h(n) (oznacéme ju N)
bola parna

¢ k danému waveletu existuje jedina funkcia mierky (a naopak)
e h(n) a g(n) sa navzajom jednoznacne urcéuju

e ak h(n) splna uvedené podmienky, su zarucené iba zakladné vlastnosti v, ¢ (in-
tegrovatelnost, ortonormalita, . . .), priCom v, » m6zu mat’extrémne neregularny,
pripadne fraktalovy charakter

e regularita waveletu a k nemu naleziacej funkcie mierky je rovnaka (wavelet je
konec¢na linearna kombinacia ¢(2t — n), pozri vztah (1.52))

e pri navrhu h(n) s dlzkou N, ostava po splneni nutnych N/2 + 1 podmienok este
N/2 — 1 stupnov volnosti. Tieto mozeme vyuzit’ tak, aby ¢, ¢ resp. h(n), g(n),
mali pozadované vlastnosti, ako napr. ista regularitu, aproximacné vlastnosti
atd. Nutnych N/2 + 1 podmienok je:

- 1. podmienka: " h (n) = v/2 kvoli existencii ¢

- N/2 podmienok kvoli ortonormalite ¢:

> h(n)h(n —2k) =6 (k) k=0,1,...,N/2—1. (2.3)

V pripade Haarovho waveletu sa daju viaceré vlastnosti z tabulky 2.1 pre (t),
©(t) jednoducho overit, napr. pomocou obr. 1.15. Pri vlastnostiach pre h(n), g(n) moze
pomoct’ maticovy zapis DWT (pozri ¢ast’ 1.7). Vlastnosti H(f2), G(f2) su na priklade
Haarovho waveletu zobrazené na obr. 2.2a. Na obr. 2.2b vidime, ako sa odrazi rad
waveletu resp. rast dizky postupnosti dilata¢nych koeficientov vo frekvencnej oblasti.
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0

/2 m b) 1'c/2 7 T

q)
Obr. 2.2. DTFT dilata¢nych koeficientov a ich vlastnosti: a) celkova situacia pri Dbl
(Haarov) wavelete b) vplyv radu waveletu na frekvencéné vlastnosti koeficientov mierky
pri systéme Daubechieovej waveletov

2.1.1 Kaskadové algoritmy, vypocet funkénych hodnét ¢ a ¢ v casovej a
frekvencénej oblasti

Ako vypocitat’ ¢ a 1, ak pozname koeficienty pre zmenu mierky?3 Vychadzajme z
dilata¢nych rovnic (1.51) (1.52). Tieto rovnice mozeme riesit’ iteracne, pricom ak po-
stupnost’ bude konvergovat® k pevnému bodu, potom je pevny bod hladanym rieSenim.
Iteracie su definované [23]:

(p(k:—i-l) (t) = V2 i Py (1) ‘P(k) (2t —n). (2.4)

n=—oo

Uvedeny iteracny postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus (v ¢ase). Priklad po-
uzitia principu tohoto algoritmu na generovanie funkcie mierky je znazorneny na
obr. 2.3.% Ked mame vypocitané ¢, moézeme na zaklade (1.52) vypoécitat’ aj .

Hladajme teraz rieSenie dilataénych rovnic vo frekvencnej oblasti. Aplikovanim
Fourierovej transformacie na (2.4) dostaneme:

1
¢+ () = EJLL,W(w/z) ") (w/2). (2.5)
Pouzili sme pri tom normovanie® () = w a vlastnost’ Fourierovej transformaécie:
1
(2t —n) «— 56_3“’"/2@@)/2) . (2.6)

Rovnicou (2.5) je opisany kaskadovy algoritmus vo frekvencii. Ak rovnicu vyjadrime
ako nekonec¢ny sucin a hladame jeho limitu pre k¥ — oo, dostavame:

B(w) = lim oM (w) = lﬁ [%Hm (w/z’f)H °(0) . 2.7)

n—o00
k=1

%Na zaklade tabulky 2.1 vieme, Ze staéi h(n), resp. g(n).

“Postup nemusi konvergovat’ vzdy.

SPouzité je najjednoduchsie rieSenie rekurzivnej konvolucie a nadvzorkovania. Sofistikovanejsia dis-
krétna aproximacia je uvedena napr. v [23].

80 = w znamena, ze koeficienty h(n), g(n) st diskrétnymi vzorkami pri f,. = 1Hz.
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Pouzitim (1.52) a (2.6) moézeme vyjadrit’ ¥(w) ako:

U (w) = \}EGmr(u}ﬂ) L}i [%Hm (w /zk)” 5(0) . 2.8)

Vysledok v oboch pripadoch (2.7), (2.8) nezavisi od tvaru cp(o) (t), ale iba od dila-
ta¢énych koeficientov a od hodnoty ®(>)(0) = [ »®) (t)dt = Ay > 0, ktora je invariantna
vzhladom na iteracie. Z uvedenych vztahov vyplyva:

e aby sme nedospeli k sporu vo vztahu (2.7) pri 2 = 0, t. j. aby limita mohla
existovat, musi platit’ H(Q)|q_, = V2

e aby wavelet bol pripustny, t. j. ¥(w)|u,=0 = 0, pozri vztah (1.10), musi platit’
G(Q)la= = 0.

Aby vztahy (2.7), (2.8) konvergovali a aby sme mali zaruc¢enu aspon minimalnu re-
gularitu (pozri vztah (1.19)) je nutné, aby H(£2) malo nulovy bod v Q = 7. V opa¢nom
pripade by sme mali nenulové hodnoty ¢(w) I'ubovolne vysoko vo frekvencii. Cim vac-
sieho radu’ ma H(Q) nulu v Q = 7, tym rychlejsie klesa ¥ (w) a tym vacsiu regularitu
mozeme dosiahnut’ (je to nutna, nie postacujuica podmienka).

Priklad pouzitia kaskadového algoritmu vo frekvencii na generovanie funkcie mierky
je znazorneny na obr. 2.4. Vidime, ako postupnym nasobenim H,,, (w / 2’“) tlmime vy-
sledné ¥ (w).

2.1.2 Interpretacia dilataénych koeficientov

V predchadzajucej ¢asti sme videli, ze postupnosti h,-(n) a gm-(n) predstavuju kla-
covy prvok pri generovani waveletov a funkcii mierky, ze urcuju ich vlastnosti a hlavne,
pomocou nich sa vykonava vypocet waveletovych radov a DWT rychlym algoritmom.
Ich vlastnosti sa principialne zhoduju s vlastnostami tzv. impulzovych charakteris-
tik cislicovych filtrov z oblasti ¢islicového spracovania signalov (CSS). Je vhodné ich
aj takto interpretovat. Postupnostiam h(n) s kompaktnym nosi¢om (pozri vetu 3 na
str.36) zodpovedaju KIO filtre (KIO = kone¢na impulzova odpoved). Z vlastnosti h,,,(n)
a gmr(n) a ich DTFT, ktoré su uvedené v tabulke 2.1 vyplyva, ze postupnostiam - (n)
zodpovedaju DP (dolnopriepustné) a g,,.(n) HP (hornopriepustné) KIO filtre. Aby sme
viac priblizili vztah medzi vlastnostami waveletov a KIO filtrov, zavedieme si v dalSej
casti dolezity koncept K-regularnych filtrov.

2.1.3 Momentové vlastnosti a K-regularne filtre

Spojité k-te momenty ¢, ¢ s definované:

m,, (k) = / T o ()t my (k) = / 7tk () dt 2.9)

—00 —

Diskrétne k-te momenty h(n), g(n) sa definované:

pn (k) =D n"h(n) pg (k) =1 nfg(n). (2.10)

“Napriklad: H(Q) v tvare H(Q) = (2 — 7)* ma v Q = = nulu K-teho radu.
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Obr. 2.3. Generovanie funkcie mierky ¢pa(t) kaskadovym algoritmom v ¢ase. Vypo-
cet zobrazeny po 1, 2, 4 a 12-ich iteraciach diskrétneho ekvivalentu vztahu (2.4).
Pociatocnym signalom bola ,Box" funkcia definovana vztahom (2.23). Vpravo dole je
zo zvacSeniny zrejmy fraktalovy charakter (¢). Porovnajte s tvarmi bazovych funkcii
priestorov V,,, na obr. 1.20
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Obr. 2.4. Generovanie funkcie mierky k ¢ Db2 waveletu kaskadovym algoritmom vo
frekvencii. Pre ®',,(w), kde n = 1, 2, 4 predstavujuce aproximacie vztahu (2.7) je zobra-
zena iba prva perioda. Vysledna funkcia mierky je vypocitana z ®%,,,(w) vzorkovanim
periody na 2048 vzoriek a naslednou IDFT.
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Z diskrétnych momentov 1y, (1, mozeme vypocitat’ spojité momenty pomocou:

my (k) = MZ<I;>Mh(1)m@(k—Z) (2.11)
=1
k
my (k) = 219{/5120<I;>ug(l)m@(k:—l). 2.12)

Na zaciatku vypoctu si treba uvedomit’, ze m,, (0) = 1.

Pocet nulovych momentov m,, (k) dava informaciu o plochosti H(2) a hladkosti 9,
ktoré rasta priamo timerne. Okrem toho, ¢im viac waveletovych momentov je nulo-
vych, tym lepsSiu aproximaciu ziskame pri projekcii signalu f (t) € L2(R) do V.

Co najvicsi pocet nulovych momentov my, (k) je dolezity vtedy, ak pri pociatocnej
aproximacii signalu f (t) € L?*(R) vo V,, pouzijeme priamo vzorky f(t). Takisto sa
zlepsuje aj symetria .

Dolezity koncept, ktory spaja momentové vlastnosti, diferencovatelnost’, regularitu
a vlastnosti dilata¢nych koeficientov, je koncept tzv. K-regularnych filtrov. KIO filter s
impulzovou odpovedou h(n), ktora splna podmienky v tabulke 2.1 a generuje funkciu
mierky ¢(t) sa nazyva K-regularny vtedy, ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1. H(2) ma K-nasobnu nuluvw =

2. prvych K diskrétnych aj spojitych waveletovych momentov sa rovna nule, t. j.:
my (k) =0, puy (k) =0pre k =0,1,...,(K —1)

3. polynomické postupnosti stupnia < (K — 1) moézu byt’ vyjadrené linearnou kom-
binaciou posunov h(n)

4. polynémy stupna < (K — 1) moézu byt vyjadrené linearnou kombinaciou posunov
@.

Ak je h(n) K-regularny, potom Z-transformaciu h(n): H (z) = >, h(n)z~" mozeme
napisat’v tvare:

_ K
H(z) = (H; 1) L(2), (2.13)

pricom L(z) nema ziadne poly v z = ¢ . Ak N je dizka filtra h(n), potom polynom
H(z) ma stupen N —1 a L(z) stupen N —1— K. Aby L(z) zabezpecilo splnenie nutnych
N/2 podmienok pre ortogonalitu, musi mat’ aspon stupen N/2 — 1. Potom K < N/2.
Zaroven z podmienky existencie ¢ automaticky plati, Ze h(n) je aspon K = 1 regularne.

Takze plati:
1<K <N/2. (2.14)

2.1.4 Wavelety ako diferencialne operatory

Wavelety mozu sluzit’ aj ako viacurovnovy derivator (diferencialny operator) [33], [31].
Nech h(n) je K-regularny filter, generujuci ¢(t) a ¥(t). Potom waveletové koeficienty
zodpovedaju K -tej derivacii vyhladenej verzie analyzovaného signalu [33]:

(f(x), ¢z —u)) = 0" {y* fH(u), (2.15)
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Obr. 2.5. Schopnost’ waveletov odhalovat nespojitost’ signalu a jeho derivacii. Povodny
signal je kubicky. Wavelet Dbl — waveletové koeficienty zodpovedaju prvej deriva-
cii signalu (s opacnym znamienkom) a je schopny detekovat’ iba nespojitosti signalu.
Opakovanie postupu zodpoveda opakovaniu derivovania signalu. Db2 — waveletové
koeficienty zodpovedaju 2. derivacii signalu a detekujui nespojitost’ signalu aj v pr-
vej derivacii. Db3 — . ... Impulzy v sivo oznacenych oblastiach reprezentujuce body
nespojitosti maju velkost radovo 10? — 10° vaésiu ako je zobrazena oblast. Prazdny
oval oznacuje zlyhanie Db1 pri zistovani nespojitosti (dovodom je chybajtice prekrytie
waveletov Dbl pri DWT). Pozn.: Operacia diferencovania je prepisana do diskrétneho
tvaru pouzitim operatora 07, (co). Operacia ziskania koeficientov mierky pri rozklade
z koeficientov 0}, ;- (co) je prepisana ako operator cdp, . (o).
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Obr. 2.6. Waveletové koeficienty signalu cyp(n) na prvej trovni rozkladu a ich detail
(dey), pri pouziti Db1 waveletu. Rozliatie detailu je dosledkom nedostatocnej regularity
Dbl. (t. j. na obr. 2.5 by nemali rozliaty detail iba koeficienty 0pp4(co) ~ 97, (co))

kde vyhladzujuci operator v je definovany vo frekvencii ako:
Nw) = ¥ (w)/(jw)X. (2.16)

Operator v ma dolnopriepustny charakter, ¢im znizuje rusivé vplyvy z inych trovni
rozliSenia signalu. Vztah (2.15) nam teda vypoveda o schopnostiach lokalizovat’ ne-
spojitosti signalov a ich derivacii.

Priklad analyzy nespojitosti signalu je na obr. 2.5. Postupnym rozkladom kubic-
kého signalu pomocou Dbl (ma 1 nulovy moment) waveletu ziskavame waveletovée
koeficienty tvarovo zodpovedajice negativnej prvej derivacii predchadzajuceho sig-
nalu. Pouzitim Db2 (2 nulové momenty) dostavame koeficienty zodpovedajuce druhej
derivacii, . ... Vidime, ze pouzitim DbK waveletu mozeme zaroven spolahlivo deteko-
vat’ nespojitosti v prvych K — 1 derivaciach. Opakovanym rozkladom waveletovych (!)
koeficientov analyzujeme dalsich K — 1 derivacii signalu. Je dolezité uvedomit’ si, ze
nenulovy priebeh z waveletovych koeficientov (pozri obr. 2.6) zodpoveda ,rozliatemu*
detailu signalu na danej trovni rozliSenia. To mozeme interpretovat’ ako nedosta-
toénu regularitu waveletu s nasledkom masivneho ukladania informacie v detailoch
signalu. Vidime, Ze pre kubické signaly je dostatocne regularny az Db4 wavelet, ktory
mal nenulové iba 3 (!) waveletové koeficienty, ktorymi vSak zaroven zdetekoval vSetky
nespojitosti signalu aj jeho troch derivacii.

2.2 Biortogonalne wavelety a rozklad signalu

V predchadzajucich castiach sme sa venovali waveletovym radom, AVR, DWT a ich
vlastnostiam v pripade, Ze boli ortogonalne. Dosledkom toho bolo, Ze wavelety a fun-
kcie mierky pouzité pri rozklade a syntéze signalu boli rovnaké. Ak upustime od orto-
gonality, tak sa funkcie pomocou ktorych signal rozkladame a skladame moézu vyrazne
lisit.

V pripade SWT bola moznost’ pouzit' na rozklad a rekonstrukciu 2 lubovolné wave-
lety splnajuce (1.13). Pri waveletovych ramcoch stacilo na rekonstrukciu pouzit’ dudalny
ramec, resp. lubovolny ramec splnajuci (1.25). Pri waveletovych radoch moézeme na-
miesto ortogonalneho riesenia pouzit rieSenie biortogonalne (pozri ¢ast’ 1.4.2) s dvomi
zakladnymi waveletmi () a ¢(¢). Pri pomalom vypoéte biortogonalnych WR rozkla-
dame signal pomocou @Emn a skladame pomocou 1, , (pozri vztahy (1.23) a (1.22)).
T. j. mame zakladny wavelet «(t) a jeho dudal (t) ku ktorym existuju funkcie mierky
o(t) a ¢(t) take, ze:
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e mnoziny {@mn(t)} a {Gmn(t)} tvoria bazy pre podpriestory V,, resp. V,,
e mnoziny {{, »(t)} a {'&m,n(t)} tvoria bazy pre podpriestory W, resp. Wi,.
V L?(R) potom existuju dve AVR s hierarchiami:
Vo CVICWCV1CV oo (2.17)

.f}QC]}lC]}oCl}_le}_g..., (2.18)

pricom plati ze W,, 11 je sice doplnkom k V,,; v priestore V,, , ale nie je to ortogo-
nalny doplnok. W,,1 je namiesto toho ortogonalny doplnok k V,,,; v priestore V,, 1.
Analogicky W, je ortogonalny doplnok k V,,,;; v priestore V,,. Vzajomné vztahy me-
dzi podpriestormi sa daju geometricky znazornit analogicky® k obr. 6.2b a obr. 6.3.
Relacie zmeny mierky mozeme vyjadrit’ vztahmi:

=vV2 Y hp (n)@2t—n) @) =vV2 D e (n) (2t —n) (2.19)
V2 Z Gmr () @(n—=2t) () =V2 DY gmr(n)p(n—21). (2.20)
Vztahy pre ry'chlu implementaciu WR a DWT (porovnaj s (1.60)-(1. 62)) s v tvare:
Cm-l—l Z hm’r k 2”) Cm (k) m+1 ngr - Cm (k) (221)
Z P (1= 2k) €1 (K) + > gmr (0 — 2k) diny1 () - (2.22)

k

Klu¢om k pochopeniu uvedenych formalnych zapisov je fakt, ze ak chceme signal
vyjadrit’ v priestoroch V;,, W,,, musime robit’ ortogonalne projekcie do prislusnych
Vin» Wi, pozri ¢ast’ 6.4.5. Poéiatoénu aproximaciu signalu v priestore V,, ziskame
tak, ze spravime ortogonalnu projekciu do V,, a ziskanymi stiradnicami vahujeme nie
bazové funkcie priestoru V,,, ale V,,. Dalej rozkladame signal v hierarchii priestorov V,,
pomocou vztahov (2.21), t. j. pouzivame na to dilata¢né koeficienty Z,, a gm, z relacii
zmeny mierky pre dualny wavelet (¢) a funkciu $(t) mierky. Ak véak chceme zistit’ ako
vyzera nejaka aproximacia alebo detail na tirovni rozliSenia m, musime prisluSnymi
koeficientmi c¢,,(n) resp. d,,(n) vahovat’ funkcie ¢, ,(t) resp. ¥y, ,(t). Signal spatne
rekonstruujeme vztahom (2.22), kde pouzivame dilatacné koeficienty h,,, a g

Pri biortogonalnej DWT je situacia este jednoduchsia. KedZe pociato¢na baza je po-
stupnost’Kroneckerovych impulzov, ktorej dualna baza je s nou totozna, su totozneé aj
diskrétne ekvivalenty prlestorov W a VO Dalsim rozkladom vztahmi (2.21) iba postu-
pujeme v hierarchiach V,, a V,,. Funkcie, pomocou ktorych by sme sa ku spektralnym
koeficientom dostali priamo (skalarnym stué¢inom), sa podobajii ¢oraz viac na i a o(t)
a nase bazové funkcie sa podobajui ¢oraz viac na ¢ a ¢(t).

Ako mo6zu vyzerat' biortogonalne wavelety a ich funkcie mierky je zobrazené na
obr. 2.8. Na ich jednoznacné generovanie kaskadovymi algoritmami stacia ich ko-
eficienty mierky. Ich DTFT a dolezité vlastnosti z toho vyplyvajuce st zobrazené na
obr. 2.7.

Problém 2.1 Ak su diskrétne ekvivalenty priestorov Vy a Vo totozné, sti totozné aj dis-
krétne ekvivalenty priestorov V,, a V;,? T. j. Vi a Vy, majtlt iné bazové funkcie, ale st z
nich schopné vytvorit’ til istit sadu _funkcii (majt ten isty linearny obal)?

8V 2D pripade jeden bazovy vektor bude oznaéovat’ aproximaény podpriestor s hor§ou aproximaciou
a druhy bazovy vektor bude diferenc¢ny podpriestor. Ich priamym stcétom je rovina, t. j. aproximacény
priestor s lepSou aproximaciou N-rozmernych vektorov.
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Obr. 2.7. DTFT dilatacnych koeficientov a ich vlastnosti pri biortogonalnom systéme

s FBI 9/7 waveletom (totozny s ,bior4.4“ systémom z obr. 2.8). Pre porovnanie s
ortogonalnym systémom pozri obr. 2.2

| Dilatacné koeficienty hy,,(n) | Nazov zodpovedajucej funkcie |

hs,(n) = (1,1) @ B-spline 0. radu (konstantny)
hs,(n) = (1,2,1) % B-spline 1. radu (linearny)

hs,(n) =(1,3,3,1) % B-spline 2. radu (kvadraticky)
hsy(n) = (1,4,6,4,1) Y2 B-spline 3. radu (kubicky)

Tabulka 2.2. Dilata¢né koeficienty h,,.(n) pre vypocet Spline funkcii mierky kaskado-
vymi algoritmami

2.3 B-Spline wavelety

Spline funkcie st po ¢astiach polynomické funkcie daného stupna s plynulym pre-
chodom medzi jednotlivymi ¢astami. B-Spline funkcie ¢g,, (t) stupna M st tvorené
M-nasobnou konvoluciou ,,Box“_funkcie:

1 te€(0,1)
BO={ 4 e (2.23)

B-spline funkcie su funkciami mierky pre B-spline wavelety [23]. Maju kompaktny
nosié¢ na intervale (0, M + 1) a M — 1 spojitych derivacii. Plati: ¢g, (t) = B (t) = @Haar (t),
takze ¢g, (t) moZeme generovat’ kaskadovymi algoritmami pomocou Haarovych koefi-
cientov mierky / (n) = (1,1). Ak chceme generovat’ B-spline funkcie vyssieho radu, bud’
vykoname M nasobnu konvoluciu ,,Box” funkcie, alebo pouzijeme kaskadové algoritmy
s koeficientmi h,,,(n) = hg,, (n). Tieto koeficienty vytvaraju tzv. Pascalov trojuholnik
— vznikli M-nasobnou konvoluciou postupnosti i(n) = (1,1) a normovanim tak, aby
ich stiéet bol rovny /2 (pozri tabulku 2.2).

M-nasobnej konvolucii h(n) zodpoveda v z-rovine nasobenie, t.j:

M+1
Hg,, (2) =2 (1 "; Z) . (2.24)

Takze B-spline funkcie maja K = M + 1 nasobnu nulu v z = —1. Dlzka hg,,(n) je M +2.
Dalej plati:
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Obr. 2.8. Priklady biortogonalnych dvojic waveletov (1,1, ich funkcii mierky (¢, ¢) a
zodpovedajucich koeficientov mierky (7, (n), hmr(n)). Cisla v nazvoch znamenaju pocet
nulovych momentov waveletu a jeho dualu v danom biortogonalnom systéme. VSim-
nite si typicky rozdielny charakter funkcii pouzitych na rozklad (¢, ) a rekonstrukciu
(¢, ¢). Taktiez vidime zmenu charakteru waveletov a funkcii mierky (po ¢astiach kon-
Stantné, linearne, kvadraticke, . ..) s rastom poctu waveletovych nulovych momentov
a zodpovedajuci rast dizky postupnosti koeficientov mierky.
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Obr. 2.9. B-Spline funkcie mierky stupna O — 3 (t. j. konStantné, linearne, kvadratickeé,
kubické)

i fSOSM (t)dt =1 %: hSM (n) = \/i

e funkcie pg,, (t) formuju bazy V,,, lebo splnaju dilataéna rovnicu (1.51). T. j.
vs,, (t) mdozeme povazovat' za funkcie mierky (pozri obr. 2.9) a hg,,(n) za koefi-
cienty mierky

e B-Spline funkcie maju symetrické h(n) a symetrické bazové funkcie, preto ne-
mozu (okrem trivialneho pripadu) tvorit’ ortogonalne systémy, t. j.

<905M (t) y PSnr (t + k)> =a (k) a (k) #0 (k) ) (2.25)
takze pomocou B-spline funkcii m6Zeme tvorit’ iba semiortogonalne resp biorto-

gonalne waveletové systémy.

2.3.1 Ortogonalne spline wavelety (Battle-Lemarie wavelety)

Z predchadzajucej casti vyplyva, ze ak chceme ziskat ortogonalny systém, nemozeme
pouzit’ B-spline funkcie ako funkcie mierky priamo. Musime ich najprv ortogonalizo-
vat. Pouziva sa ortogonalizacia vo frekvencénej oblasti [21]. Po ortogonalizacii ¢g,, (t)
stratia symetriu a budu zcasti aj zaporné.

2.3.2 Semiortogonalne spline wavelety
Semiortogonalne wavelety {¢s,, m» (t)} tvoria neortogonalne bazy W,,, pre ktoré plati:
VindWn Vin = Vint1 © Wingr - (2.26)
V AVR existuje len jedna hierarchia aproximacnych podpriestorov:
{0} ...CWVCWViCVyCV 1 CVy... [*(R). (2.27)
Oproti biortogonalnemu pripadu to znamena, ze:
Vin =Vm Wi =Wn. (2.28)

Pri B-spline radu M vypocitame koeficienty g,,.(n) z koeficientov h,,,(n) nasledovne:

Gmr (M) =+ (=1D)"hppy (M +1—=n)ayy (M +1—n), (2.29)
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kde
am (k) = <(PSM (t) » PSnr (t + k)> ) (2.30)

pre ktoré plati
anr (k) = 2 2 hg ar 10y (K) - (2.31)

AK gpr(n) @ hpe(n) maju koneénu dizku, potom dilatacné koeficienty dualov maju
dizku nekoneénui (a naopak).

2.3.3 Biortogonalne spline wavelety

Mnoziny {¢s,,mn (t)} tvoria neortogonalne bazy V,, a {¢s,, m.» (t)} neortogonalne bazy
Wy, tak, aby vysledna Struktuara podpriestorov bola biortogonalna, s vlastnostami
podla casti 2.2. Biortogonalne spline wavelety st1 zname aj pod nazvom CDF (Cohen-
Daubechies-Feauveau) wavelety [23]. Konkrétny sposob ich navrhu je uvedeny v casti
3.5. Vyznacuju sa tym, Ze menovatele ich dilataénych koeficientov st mocninou ¢isla
2, pozri vztah (3.58).

2.4 Druhy a navrh ortogonalnych waveletov

V doterajSom texte sme sa stretli s viacerymi druhmi ortogonalnych waveletov s kom-
paktnym nosic¢om. V tejto ¢asti prehlad mierne doplnime a uvedieme aj niektoré naj-
jednoduchsie metody ich navrhu. NajznamejsSie ortogonalne wavelety su:

e Haarov wavelet — trivialny pripad waveletu s minimalnym nosicom. Nespojity
v Case, symetricky, s nulovou regularitou, pravy opak Sinc waveletu (pozri ta-
bulku 1.1 a obr. 1.8), historicky najstarsi wavelet

e Daubechieovej (Db) wavelety — ortogonalne wavelety, ktoré maju maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dizke filtra [18], oznacuju sa ako maximalne
hladké

e Battle-Lemarie wavelety — ortogonalizované Spline wavelety

e Coiflety — ortogonalne wavelety [23], ktorych navrh je zalozeny na momentovych
vlastnostiach ¢, . Snazime sa nulovat' momenty waveletu a rovnako aj funkcie
mierky. Pre Coiflet L-teho radu plati

e Symlety — ortogonalne wavelety, ktor’é maju minimalnu asymetriu a maximalny
pocet nulovych momentov pri danej dlzke filtra [18]:
my (k) =0 my(k)=0 k=1,2,...,L—1. (2.32)
Medzi najznamejsie metody navrhu a konstrukcie waveletov patria:
e Ortogonalizacia (napr. Battle-Lemarie wavelety)
e Parametrizacia koeficientov mierky

e Spektralna faktorizacia® — navrh waveletov s K nulovymi waveletovymi mo-

mentmi (napr. Daubechieovej wavelety)

9Spektralnou faktorizaciou st navrhované aj biortogonalne wavelety.
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e navrh waveletov liftingovou schémou, pozri kapitolu 5.

Navrh pomocou spektralnej faktorizacie a parametrizacie koeficientov mierky si
ukazeme v nasledujucich ¢astiach.

2.4.1 Parametrizacia koeficientov mierky

Jednoduchym vyuzitim stupniov volnosti v (2.3) moézeme navrhovat’ zakladné orto-
normalne wavelety. Splnime nutné podmienky na ortonormalitu a zvySok mozeme
parametrizovat’ [23]:

e Systém 0. radu — dizka h(n) je 2. Nema ziadne stupne volnosti. Podmienky su:
h(0)+h(1)=v2 h(0)+h(1)*=1. (2.33)
RieSenim je:
h(n) = {v2/2, V2/2} . (2.34)

’

e 1.radu— dizka h(n) je 4. Ma jeden stupen volnosti, ktory moézeme parametrizovat
parametrom «. Podmienky su:

h(0)+h(1)+h(2)+h(3) = V2

R0 +h1)*+h2)*+h(3)? = 1 (2.35)
h(0)h(2)+h(1)h(3) = 0.

RieSenim je:
h(0) = (1 - cos (a) +sin(a)) /(2v2) k(1) = (1+cos(a) +sin() /(2v2) (2.36)
h(3) = (1+cos(a) —sin(a)) /(2v2) h(2) = (1~ cos(a) —sin(a)) /(2v2) . (2.37)

Pozn:

Ak o = 0, 7/2, 7, 37/2 dostavame koeficienty mierky pre Haarov wavelet. Ak
a = w/3 — dostavame koeficienty mierky pre Daubechieovej wavelet s 2 nulovymi
momentmi (Db2).

e radu R — dlzka h(n) je 2R + 2, ma R stupniov volnosti.

Parametrizaciou ziskané rieSenia maju zarucenu iba minimalnu regularitu. Vhod-
nou volbou parametrov véak mozeme dosiahnut’ zlepSenie vlastnosti, pripadne ekviva-
lenciu (pri danej dizke h(n)) s lubovolnym inym ortogonalnym waveletovym systémom.

2.4.2 Navrh waveletov s K nulovymi momentmi

Metody navrhu waveletov s K nulovymi momentmi vyuzivaju koncept K-regularnych
filtrov. V tejto casti uvadzame metodu (Daubechieova 1992) [18] na vypocet koeficien-
tov mierky, ktoré generuju ortogonalne waveletové systémy s K nulovymi momentmi
waveletov.
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Veta 2.4 Nech H (), DTFT postupnosti h(n) s dizkou N ma K nul v Q = 7 aje v tvare:

H(Q) =2 (1 +2€M>K L©). (2.38)
Potom H(Q) spliia podmienku |H (Q)|* + |H (Q + 7)|* = 2 vtedy a len vtedy, ak
L@ = Q (sin? (2/2)) , (2.39)
kde .
Q(y)Z;O(K_;JFk)y’“+yKR(1/2—y) (2.40)

a R(y) je antisymetricky polyném taky, ze Q) (y) > 0 prey € (0,1).
Dékaz: Pozri napr. [23].

Podla tvrdenia 1 na str.41, je h(n) impulzovou charakteristikou K-regularneho
filtra!l®. Ak R(y) = 0, potom dostavame wavelety s maximalnym poc¢tom nulovych
momentov K = N/2, tzv. Daubechieovej wavelety nazyvané aj ,maximalne hladké*
ortogonalne wavelety. Ak N > 2K, potom R(y) nam vyjadruje stupne volnosti, ktoré
mozeme pouzit' na modifikaciu vlastnosti waveletov.

Ako pouzit'vetu 2.4 na navrh waveletov? Nase poziadavky sformulujeme pomocou
vhodného R(y) a K. Nasledne vypo¢itame Q(y) a spravime substituciu y = sin? (£2/2).
Pri tej je vhodnejsie pouzit’ priamo ekvivalent v z-rovine (pri z = ¢/):

1

sin? (Q/2) = % (1= cos (Q) = 3 (1 - % (em + e“)) = —iz + % - iz’l : (2.41)

Tym sa dostavame k tazisku metédy a to je, ako najst’ L(z) pri danom Q(z), ak plati:
L) = Q2). (2.42)

RieSenie vztahu (2.42) nie je jednoznacné. L(z) ziskame tzv. spektralnou faktorizaciou
Q(z) [22], [21], ktoru si vysvetlime v nasledujucej ¢asti. Vysledné H(z) dostaneme
potom pomocou vztahu (2.38). Konec¢né vyjadrenie h(n) je trivialne.

Autokorelacia a spektralna faktorizacia.

Autokorelaciou postupnosti h(n) budeme nazyvat’ postupnost’ [21]:

p(n) = (h(k),h(k—n)). (2.43)
Pouzitim DTFT dostavame:
P(Q) = ni)o p(n)e ™ = ni)o k_ioo h (k) h* (k —n)e 8 =
= fj h(k) ( fj h* (k —n) em(k")> e = H* (Q) i h(k)e W =
= l;f*_gl) H (Q;ZIO;I (@F . o (2.44)

19Aby sme dostali jeho prenosovii funkciu v obvyklom, kauzalnom tvare (2.13), staéi ju vynasobit’
faktorom 2K,
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zj=1/zj* 1

z=1/z, 3

Obr. 2.10. Priklady nul v z-rovine a poloha ich konjugacii a inverzii

T. j. P(Q) je realna nezaporna funkcia. Vyjadrenim v z-rovine dostaneme:
P(z) = H, (:7") H(2) (2.45)

kde dolny index * znamena konjugaciu koeficientov, nie celej funkcie. Zo vztahu (2.45)
vidime, Ze ak zj; je nula P(z), potom nula je aj 1/z;, t. j. nuly sa vyskytuju iba v dvoj-
iciach:

{zk,1/2;} . (2.46)

Naviac, ak h(n) je realne a H(z) ma nulu v z;, potom nuly sa aj v 2}, 1/z,, 1/z}. Pre
zobrazenie uvedenych zavislosti v z-rovine pozri obr. 2.10.

Predpokladajme, Zze pre dané P(z) hladame vyhovujtce H(z). Také H(z) nazyvame
spektralny faktor P(z) a metédu jeho ziskania spektralnou faktorizaciou [21],
[22]. Spektralne faktory nie su jednoznacne urcené a ziskame ich priradenim vzdy iba
jednej nuly z dvojic nul (2.46) do H(z). PrepiSme P (z) do tvaru [21]:

Nq Ny
P(2) =« H ((1 — zkaz_l) (1- zzaz)) H ((1 — zkbz_l) (1 - z};bz» , (2.47)
k=1 k=1
kde N, je pocet parov nul na jednotkovej kruznici (plati |z,,| = 1) a N, je pocet pa-

rov nul mimo jednotkovej kruznice (pouzivame |z, | < 1). Do H(z) priradime po jednej
nule z kazdého z uvedenych parov. Mozné vysledné H(z) maju rovnaku magnitadova
charakteristiku, liSia sa iba vo fazovej charakteristike. Dolezité je rieSenie s minimal-
nou fazou [7], kde pri vytvarani H(z) pouzZijeme iba nuly v a na jednotkovej kruznici.
Potom:

Ng Ny
H(2) = Va H (1 - zakz_l) H (1 - Zbk2_1> . (2.48)
k=1

Aby koeficienty h(n) boli redlne, musia sa vybrané nuly vyskytovat’ v komplexne

zdruzenych paroch. Tato podmienka je pri navrhu ortogonalnych waveletovych syste-
mov zahrnuta vo vete 2.4, t. j. v tvare vstupného polynéomu na faktorizaciu.

Priklad 2.1 Zistite koeficienty h(n), pre Daubechieovej wavelety s minimalnou fazou,
ak N = 6.

Riesenie: Chceme max. pocet nulovyjch momentov, t.j. K =3, R=0.
Potom

Q(y) = 1+ 3y + 6y (2.49)
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a nasledne

Q (Z) = gz — iZ + Z - iZ + gz (250)
gzzQ (2) = 2t—623+ §z2 — 621 —62°. (2.51)
Ndajdeme nulové body
zo = 0.28725 — 0.15289:¢ z1 = 2.71275 + 1.44389 = 1/29

zo = 0.28725 + 0.15289i = 2§ 23 = 2.71275 — 1.44389i = 1/z;

a pomocou nich spétne vyjadrime Q(z)

Q)= 2272 (z—20)(z—21)(z — 22) (2 — 23) = (2.52)
= 3572 [z —(0.28725 — 0.15289i)] [z — (0.28725 + 0.15289)] (2.53)
[z — (2.71275 + 1.443894)] [z — (2.71275 — 1.443897)] . (2.54)

Upravami (prvé dva ¢leny na pravej strane vynéasobime 2=, z druhijch vyjmeme z;
resp. z3) dostavame:

Q(z) = a [1-27'(0.28725 - 0.152894) | [1 — 27(0.28725 + 0.152893)|  (2.55)

[1— 2/(2.71275 + 1.443891)] [1 — 2/(2.71275 — 1.44389i)] , (2.56)
kde 5 3
o = 2(2.71275 + 1.443894) (2.71275 — 1.44389i) = £9.443814. (2.57)
Vytvorme faktor s minimalnou fazou:
Lunin (2) = Va [1 - (0.28725 — 0.15289i)= " | [1 — (0.28725 + 0.15289i) =" . (2.58)
Potom: 5
1
Hupin (Z) = \/5( —;Z) Lin (Z) y (259)

¢o je numericky
Hpin(2) = {0.3326723 + 0.806892% + 0.459882 — 0.13501 — 0.085442 1 + 0.03523272} . (2.60)

Tento vysledok zodpovedda nekauzdalnemu filtru. Kauzalitu dosiahneme vyndasobenim
Hpnin(2) faktorom 273, t. j. oneskorenim h(n) o 3 takty. Potom

h(n) = {0.33267,0.80689, 0.45988, —0.13501, —0.08544, 0.03523 } . (2.61)
Pri vgbere faktoru s maximalnou fazou by sme dostali:
Hypax (2) = 0.035232° — 0.085442* — 0.135012° 4 0.4598822 + 0.806892" + 0.33267,  (2.62)

t. j. otocenti a posunutii verziu filtra s minimalnou fazou.



Kapitola 3
Banky filtrov a viacrychlostné systémy

V tejto kapitole sa budeme venovat’ problematike, ktora suvisi s waveletmi (a s roz-
kladmi signalu vSeobecne) v kontexte cislicového spracovania signalov. Od zakladnych
operacii postupne prejdeme k systémom, ktoré umoznuju pocitat’ waveletovu trans-
formaciu a jej rozne modifikacie. Zaroven ziskavame jednoduché metédy na navrh
waveletov a ich adekvatne pouzitie pri spracovani signalov. VSetky uvedené moznosti
ziskavame zavedenim tzv. bank filtrov (BF) [17], [21], [22]. Ich zakladnym prvkom st
Cislicové filtre [7], co su diskrétne systémy umozinujuce potlacat resp. menit’ zlozky
signalu, t. j. signal filtrovat’'.

Banky filtrov su prikladom viacrygchlostngch (VR) systémov (z angl. ,multirate
systems®), kde st1 vzorky signalu spracovavané v castiach systému s roznymi vzorko-
vacimi frekvenciami. Zmeny vzorkovacej frekvencie sii uskutoénené operaciami deci-
macie a interpolacie. VSetky operacie vo VR systémoch moézeme ekvivalentne opisovat’
paralelne v ¢asovej resp. frekvencnej oblasti a z-rovine. V4a¢Sinou budeme v dalSom
texte volit’ opis v z-rovine (a to najma pri komplikovanejsich systémoch).

3.1 Zakladné operacie vo viacrychlostnych systémoch

V tejto casti predpokladajme, Ze VR systémy su linedarne a ¢asovo invariantné systémy
[7]. Za zakladné operacie vo VR systémoch by sme mohli oznacit’ nasledovné [17]
(pozri obr. 3.1):

e filtracia — konvolucia signalu s impulzovou charakteristikou ¢islicového filtra

z(n) = s(n)*xh(n)= Z s(k)h(n—k) (3.1)
k
X(z) = S(2)H(2), (3.2)

kde s(n) je vstupny, z(n) vystupny signal, h(n) impulzova charakteristika ¢islico-
vého filtra a S(z),Y (z),H(z) ich obrazy v z-rovine

e podvzorkovanie — proces pri ktorom z pévodného signalu zachovavame iba
kazdua M-ta vzorku

e nadvzorkovanie — proces pri ktorom vkladame M — 1 nulovych vzoriek medzi
kazdé 2 vzorky povodného signalu

e decimacia je proces redukcie vzorkovacej frekvencie celo¢iselnym faktorom M.
Najprv je signal s(n) frekvencne obmedzeny antialiasingovgm' pripadne ide-
alym DP filtrom s hranicou prepustania Qg = /M a impulzovou charakteristikou

! Antialiasingovy filter je filter, ktory zabezpeéi, aby pri naslednom podvzorkovani signalu nevznikol
(vyznaény) aliasing.
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s(n) x(n) y(n) x(n) y(n) v
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Obr. 3.1. Schématické oznacenie operacii vo VR systémoch a) decimacia b) interpolacia

C) C) MNnesugelitel’né ( ) i )
i . i
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Obr. 3.2. Zakladné ekvivalencie vo VR systémoch

h(n) a potom je podvzorkovany. Vysledok po decimacii je:

= h(Mn—k)s (k). (3.3)

e interpolacia je proces zvySenia vzorkovacej frekvencie signalu celo¢iselnym fak-
torom M. Signal z(n) je najprv nadvzorkovany a nasledne vyhladeny filtrom (napr.
idealnym DP s Qy = /M ) s impulzovou charakteristikou g(n). Vysledny signal
po interpolacii je:

=> g(n—Mk)z (k). (3.4)
k

Uvedené operacie su znazornené na obr. 3.1. Platia pre ne zakladné ekvivalencie,
ktoré su znazornené na obr. 3.2 a je dolezité uvedomit’ si ich platnost. V dalsich
castiach sa budeme tejto problematike venovat’ podrobnejsie.

3.1.1 Podvzorkovanie signalu

Pri podvzorkovani s faktorom M vyberame zo vstupného signalu z(n) iba kazdua M-ta
vzorku. Pre vystupny signal y(n) plati

y(n) = x(Mn). (3.5)

Vo frekvencnej oblasti je podvzorkovanie znazornené (pre M = 4) na obr. 3.3. Proces
podvzorkovania z(n) moézeme popisat’ v dvoch fazach:

e Faza A — vynulovanie nepotrebnych zloziek (nasobenie Kroneckerovymi impul-
zami)

2 (n) =z Z §(n—rM)=z( Z el Frmk (3.6)

Z-transformaciou dostaneme:
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x(t
KO |1 @)
Vzorkovanie
spojitého signalu -
s S o Olme. ... o
x(n)
X
a /T,
Podvzorkovanie, / \
Faza A } } —> T }
0 M 2M 3M ol 0| /6 2t Q
x'(n)
P S 1 X'(Q)]
Podvzorkovanie - o o ,=_I=.=I /\/\AA
Fiza B 0 M 2M am " 0 2n Q
y(n)
e 1 Y'(Q)
- . MT,
Nadvzorkovanie I T \
0 1 2 30 o 2m3 m 0

Obr. 3.3. Vplyv podvzorkovania a nadvzorkovania s faktorom M = 4 vo frekvenc¢nej ob-
lasti. Vidime, Ze ak by signal pred podvzorkovanim nebol frekvenéne obmedzeny mini-
malne na ,,,, = 7/4 dochadzalo by k zlievaniu obrazov spektra signalu — aliasingu.
Hore je zobrazeny aj prechod zo spojitej do diskrétnej oblasti pomocou vzorkovania.
Plati Q = wT,., kde T, je vzorkovacia perioda.

kde W = e 727/M Tomu zodpoveda frekvenéna charakteristika (pri z = ¢/?)
X@-L¥ x <Q 2%) (3.8
M = M7)’ '

t. j. vo vyslednom spektre pribudlo M —1 posunutych obrazov povodného spektra.

e Faza B — zmena mierky (M -nasobné natiahnutie v ¢ase a stiahnutie vo frekven-

cii)
o0 k 1\ k 1
Y(z) = ' (Mn)z™" = 2 (k)| zM =X'(2M (3.9)
@ = 3 dme= 3 L) = x (o)
Y Q) = X' (Q/M). (3.10)

Vysledkom podvzorkovania teda je:

M-—1 M—-1
V(o) =g 2 X (3wt Y(Q)—%ZX<LA;W), (3.11)
k=0 k=0

t. j. ¢len s £ = 0 je M-nasobne natiahnutou verziou spektra povodného signalu a
ostatnych M —1 élenov st posunuté obrazy nultého élena. Ulohou decimaéného filtra
je zabezpecit, aby sa tieto obrazy s povodnym spektrom nezliali, t. j. aby nevznikol
tzv.aliasing, resp. zliali tak, aby sme pouzitim doplnkovej informacie mohli zliatie
odstranit.
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Obr. 3.4. Decimacia a interpolacia signalu pri M = 2 ak vstupny signal X (2) je a) do-
stato¢ne a b) nedostatocne obmedzeny decima¢nym filtrom. Pri nedostatoéne obme-
dzenom signali vznikne aliasing, ktory nevieme bez dodato¢nej informacie eliminovat.

3.1.2 Nadvzorkovanie signalu a interpolacny filter

Pri nadvzorkovani signalu vkladame medzi jeho vzorky zakazdym M — 1 nulovych
vzoriek. Teda pre vstupny signal z(n) je vystup dany:

(3.12)

y(n):{x(n/M) ak nmod M =0

0 inac.

Proces je opac¢ny ako pri faze B podvzorkovania, t. j. na intervale vznikne M — 1
obrazov spektra povodného signalu z(n) :

o) k _
Y (2)= Z x(n/M)z™" = Z x (k) (zM) g X (zM> (3.13)
n=-—00 k=—o00
Y (Q) = X (MQ) . (3.14)

Ulohou interpolaéného filtra je odstranit’ tychto M — 1 obrazov.

3.1.3 Decimacia s naslednou interpolaciou

Vidime, Ze po decimacii a naslednej interpolacii vieme bezchybne zrekonstruovat’ iba
signal, ktory bol pred podvzorkovanim frekven¢ne ohrani¢eny po Q¢ = n/M. Inac
vznika aliasing, ktory nevieme (ak nemame k dispozicii dalSiu informéaciu) odstranit’.
Cela situacia je zobrazena na obr. 3.4. Ako zrekonstruovat’ signal, ked’ nemame k
dispozicii ani idealne filtre na jeho ohranicenie? RieSenim je Banka filtrov (BF).
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Obr. 3.5. VSeobecna schéma M-pasmovej banky filtrov s kritickym podvzorkovanim
(v kazdom pasme je pouzité podvzorkovanie faktorom M, t. j. celkovy pocet vzoriek
ostava stale rovnaky)

Fol o Ra@l R@)
rOR@L Fu©@) Fux@) [F@)

| | | | | | | | | | S
>

!
2n Q
Obr. 3.6. Schématické znazornenie typického rovnomerného delenia frekvenc¢ného
pasma na subpasma pri M-pasmovej banke filtrov s kritickym podvzorkovanim
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3.2 Banka filtrov

Banka filtrov (BF) je sustava, v ktorej filtre, pouzité v operaciach decimacie a in-
terpolacie, umoznuju signal rozlozit (tzv. analgyza) na subpasma a spéatne zlozit’ (tzv.
syntéza).

Vseobecna schéma M-pasmovej banky filtrov s kritickgm podvzorkovanim (z
analyzacnej Casti banky filtrov vychadza tolko vzoriek, kolko do nej vstupuje) je zo-
brazena na obr. 3.5. Signal je najprv rozdeleny filtrami pre analjzu Fj, na M ¢asti
(subpasiem) a nasledne podvzorkovany. Signal rekonstruujeme nadvzorkovanim sub-
pasiem s naslednou interpolaciou filtrami pre syntézu F} a s¢itanim interpolovanych
signalov

Ak je vystupny signal identicky so vstupnym, potom hovorime, Ze BF ma vlastnost
perfektnej (iplnej) rekonstrukcie. KedZe v BF pouzivaneé filtre nie st idealne, vznika
pri analyze aliasing. Ten je vSak mozné v konecnom sucte pri syntéze eliminovat, ak
prenosové funkcie filtrov pre analyzu Fj(z) a syntézu Fj(z) spliiajua isté podmienky
(pozri dalsiu cast).

Najcastejsie je v BF pouzivané rovnomerné rozdelenie na subpasma v tvare na
obr. 3.6. Najjednoduchsim pripadom BF st dvojpasmové BF, ktoré (ako neskor uvi-
dime) zodpovedaju dyadickym waveletovym systémom.

’
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Obr. 3.7. Zakladna schéma dvojpasmovej banky filtrov

3.3 Dvojpasmové banky filtrov

V dvojpasmovej banke filtrov je signal deleny filtrami pre analyzu na dve ¢asti, pri-
¢om jeden z filtrov ma zvycajne dolnopriepustny (DP) a druhy hornopriepustny (HP)
charakter. Celkova schéma dvojpasmovej banky filtrov je na obr. 3.7.

Popisom signalov v ¢ase pouzitim vztahu (3.3) pre decimaciu dostavame:

=Y h@2n-k)z(k) dn)=> -2k (k). (3.15)
k k

Analogicky, pomocou vztahu (3.4) mozeme syntetizacnu cast’ BF popisat’ ako:

Zh n —2k)c +Zg (n — 2k)d (k) . (3.16)

Porovnajme tento vysledok zo vztahmi (1.60), (1.62), alebo radsej so vztahmi pre vy-
pocet biortogonalnych WR a DWT (2.21), (2.22):

et (n) = Zhw —20) e (k) 1 ( ngr —2n) ¢ (k)

em (n) = Z B (0 — 2k) g1 (k) + ngr n—2k) dpmy1 (k).
k k

Vztahy su si podobné uz na prvy pohlad. Pri podrobnejSom porovnani zistime,
ze analyza a syntéza v dvojpasmovej banke filtrov je ekvivalentnéa jednému stupnu
rozkladu a rekonstrukcii signalu pri WR a DWT, ak plati:

h(n) = by (—n) h(n) = hpy (n) (3.17)
Gmr (0) - (3.18)

T. j. pri analyze je treba pouzit’ casovo obratené postupnosti dualnych dilata¢nych
koeficientov. Potom budu vztahy matematicky ekvivalentné. To ale znamena Ze pod-
mienky na uplnua rekonstrukciu v banke filtrov formulované v kontexte CSS musia
mat’ svoj ekvivalent, formulovany v podmienkach pre waveletové systémy.
Analyzujme teraz blizSie, za akych podmienok nam v dvojpasmovej BF dochadza
k uplnej rekonstrukcii. Predpokladajme, ze mame k dispozicii (realne neexistujuce)
idealne DP a HP filtre. Zodpovedajuca BF je zobrazena na obr. 3.8a. Filtraciami vzdy
odstranime nepotrebnu polovicu spektra a pri pod- a nadvzorkovani sa spektra prave
zaplnia, takze nevznikaju ziadne problémové situacie. ,Va¢sinou” vSak mame k dispo-
ziicii realne filtre, ktoré po podvzorkovani vytvarajua vacsi ¢i mensi aliasing. Situacia je
zobrazena na obr. 3.8b. Po nadvzorkovani signaly v oboch vetvach ostanu ,zliate®, t. j.
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b) Pri uplnej rekonstrukcii sa aliasing z DP a HP Casti navzajom eliminuje

Obr. 3.8. Realizacia dvojpasmovej banky filtrov pomocou a) idealnych a b) realnych
filtrov a problém aliasingu
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drobna deformacia signalu v oboch vetvach ostane aj po interpolacnom filtrovani. Ak
ma BF uplnu rekonstrukciu, pozadujeme, aby sa tieto deformacie pri kone¢nom sucte
navzajom eliminovali. Filtre teda musia vytvarat’deformacie vhodnym sp6sobom, ktory
eliminaciu umoznuje.

2 2 2
N HQ)[ G
1.5 L H(Q)=H(Q)
.| GG
05+ ARFIF I
0 ¢ v .
a b m. 2n.
-0.5¢ hﬁ[ﬁ(,f_l_)]ﬂm[.G(‘Q)] Irﬁ[ﬁ(_&?)]ﬂ_m{G(Q)]’

Obr. 3.9. Frekvenéné charakteristiky filtrov v BF realizujuicej Haarovu DWT

Akym sposobom sa aliasing eliminuje? Zoberme si najjednoduchsi priklad, ktorym
je Haarov wavelet (elementarny hrebenovy filter). Na zaklade (1.54), (1.55) a (3.17)
mozeme Vv z-rovine pisat:

H (2) = Hypp (271) = ? 1+ 2) H(2) = Hypy (2) = g (1+:71) 319
G (2) = Gr (z_l) = \/7§ (1-2) G(2) =Gy (2) = g (1 — z_l) : (3.20)

Zodpovedajuce prenosové charakteristiky st znazornené na obr. 3.9. Pokuisme sa teraz
zistit, aky bude prenos signalu X (2) stistavou v bode X (a). Oznaéme F(Q2) = H (). Z
toho vyplyva:

H(Q) = F*(Q) G(m/2+6) = F(r/2F9) G*(1/2+6) = F(n/2F9). (8.21)

Potom plati (overte si, Ze to tak skutocne je):

Po 1. filtracii | po pod- a nadvzorkovani | po 2. filtracii
DP vetva | X(a)F(a) [X(a)F(a) + X(a)F*(b)] | 5F*(a)[X(a)F(a) + X (a)F*(b)]
HP vetva | X(a)F*(b) X(a)F*(b) + X (b)Fla) TF*(b) [X(a)F(a) + X (a)F*(b)]

ST ST

Po konecnom scitani bude vysledkom:

- 1

X(a) = X(a) 5 [F*(a)F(a) + F*(0) F(b)] +X(b) % [F*(a) F*(b) + F(a)F(b)] . (3.22)

prenos signalu prenos aliasingu

Prenos signalu bude jednotkovy, lebo plati |F(a)|? + |F(b)|> = 2, pozri obr. 3.9. Aky je
prenos aliasingu lahko zistime jeho vyjadrenim v exponencialnom tvare:

aliasing = X(b)% [|Fa|e‘j(”/2—5) * |Fb|e—j(rr/2+6) + \Fa|ej(“/2—5) % \Fbyej(”/2+5)] =3.23)
1 . .
= XO) [|FllFle ™ + || [Fyle™| =0, (3.24)
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t. j. dostali sme vysledok v sulade so vztahmi v tabulke 2.1. To, za akych podmienok
sa aliasing eliminuje a banka filtrov dosahuje uplnu rekonstrukciu je analyzované
v cCasti 3.3.2. Najskor vsak objasnime pojem polpasmouvy filter, ktory budeme pri
rieSeni tychto podmienok potrebovat.

3.3.1 Polpasmové a energeticky komplementarne filtre

Pri dvojpasmovych bankach filtrov ma délezitu ulohu tzv. polpasmovy filter. Je to
taky KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou funkciou P(z), pre
ktory platia nasledovné ekvivalentné podmienky [22]:

e V z-rovine

P(z)=P(271) P(2)+P(-2)=2 (3.25)
e vo frekvencii
P (ejQ) =P (e_jQ) P (ejQ) + P (ej(m’”)) =2 (3.26)
e V Case
p(n)=p(-n) pm)+(-1)"p(n)=25(n). (8.27)

T.j. P (ej9> je realna parna funkcia 2 s neparnou symetriou okolo bodu 7/2. Zodpo-
vedajuca impulzova charakteristika p(n) je symetricka a plati pre nu:

1 n=>0

p(n) = { 0 nje parnean # 0 (3.28)
p(n) € R njeneparne .

S polpasmovym filtrom tuzko suvisi pojem tzv. energeticky komplementarnych fil-

trov. Filtre s prenosovymi funkciami H(z) a G(z) nazyvame energeticky komplemen-
tarne, ak plati:

I (ejﬂ)’2 e (ejﬂ)f _9. (3.29)

3.3.2 Podmienky na aplna rekonstrukciu

Pokusme sa vyjadrit' celkovy prenos signalu bankou filtrov. Popisom signalov v oboch
vetvach BF podla obr. 3.7 s vyuzitim vztahov (3.11), (3.13) dostavame:

Xp(2)=X)H(2) Xa(z)=X(2)G(2) (3.30)

C(z)= % [XH (z%) + Xy (—z%ﬂ D(z) = % {XG (z%) + Xa (—z%ﬂ (3.31)
Yir (z) = C () H(2) Yo(2) =D (2*)G(2) (3.32)

X(2) =Yy () + Yo (2) = ... = % (R, (2) X (2) + Ra (2) X (=2)] . (3.33)

kde R,(z) charakterizuje celkovy prenos sustavou a R,(z) aliasing a su v tvare:
Ry(2)=H(2)H (2) +G(2)G(2) Ra(2)=H(—2)H(2)+G(-2)G(2) . (3.34)

Postacujiice podmienky na tplnt rekonstrukciu (resp. neskresleny prenos) [21], [17]
su:
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¢ aliasing musi byt eliminovany
Ra(2) =0 (3.35)
e prenos je konstantny, pricom je povolené oneskorenie signalu

Ry(z)=22"" 1e2Z. (3.36)

Riesenim podmienky eliminacie aliasingu (3.35) dostaneme rieSenie v tvare:
H(2) = 4c2™G (—2) G(2) = Fcz™H (-2), (3.37)
t. j. podmienky platia pre pary filtrov ,do kriza“. Hladajme teraz rieSenie podmienky
na prenos (3.36). Oznaéme Py (z) = H (z) H () a pomocou rieSenia (3.37) vyjadrime
podmienku (3.36) v zavislosti od Py (z):
Py (2) — Py (—2) (-1)"™ =221, (3.38)
Normovanim (centrovanim) Py (z) pomocou P (z) = 2! Py (z) dostavame vysledny tvar
podmienky na celkovy prenos sustavou:

P(2) 4 P(—2) (-1)™H+ =2, (3.39)

kde

P(z)=2'H (2) H () P(—2)=2'G(2)G(2) . (3.40)
Vztah (3.39) umoznuje formulovat’ podmienku na tplnt rekonstrukciu pomocou kon-
ceptu polpasmovych filtrov (pozri vztah 3.26) nasledovne:

Ak normovany stcin prenosovych funlkcii DP filtrov v dvojpasmovej
BF tvori prenosouvt _funkciu polpasmouvého filtra a sticet m+l je
neparny, potom BF dosahuje tiplnti rekonstrulcciut.

Ako vyuzit'ziskany vysledok pri navrhu bank filtrov je vysvetlené v casti 3.5. Zakla-
dom je ziskat'vhodny polpasmovy filter. Pre danti P(z) a pre Zelané celkové oneskorenie
[ Tahko vypocitame potrebny posun m. Ak napriklad pozadujeme suistavu s nulovym
oneskorenim / = 0, musi byt’ posun m medzi filtrami pre analzyzu a syntézu neparny.

V nasledujucej casti uvedieme najznamejsie rieSenia dvojpasmovych bank filtrov.
Vsimnite si, ako je oSetrené splnenie podmienky (3.39).

3.3.3 RieSenia dvojpasmovych bank filtrov

V predchadzajiicej casti sme si uviedli priklad vSeobecného rieSenia dvojpasmovej
banky filtrov. Teraz si uvedieme konkrétne rieSenia, ktoré sa pouzivali, resp. pouzivaju.

RieSenie vo forme kvadratarnych zrkadlovych filtrov (QMF)

Kvadratirne zrkadlové filtre (QMF — Quadrature Mirror Filters) boli v bankach
filtrov prvykrat pouzité v r.1977 (Esteban, Galand) volbou:

H(z)=H(2) G()=H(-2) G(z2)=-H(-=2). (3.41)

Aliasing je odstraneny, avSak takato banka filtrov podmienku na prenos (3.36) iba
aproximuje, t. j. nedosahuje tiplnti rekonstrukciu.? Nazov kvadratarne zrkadlové filtre
pochadza z vlastnosti, ze H(z) a G(z) maju zrkadlové prenosové funkcie okolo Q = 7/2,
pricom su energeticky komplementarne.

2Okrem trivialneho Haarovho pripadu.
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Obr. 3.10. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v or-
togonalnej BF s nulovym oneskorenim. Bodkou st oznacené koeficienty pri n = 0.

Ortogonalne (paraunitarne) rieSenie

Nech Hy(z) je prenosova funkcia a ho(n) impulzova charakteristika (s parnou dizkou
N =2[, | € Z) prototypového DP KIO filtra. Potom BF z neho odvodena vztahmi:

H(z) = Ho(2) H(z)=+""1C(~2)=H (") (3.42)

G(z)=F"Vg (—z_l) G(z)=T722"1H (—2) =G (z_l) (3.43)
dosahuje uplnu rekonstrukciu, ak pre hy(n) plati:

Zho Yho (n—2k) =5(k) Y ho(n)=V2. (3.44)

Takéto rieSenie banky filtrov sa nazyva ortogonalne (Smith, Barnwell 1984) a vedie
k ortogonalnym waveletom.® Vzajomnu zavislost’ koeficientov v impulzovych charak-
teristikach filtrov znazornuje obr. 3.10. Pre takéto rieSenie banky filtrov plati:

e Ma nulové oneskorenie avSsak obsahuje nekauzalne ¢asti — filtre pre analyzu a
syntézu v oboch vetvach maju impulzové charakteristiky ¢asovo obratené.

¢ Oneskorenim nekauzalnych filtrov (vynasobenim élenom 2~ (-1 ) dostaneme
kauzalnu BF s oneskorenim 2/ — 1.

¢ Filtre pre analyzu (a analogicky aj pre syntézu) st ortogonalne navzajom a aj voci
svojim parnym posunom.

e Ak sustavu za¢neme navrhovat’ od syntézy, t. j. H (z) = Hy(z), vysledkom je
zamena analyzacnej a syntetizacnej ¢asti BF, t. j. vo vztahoch na vypocet filtrov
sa iba zameni oznacenie dualnosti.

Preco s filtre H (2) = H (27'), G (2) = G (27'), na rozdiel od QMF filtrov, navzajom
c¢asovo otocené? Je to potrebné, lebo inac by filtre v DP a HP vetve netvorili polpasmoveé
filtre (p(n) by nebolo symetrické) a tiplna rekonstrukcia by sa nedala dosiahnut.

Biortogonalne rieSenie

Biortogonalne rieSenie umoznuje navrh dvojpasmovych bank filtrov s KIO filtrami s
linearnou fazou a roéznymi dizkami impulzovej charakteristiky filtrov pri analyze a

SFiltre v ortogonalom rieseni banky filtrov byvajt oznaéované aj ako konjugované kvadraturne filtre
(CQF — Conjugate Quadtrature Filters).
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E(n) striedanie ‘p "q‘ r ‘ 'S‘t ‘ h(n)
5(n) ‘p ‘ q ‘ ¢ ‘ S ‘t ‘ znamienok Em g(n)

Obr. 3.11. Priklad impulzovych charakteristik filtrov a ich vzajomnych zavislosti v bio-
rtogonalnej BF.

syntéze. Toto riesenie je limitované ,iba“ tym, aby filtre splnali podmienku eliminacie
aliasingu (3.37), ktora je zvyCajne v tvare:

H(z) =2"G(-2) G(z)=—2"H(-2) (3.45)
a podmienku konstantného prenosu formulovanu vztahmi (3.39), (3.40):

P(2)+ P(—z) (=)™ =2

Y

kde _ -
P(z)=2'H (2) H () P(—2)=2'G(2)G(2) .

Stt mozné tieto tvary rieSeni (formulované pre analyzac¢né filtre):
e oba filtre st symetrické, maju neparne dizky, ktoré sa liSia o neparny nasobok 2

e jeden filter je symetricky, druhy antisymetricky, oba maju parne dizky, rovnaké,
alebo liSiace sa o parny nasobok 2 (ortogonalne BF su Specialny pripad tohoto
typu rieSenia, samozrejme bez symetrie)

e jeden filter ma neparnu, druhy parnu dizku, oba maju nuly iba na jednotkovej
kruznici. Oba su symetrické alebo jeden je symetricky a druhy antisymetricky.

Ako su principialne od seba zavislé koeficienty v impulzovych charakteristikach filtrov
je znazornené na obr. 3.11. Porovnajte tieto zavislosti s tabulkou 3.1.

Impulzové charakteristiky splfiajii podmienky biortogonality, t. j. st ortogonalne k
parnym posunom svojich dualov a ortogonalne navzajom ,do kriza“:

Zh h(2n —k) =6 (k) Zg G(2n—k) =6(k) (3.46)
dgk+2m)h(2n—k)=6(k) > h(k+2m)g2n—k)=5(k). (3.47)
k
RieSenie filtrov | analyza syntéza
symetrické E(n) ¥2(-1,2,6,2,~1) | h(n) = @(1,2,1)
antisymetrickeé B(n) — 2 ( 1,3,3,—1) h(n) = % (1 3 3 1)
(B3.1) jn) = %(=1,3,-3,1) | g(n) = Y(~1,-3,3,1)

Tabulka 3.1. Priklad impulzovych charakteristik filtrov v biortogonalnej BF so symet-
rickymi filtrami.
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3.3.4 Maticovy tvar dvojpasmovej BF

Pre dvojpasmovu banku filtrov podla obr. 3.7 sme analyzu a syntézu v banke filtrov
popisali vztahmi (3.15), (3.16). Cely postup mozeme prepisat’ v maticovom tvare ako
transformaciu, analogicky maticovému tvaru DWT v ¢asti (1.7):

I

X=Tz z=T,X, (3.48)
kde z, X, 2 su stlpcové vektory vstupného, transformovaného, vystupného signalu
a T,, T; su transformac¢né matice pre analyzu, resp. pre syntézu. Predpokladajme
konecénu dizku vstupného signalu a kruhova konvoluciu v BF. Potom z, X, z,7,,7;
mozeme vyjadrit' v tvare:

= (z(0),z(1),...,z(N-1)" (3.49)
X =(c(0),e(1),...,c(N/2—1),d(0),d(1),...,d(N/2—1)T (3.50)
h(0) h(-1) ... h(1)
h(1) h(0) h(-1)
_(H) _ L ﬁ@) B{O) ﬁ(;l)
Ta <G> g0 (-1 ... g (8.51)
. go) g1 ... ...
31 30 (-1

Ts:(H G): h (0) : g(0) ... : . (3.52)

h (0) : : .. g(0)
Rl g(-1) P . gQ)
Pri tiplnej rekonstrukeii bez oneskorenia plati # = X . Potom plati:

TaTs =1y =TT,

V uvedenom vztahu mézeme rovnosti sprava a zlava interpretovat’ tak ako v ¢asti 1.7:

e Iy = T,Ts —impulzové charakteristiky filtrov st ortogonalne k parnym posunom
svojich dualov a ortogonalne navzajom ,do kriza® = vyjadrenie biortogonality

e Iy =T, T, — vyjadruje podmienky pre eliminaciu aliasingu v ¢asovej oblasti.
Matice H, G sa nazyvaju decimaéné a maji rozmery N x N/2. Matice H, G su

ipterpolac’né matice s rozmermi N/2 x N. Vznikli z tzv. konvoluéngch matic Hiono,
Gionvs Gronvs Gronv, Ktoré maju rovnaky tvar a v tomto pripade reprezentuju kruhova
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konvoluciu pri analyze a syntéze. Napriklad:

h(0) ... h(3) h(2) h(1)
h(1) h(0) ... h(3) h(2)
h(2) h(1) h(0) ... h(3)
3 h(3) h(2) h(1) h(0) ...
Hiony = h(3) h(2) h(1) h(0) (3.53)
h(3) h(2) h(1)
h(3) h(2)

Ak konvolu¢nu maticu pouzijeme pri analyze, bude medzivysledok v DP (a podobne aj
v HP) vetve po konvolucii z;, = Hy,,,Z a vystup ¢ dostaneme podvzorkovanim Zj:

c=x, 2= (ﬁk(m:ﬁ) 12= (ﬁkom ‘ bk 2) T=Hz. (3.54)
riadky

Podvzorkovanie vystupu po filtracii pri analiyjze zodpoveda
odstraneniu kazdého druhého riadku konvolucénej matice.

Analogicky, pri syntéze je signal najprv nadvzorkovany a nasledne konvolvovany, pre
DP (a podobne pre HP) vetvu potom plati:

«’fc = (Hkom)) (E T 2) = (Hkonv l 2) c=He.

stpce

Nadvzorkovanie signalu pred filtraciu pri syntéze zodpoveda
odstraneniu kazdého druhého stlpca prislusnej konvolucénej matice.

3.4 Vypocet waveletovych radov a DWT bankami filtrov

Podmienky na uplnu rekonstrukciu v ortogonalnom rieseni banky filtrov sa zhrnuteé
v tabulke 2.1. Analogicky mozeme konstatovat,, Ze biortogonalne rieSenie banky filtrov
vyhovuje podmienkam v casti 2.2. Uvedomme si, Ze na to, aby dvojpasmové banky
filtrov mohli pocitat WR a DWT musia mat’ oba filtre v DP vetve aspon jednu nulu pri
Q = 7 a naopak oba filtre v HP vetve jednu nulu pri 2 = 0. Tato podmienka je nutna,
jej postacujucost’ je vsak na hranici. To rychlo zistime pri vypoc¢te WR a DWT. Doteraz
sme totiz uvazovali iba rozklad na jednej urovni rozliSenia a pri vypocte WR a DWT
potrebujeme opakovane rozkladat’ koeficienty v DP ¢asti. Takéto kaskadovanie vypoc-
tov vedie k tzv. iterovangm bankam filtrov, kde sa nevhodné vlastnosti filtrov (napr.
nizka K-regularita alebo neschopnost’ iplnej rekonstrukcie) moézu velmi lahko preja-
vit’ velkou nepresnostou a numerickou nestabilitou celého vypoctu. Pri navrhu bank
filtrov to predstavuje zasadny rozdiel oproti navrhu klasickych (t. j. neiterovanych)
bank filtrov, ktory je viac zamerany na rozdelenie subpasiem vo frekvencnej oblasti,
na selektivitu filtrov a na vznikajuci aliasing, pricom sa ¢asto uplna rekonstrukcia ani
nepozaduje.
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Obr. 3.12. Princip realizacie vypoctu dyadickych waveletovych radov bankou filtrov
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Obr. 3.13. Princip realizacie vypoctu diskrétnej (dyadickej) waveletovej transformacie
bankou filtrov.

Ako je bankami filtrov realizovany vypocet WR znazornuje obr. 3.12. Prvy krok
predstavuje projekcia spojitého signalu, dalej vsak vypocet pokracuje v banke filtrov
na diskrétnej mnozine stradnic tejto projekcie. Pre DWT je situacia znazornena na
obr. 3.13.

3.5 Dvojpasmova banka filtrov a spektralna faktorizacia

V casti (2.4.2) sme faktorizovali prenosové funkcie vytvorené Daubechieovej metodou
(pozri vetu 2.4) a hladali ortogonalne rieSenia na navrh K-regularnych filtrov. Vo
v§eobecnosti nam staci si lubovolnou metédou vytvorit’ polpasmovy filter s prenosovou
funkciou P(z), ktory ma nezapornu a realnu P(2). Potom P(z) je uréite autokorelaciou
nejakej realnej postupnosti, t. j. P(z) mozeme faktorizovat, pozri ¢ast’ (2.4.2). Rozne
metody na ziskanie vhodného P(z) st uvedené napr. v [22].

Najjednoduchsim spoésobom, ako P(z) s uvedenymi vlastnostami ziskat, je znovu
pouzit'vetu 2.4, tentokrat vSak na vytvorenie nefaktorizovanej verzie vztahu (2.38) [22,

str. 169]:
1\ K K
P(z)=2<1+; ) (1‘2”) Q) (3.55)

kde Q(z) je dané vztahmi (2.40), (2.41).
Predpokladajme vSeobecné rieSenie spektralnej faktorizacie P(z) v tvare:

P(z)=H(2)H(z) . (3.56)
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Obr. 3.14. Nuly prenosovej funkcie P(z) vypocCitanej pre maximalne hladke filtre pri
K =7 pomocou vztahu (3.55) a priklady jej faktorizacie. Cisla N/N udavaju dizku
impulzovych charakteristik h(n) resp. h(n)

Nulové body P(z) ozna¢me zj;. Potom platia nasledovné pravidla pre vytvaranie spek-
tralnych faktorov [22]:

1. aby H(z) a H(z) boli prenosové funkcie realnych filtrov, musime z;, a z; pouzit’
v paroch

2. aby H(z) a H(z) boli prenosové funkcie filtrov s linedrnou fazou, musime z; a 1/z;
pouzit’ v paroch

3. aby H(z) a H(z) mohli tvorit’ ortogonalne wavelety, musime z; a 1/z, pouzit’ od-
delene.

Vidime, ze pravidla 2 a 3 sa navzajom vylucuju, okrem jedného prieniku. Presnejsie
sformulované [21]:

Symetricky KIO filter s prenosovou _funkciou H(z) splriajtici podmienky ortogo-
nality (pozri tabulku 2.1), méze mat maximalne 2 nenulové koeficienty, pricom
plati:

H(z) = (1 + z’N> /\/5 N je neparne. (3.57)

Na obr. 3.14 su znazornené priklady moznej faktorizacie P(z) so 14 nulami. Ak
si zvolime ortogonalnu faktorizaciu treba dbat’ na to, aby sme na$sli také H(z), pre
ktoré P(z) = H(z)H(z~!) a postupovali podla pravidiel 1 a 3. Pri ortogonalnom rieseni
spektralnej faktorizacie (pozri ¢ast’ 2.4.2) bolo pozadovanym vysledkom H(z) s mini-
malnou fazou. Po odstiepeni tohoto faktora od P(z) ostava faktor H(z~!), ktory ma
fazu maximalnu (a magnitadovia charakteristiku rovnaku). TakZe k dispozicii mame
automaticky oba extrémy.

AKk si zvolime rieSenie s lienarnou fazou, hladame faktorizaciu v tvare (3.56) pricom
musime postupovat podla pravidiel 1 a 2. V tomto pripade sa samozrejme nami vybraté
rieSenia mozu od ostatnych lisit' uz aj magnitadou.

Pri navrhu biortogonalnych spline (CDF) waveletov faktorizujeme P(z) tak, aby
jeden faktor obsahoval iba nuly v z = —1 a ni¢ iné, t. j. aby bol maximalne K-regularny:

(3.58)

1+z—1>M/2+1 <1+z>M/2

H(Z):HSM(Z):\/i< 9 9
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K navrhu P(z) mézeme pristupovat aj priamo (tzv. metéda priameho navrhu). Na
zaklade vlastnosti autokorela¢nej funkcie (aby P(z) bola realna nezaporna funkcia) s
K nulami pri z = —1, m6Zeme P(z) napisat'v tvare:

P(2) =14 2H%1+ 2)ER(2), (3.59)

kde R(z) je funkcia symetricka (R(z~!) = R(z)) a pozitivnha na jednotkovej kruznici
(R(e7Y) > 0). Pri navrhu jednoducho hladame R(z) také, aby P(z) vyhovovalo rovnosti
P(z) + P(—z) = 2. Ukazka takéhoto navrhu je v priklade 3.2.

Priklad 3.1 Négjdime vsetky mozné faktorizacie vztahu (3.55) pre K = 2 pri R(y) = 0.
Riesenie: Dosadenim K = 2 a R(y) = 0 do (2.40) dostavame:

-z

z

(2+v3)

1 1 2
Q) =—gr+a- gt =28

Potom

P(z)=2 (1 +2z_1>2 (1;_2)2@(2) .

Ak chceme utvorit’ rieSenie s linedarnou fazou, mézeme vzhladom na umiestnenie koreriov

manipulovat’ iba s korenmi v z = —1. KedZe Q(z) ostane vcelku, bude jeden z faktorov
vytvarat’ B-spline. Mé6Zeme vytvorit’ faktorizacie:
1. B1.3:
1 1
14271 ~ 14271 1+2\2
H(z):\/i< 5 ) H@):ﬂ( 5 ) ( 5 )Q(z)
2 2 ~ 2/ 1 1 1 1
H(z)zg—&-%z_l H(z)zg <—§22+§z+1+z_1+§z_2—gz_3>

2. B2.2:

resp. centrované verzie

H(z):ﬁ(l—k;_l) (1-;2) ﬁ(z):\@<1+2z_1) (1—;Z>Q(z)

3. B3.1:

H(z)=ﬂ<1+;1>2(1—;z)1 fI(z):\/@(l—;z)lQ(z).

Ak chceme vytvorit’ ortogonalnu faktorizaciu, pridelime po jednom faktore z Q(z) obom
Sfiltrom v pare. Jeden bude s minimalnou a druhy s maximalnou fazou:

H(:) = ﬁ(l”_lflgﬁ 1_<2_ﬁ)]

2 z

Ay - \/§<1;—z>21—|—2\/§

1— z

(2+v3)




70 Banky filtrov a viacrychlostné systémy

Priklad 3.2 Pomocou vedomosti o tvare autokorelacnej funkcie zostrojte metéodou pria-
meho navrhu maximalne hladiké filtre s dizkou N = 4.

Riesenie: Z vlastnosti maximalne hladkych filtrov vyplyva ze pri N = 4 maju K = 2
nulové momenty. Potom P(z) ma tvar:

P(z)=(1+2"H2(1+2)R(z) = H(z)H(z1).

KedZze plati P(z) + P(—z) = 2, vSetky koeficienty v P(z) pri parnych mocnindach z okrem
20 musia byt nulové (pri 2° je koeficient jednotkovy). Predpokladajme kauzalne H(z). Pri
N = 4 je v riom najuécsSia mocnina z 3. Stucin H(z)H(z~!) bude mat teda mocniny radu
273 az z3. Staci teda hladat’ R(z) v tvare:

R(z)=az+b+az'.

Potom z P(z) = (1+ 27 12(1 + 2)%(az + b+ a2z~ 1) vytvorime ststavu rovnic v ktorej budeme
hladat nezname a, b porovnavanim koeficientov pri parnych mocnindch z:

priz® 1=6a+6b N 1 1
priz=2 0=4a+ b 165 4

Takze R(z) bude

Nasledne vytvorime P(z) a jeho ortogonalnou faktorizaciu dostaneme vysledok:

H(z) = ) {(1 +V3) 1+ V3T (3 -V3)2 2+ (1 \/§)z*3} .

(L
42
3.6 Banka filtrov a rozklad signalov

Zmena reprezentacie signalu je zviacSa uskutoc¢nena transformaciou. NajbeznejSim
sposobom rozkladu signalu v kontexte spracovania signalu je rozklad pomocou dis-
krétnych linearnych transformacii (DLT) [3], kde su priestory, v ktorych sa pracuje,
tvorené linearnou kombinaciou bazovych funkcii resp. bazovych vektorov. Ak trans-
formacie pracuju so signalom v davkach resp. po blokoch, hovorime o blokovych
transformaciach (BT). Ich nedostatkom je, Ze neodstranuju medziblokovu korelaciu
a naviac vznika rusivy ,blokovy efekt“. Tento s vyhodou odstranuju transformacie s
prekryvom blokov — tzv. prekryvné (angl. Lapped) transformacie [4], ¢i uz ortogonalne
(LOT, GenLOT), alebo biortogonalne (GLBT). Specialnym druhom su transformacie
pracujuce na principe viacuroviiového rozliSenia signalu bankou filtrov, t. j. wave-
letové transformacie, ktoré pojem bloku ani nepotrebuju. Prekryvy st v nich totiz
skryté uz v samotnych bazovych funkciach na jednej arovni rozliSenia a nasledne aj
v hierarchickej Struktare bazy, pozri obr. 1.9 a obr. 1.20.

VSetky spomenuté transformacie su Specialnym pripadom pouzitia banky filtrov
na rozklad signalu, pozri obr. 3.15. Presnejsie sformulované:

Kazda diskrétne linearna transformacia je ekvivalentna rozkladu
v M -pasmovej BF, v ktorej ¢asovo reverzné impulzové odpovede
Jjednotlivych filtrov pre analyjzu a syntézu zodpovedaju jednotlivgym
bazovym vektorom DLT.
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M-pasmovy rozklad signalu dizky L

Hierarchické 2-pasmové FB
(kaskadové zapojenie jednotlivych FB)

M-pasmové banky filtrov

L

GenLOT (M<L)|

Oktavové delenie pasiem | | Nepravidelné delenie pasiem

DWT WPT
LOT, GLBT (L=2M) | (M < 1+log,L) M< 1)

Obr. 3.15. M-pasmovy rozklad signalu dizky L a jeho zname Specialne pripady.
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Obr. 3.16. Princip vypoctu blokovej transformacie M-pasmovou bankou filtrov

fu.1(M-n)

3.6.1 Implementacia Blokovych transformacii (BT) bankami filtrov

Implementujme blokovu transformaciu v nasledovnom tvare. Rozdelme vstupny signal
z(n) na neprekryvajuce sa bloky velkosti M. Transforma¢nua maticu velkosti M x M
oznac¢me F. Potom pre vystupy X (n) plati:

X, =F, (3.60)
kde
Ty = (25(0), 2(1), ..., 2p(M — 1))T zp(n) =x(bM +n) n=0,1,...,.M—1
X = (X3(0), X3(1),..., Xp(M —1))T Xp(n) = X(bM +n) n=0,1,...,M —1.

Oznaéme riadkové vektory v riadkoch r matice F ako f,. Povazujme ich za kauzalne
signaly. Takuto blokovu transformaciu mézeme implementovat’ nasledovnou kauzal-
nou M-pasmovou bankou filtrov. V nej maji impulzové charakteristiky jednotlivych
filtrov hodnoty ako ¢asovo otoc¢ené a o M vzoriek oneskorené riadky transformacnej
matice F, pozri obr. 3.16. Pre signaly Y, (n) po konvoltcii plati:

Y, (n) = f (M —n) *z(n). (3.61)

Naslednym podvzorkovanim vyberame vzorky vzdy az v okamihu, ked’ je signal prave

na mieste bazovej funkcie: )
Xpo(r)=Y, (b+1)M)) . (3.62)

V ¢ase nula, pri prvom podvzorkovani este nie je banka filtrov naplnena. Prvy rele-
vantny vystup dostaneme az v case M. Preto je vystup na obr. 3.16 s indexom b — 1.
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Kapitola 4

RozSirenia waveletovej transformdacie a ich
vypocet

Ak odhliadneme od SWT, pre waveletové rady a DWT sme v doterajsich castiach spo-
menuli ich rézne rieSenia na zaklade ortogonality waveletového systému resp. zod-
povedajuceho typu banky filtrov. Vstupny signal sme bud’ povazovali za nekonec¢ne
dlhy, alebo sme ho speriodifikovali. Pracovali sme iba s jednorozmernym vstupnym
signalom a pouzivali sme dyadické wavelety. V tejto kapitole sa budeme venovat naj-
znamejsSim rozsireniam uvedenych zakladnych pripadov:

e wavelety pri konecnej dizke vstupného signalu

wavelety vo viacerych rozmeroch

e )/ -pasmové wavelety

multiwavelety

waveletové pakety

4.1 RieSenia pri koneénej dizke vstupného signalu

Pri praci so spojitym signalom mame k dispozicii SWT a waveletové rady. S tym, Ze ma
signal konecné trvanie v ¢ase sa rata (patri do L?(R)), priam je to vyhodné, lebo jeho
reprezentacia bude kompaktnejsia a bude zodpovedat’ jeho nosicu. Ak vSak mame dis-
krétny signal konecnej dizky, pri DWT sa objavuje problém, ¢o robit’ pri transformacii
na jeho okraji. Ak ho jednoducho doplnime nulami a budeme pocitat DWT pouzitim
vztahov (1.60), (1.61) bude sa nam velkost’ reprezentacie postupne zviacsovat. To je
pre mnohé ucely nevhodné az neprijatelné. Zname su viaceré standardné metody rie-
Siace uvedeny problém, ktoré si v kratkosti preberieme. Je dolezité uvedomit’ si, ze
hoci rieSime tlohy v diskrétnej oblasti, vysledky maju vplyv aj na oblast’ spojitu.

Standardny pristup k rieSeniu sa formuluje ako hladanie vhodného ,rozsirenia®
signalu, t. j. jeho dodefinovanie mimo pévodného nosica. Pri volbe rozsirenia signalu
a jeho prevedeni treba mat na zreteli (a pripadne robit’ kompromisy):

e chceme alebo nechceme ziskat' nadbyto¢nu reprezentaciu ?
e ak je transformacia ortogonalna, chceme jej ortogonalitu zachovat’ ?
e do akej miery chceme ovplyvnit vlastnosti vyslednej reprezentacie ?

Odpovede na uvedené otazky sa mozu roznit podla toho, za akym ticelom transforma-
ciu robime a ¢o mame k dispozicii. Napr. ak pouzijeme biortogonalny systém, najlepsie
je symetrickeé rozsirenie (pozri cast’ 4.1.2).
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CDF(2.2) + PR | CDF(2.2)+ SR " FBI9/7+PR FBI9/7 + SR

Obr. 4.1. Porovnanie vplyvu periodického (PR) a symetrického (SR) rozsirenia na tvar
bazovych funkcii DWT na okrajoch. Zobrazenych je prvych osem bazovych funkcii,
velkost' bazy je N = 128. Nulta bazova funkcia je zliata funkcia mierky.

4.1.1 Periodickeé rozsirenie signalu

Periodifikacia signalu je Standardny sposob rozsirenia signalu, znamy aj z Fourierovej
analyzy. Pri pouziti periodického rozsirenia signalu dizky N pri vypocte DWT a WR
plati:

e transformacéné matice st v tvare (1.78) resp. (3.51), ¢o zodpoveda tzv. kruhovej
lconvolticii [7] v banke filtrov a cirkulacngm konvoluénym maticiam v tvare (3.49)

e parna dizka vstupného signalu pri kazdom rozklade. Je to nutna podmienka, inac¢
by boli porusené podmienky ortogonality resp. biortogonality parnych posunov
koeficientov v Struktiire transformac¢nych matic

e zachovava ortogonalitu
e vnasa do signalu ,body nespojitosti®.

Vplyv periodického rozSirenia signalu na tvar bazovych funkcii je zretelne vidiet’ na
obr. 4.1. Aj bazové funkcie zodpovedajucej spojitej reprezentacie, su poprekladané. Ak
pri bazovej funkcii nastalo ovplyvnenie, hovorime o okrajovej funkcii. Ak okrajové
funkcie po prelozeni zasahuju sami do seba, su prislusné funkéné hodnoty scitané.
Napr. nech zakladny wavelet ma kompaktny nosi¢ na intervale (0, 3) pricom pracujeme
na kone¢nom intervale (0, 4). Potom ¢ (¢—2) je okrajova funkcia s nosi¢om (2, 5), ktorého
cast, interval (4,5) sa prelozi na interval (0,1). Pre (¢/2 — 2) uz musime ratat’ so
s¢itanim funkénych hodnot!.

'Limitou m — oo séitavacieho procesu z(2~™t—n) je konstantna funkcia, ktora sa v pripade waveletu
rovna 0 a v pripade funkcie mierky sa rovna 1.
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4.1.2 Symetrické rozsirenie signalu

Symetrickym rozsirenim signalu pridavame k signalu dizky N jeho zrkadlovy obraz
a az tuto dvojicu nasledne speriodifikujeme. Pridanim zrkadlového obrazu vzrastie aj
velkost’ bazy, v ktorej je dvojica pri transformacii reprezentovana. Ak su vsak bazoveé
funkcie symetrické, je polovica spektralnych koeficientov rovnaka, t. j. k zvac¢Seniu

reprezentacie z povodnych N koeficientov nedojde. Pri symetrickom rozsireni plati
[22]:

e rozsirenim nevznikaju v signali body nespojitosti, ale iba v jeho prvej derivacii
e vstupny signal moéze mat lubovolnu dizku (aj neparnu)

e neredundantna reprezentacia je mozna iba ak su bazové funkcie symetrické (bio-
rtogonalne systémy)

e bazové funkcie v spojitom aj diskrétnom pripade st na okraji signalu prelozené
spat’ a sCitané sami so sebou.

Presna situacia pri symetrickom rozsireni sa jednoduchsie ako v maticovom tvare po-
piSe schématicky. Pred rozSirenim je treba zistit’ typ symetrie dilataénych koeficientov,
resp. impulzovych charakteristik zodpovedajucich filtrov (pozri obr. 4.2):

e polbodova symetria (H symetria, z angl. half) — h(n), g(n) maja parnu dizku

e celobodova symetria (W symetria, z angl. whole) — h(n), g(n) maji neparnu dizku

Kltucom k neredundantej reprezentacii signalu pri symetrickom rieSeni je:

Typ symetrického rozsirenia signalu must byt’ zhodny s typom
symetrie dilatacnych koeficientov.

Podrobnejsia analyza situacie pri oboch druhoch symetrii a parnej resp. neparnej
dizke signalu je znazornena na obr. 4.3. Vidime, Ze na reprezentaciu staci tol'ko koefi-
cientov mierky a waveletovych koeficientov, kolko bolo vzoriek vstupného signalu.

e ontl] o1 et ]

Obr. 4.2. Schématické znazornenie (periodického) signalu s polbodovou (H) resp. ce-
lobodovou (W) symetriou
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W symetria h(n),g(n), neparna dizka signalu(5) W symetria h(n),g(n), parna dizka signélu(5)
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Obr. 4.3. Situacia na okrajoch signalu pri transformacii pouzivajucej symetrické rozsi-
renie signalu. Pre koeficienty mierky a waveletové koeficienty je naznacené, vahovanim
ktorych koeficientov vznikli. V priklade st pouzité dizky impulzovych charakteristik
h(n)/g(n): 3/5 a 4/4.

4.1.3 Doplnenie nulami a priama extrapolacia signalu

Doplnenie signalu nulami na jeho okrajoch je najpriamociarejsim rieSenim problému
reprezentacie casovo ohraniceného signalu. Vnasa vsak vyrazné diskontinuity na
okrajoch signalu. Aby vysledna reprezentacia signalu nebola nadbyto¢na je potrebné
prijat’ isté opatrenia. Pre jednoduchost’ predpokladajme ortogonalnu DWT v matico-
vom tvare, pozri cast’ 1.7. Utvorme maticu A ako ekvivalent matice qum), avsak s tymto
prestriedanim riadkov matic H,,, Gy:

h(0) h(1) h(2) h(3) O 0 0
g(0) g(1) g(2) g(3) O 0 0
0 0 h(0) h(1) h(2) h(3) O
A=1 0 0 g0 g(1) g2 gB) 0 (4.1)
0 0 0 0 h(0) h(1) h(2)

Jednoduchym ukonéenim matice po dosiahnuti velkosti N by sme dostali singularnu
maticu. Vynechajme prvy stipec matice A a oznac¢me takuto maticu A,. Lahko sa da
overit, ze A, parnej velkosti je regularna. Neplati vSak A~! = At j. stratili sme
ortogonalitu.

Uvedené rozsirenie je zakladnym pripadom tzv. priamej extrapolacie signalu. Pri
nom sa snazime signal ukoncit’'za jeho hranicami polynémom radu p a zodpovedajucim
poctom (minimalne p — 1) koeficientov [22]. Aby nedoslo k zvySovaniu dizky signalu,
bolo by vhodné toto ukoncenie reprezentovat' v transformacnej matici.
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Ukazeme si rieSenie pre pripad, Ze dilatacné koeficienty st antisymetrické [22,
str. 293]. Oznacme si n-ty stipec matice A ako a,,. Extrapolaciu mozeme vyjadrit takto
(vyjadrené pre prvé stipce, analogicky to bude pre posledné stipce):

Doplnenie nulami Konstantna extrapolacia
1. vynechame a;, 1. vynechame a;
(prvy stipec matice A) 2. ax = ap + a; (pridame a; k ay)
Linearna extrapolacia Kvadraticka extrapolacia
1. vynechame a; 1. vynechame a;
2.a, —as +2a; 2.a, —as + 3a;
3.83233—31 3.3.3233—33.1

4. a4, =a;+a;

4.1.4 Okrajové filtre a wavelety na intervale

Na celu situaciu na okrajoch signalu sa mozeme pozriet’ aj z iného uhla. Manipulaciu
na okrajoch signalu mézeme oSetrit’ pomocou cielene navrhnutych tzv. okrajovych
Sfiltrov. Teda navrhujeme transformacénua maticu A, (b-boundary) v tvare ako vo vztahu
(4.1), avSsak mozeme naviac zachovat ortogonalitu. Okrajové filtre potom predstavuju
prvé a posledné riadky v matici A;. Predpokladajme, ze chceme ortogonalny systém.
Ak dizka filtrov je 4, je matica A, v tvare [22]:

r s t 0

v v o w 0 ...

0 a b ¢ d 0

0 -d ¢ =b a O

Ay = : : . (4.2)

0 a b ¢ d 0
0 —d ¢ =b a 0
0 0 0 e f g
0 0 O Yy oz

Prvé dva riadky musia byt ortogonalne na ostatné (staci na druhé dva), v ostatnych sua
prvé 3 koeficienty nulové. Hladame teda vektory (r, s,t) a (u, v, w) ortogonalne navzajom
a zaroven na (0,a,b) a (0,—d,c). Vektory (0,a,b) a (0,—d,c) st linedrne zavislé (h(n) je
ortogonalny na svoje parne posuny, t. j. ac+ bd = 0). TakZe staéi najst’ (r, s, t) a (u, v, w)
ortogonalne navzajom a na (0, a, b), napr. Gramm-Schmidtovym (GS) algoritmom [21].
Po nom zostava 1 stupen volnosti , pouzijeme ho napr. na zabezpecenie, aby wavelet
mal aspon minimalnu regularitu, t. j. u +v 4+ w = 0. Situaciu rieSime analogicky pre
vektory (e, f,g) a (z,y, z). Priklad rieSenia pre Db2 je:

(r,s,t) = ( 0.93907,0.29767,—0.17186) (e, f,g) = (0.40245,0.69879, 0.59069)

(u, v, w) = (—0.34372, 0.81326, —0.46954) (z, y, =) — (0.25535,0.51155, —0.80690) ~ '+

Uvedeny postup mozeme jednoducho zautomatizovat. Lavy horny roh (analogicky aj
pravy dolny) transforma¢nej matice moézZeme vyjadrit’v tvare:

v (o)) wo

kde B vznikne upravou matice B*:

(4 )
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kde L je matica rozmerov [(N — 2)/2] x (N — 2) ortogonalna k A ziskana napr. GS
ortogonalizaénym procesom. Parametrom D moézeme plynulo zvacSovat' prechodovi
oblast'navratu k povodnym filtrom. Hraniéné filtre vo vztahu (4.3) st prikladom matice
B, ktora vznikla z (4.5) pri D =1 a N = 4 a upravou pre podmienku u + v + w = 0.
Zaujimavou otazkou je, ako dostat’ jednoducho matice L aj bez GS procesu. Defi-
nujme maticu P:
P=I-ATA. (4.6)

Vzhladom na vlastnosti matice A ma matica P tvar:

P lava 0 0
P= 0 0 0 : (4.7)
0 o P prava

pricom linearne nezavislé vektory z matic P4y, a Pprqve SU zaroven ortogonalne na
riadky matice A, t. j. moézeme ich pouzit’ ako riadky matice L.

Vsetky uvedené (aj v predchadzajucich ¢astiach) spésoby manipulacie so signalom
na jeho hraniciach vedu k spojitym pripadom waveletovej analyzy na nejakom inter-
vale. T. j. okrem neovplyvnenych waveletov a funkcii mierky v ,strede” intervalu mame
okrajové funkcie, ktoré nam riesia problém ohranicenosti analyzy v L?(R). Ak su pri-
tom zachované povodné vlastnosti, ako napr. ortogonalita alebo regularita, hovorime o
waveletoch na intervaloch. Vo forme v akej sa vyskytuju v strede intervalu ich mé-
zeme najst’ kaskadovymi algoritmami. Pri krajoch, kde su dilatacné rovnice vyrazne
ovplyvnené, ich méZeme korektne ziskat' pouzitim inverznej transformacie zo spektra,
kde bude prislusny spektralny koeficient jednotkovy a ostatné nulové (takyto postup
bol pouzity aj na obr. 4.1).

Priklad 4.1 Vypocitajte Okrajové filtre pre Db2 s a) D =1 b) D = 3.

Riesenie: Z dilatacnych koeficientov (resp. z filtrov pre analyzu) vytvorme maticu A
(staci s velkostou 6) a z nej nasledne pomocou vztahu (4.7) maticu P:

0.4830 0.8365 0.2241 —0.1294 0 0
A— —0.1294 -0.2241 0.8365 —0.4830 0 0
0 0 0.4830  0.8365 0.2241 —0.1294
0 0 —0.1294 —-0.2241 0.8365 —0.4830
0.2500 0.4330 0 O 0 0
0.4330 0.7500 0 O 0 0
P= 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0.7500 —0.4330
0 0 0 0 —0.4330 0.2500

Vektory (0.2500,0.4330) a (0.4330,0.7500) v matici P st linearne zavislé, t. j. matica L =
(0.2500, 0.4330) bude mat' rozmery 1 x 2. Matice B* potom budii v tvaroch:

100 0 0 0
Y 0 0 ... g _|010 0 0 0
D=17110 0,25 0,4330 0 ... b=4=190 01 0 0 0
0 0 0 0,25 0,4330 0

Okrajové filtre pre Db2 by sme ziskali vhodnou tipravou matic B;,_, a B,_,. Dokoncenie
je ponechané na citatela.
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4.2 Wavelety vo viacerych rozmeroch

Rozsirenie waveletov do viacerych rozmerov je uzko zviazané s konceptom viacroz-
mernych bank filtrov [21]. Vo vSeobecnosti moézeme viacrozmerné waveletové systémy
riesit' bud’ priamym navrhom, alebo transformaciou z jednorozmerného (1D) pripadu.
Trivialne, separovatelné pripady viacrozmernych waveletov moézeme vytvorit’ pomo-
cou tenzorového sucinu pouzitim 1D prototypov tymito sposobmi [8]:

e Standardny pripad — tenzorovym sué¢inom 1D bazovych funkcii. Vysledna 2D
baza bude teda tvorena sucinmi ¢; , a ¥;,, ¢, j,n € Z. Napr. pri pociato¢nej urovni
rozliSenia 0 a pri U arovniach rozkladu bude vysledkom (U + 1)?2 mnozin funkcii,
pomocou ktorych bude signal reprezentovany:

SDU,n(-T) X SOU,n(y) wjm(x) X 9017n(y)

1) X Gin(y) bin(@) X Pinly) "€ BI=LU. (48

e Nestandardny pripad — tenzorovym sucinom analyz s viactiroviiovym rozliSenim
(AVR) [18]. V 2D pripade su potom bazové funkcie tvorené zmenami mierky a
posunmi troch zakladnych waveletov vo(x,y), vt (z,y), Yi(z,y) a funkcie mierky

pp(r,y):

Y(z)p(y) (4.9)
e(z,y) = p(2)Y(y) V(z,y) = P(@)Y(y) - (4.10)

Realizacia oboch pripadov v dvoch rozmeroch a tvar vysledného spektra sti znazornené
na obr. 4.4. Predpokladali sme rovnaky sposob ukladania spektralnych koeficientov,
resp. tvar vysledného spektra 1D signalu ako je na obr. 1.18.

Pri Standardnom rozklade najprv spravime uplnu transformaciu (t. j. vSetky roz-
klady) v jednom smere (napr. v riadkoch) a nasledne uplnu transformaciu v druhom
smere (t. j. v stipcoch).

Pri nestandardnom rozklade vykoname v jednom a nasledne aj druhom smere
iba jeden rozklad a potom tento postup opakujeme, ale iba v lavej hornej Stvrtine.
Priklad nestandardného rozkladu aplikovaného na obrazové data je znazorneny na
obr. 4.5. Pri praci s 2D signalmi sa CastejsSie pouziva nestandardny pripad, ktory ma
oproti Standardnému viaceré vyhody, ako napriklad rychlejsi vypocet a efektivnejsiu
reprezentaciu.

Pri neseparovatelnych pripadoch viacrozmernych waveletov moézeme dosiahnut’
vysSiu anizotropiu bazovych funkcii a tym aj lepsSie zachytit’ lokalnu koncentraciu
energie v signali, pozri obr. 4.6a. Cenou za neseparovatelnost’ systému je vyssi pocet
operacii pri transformacii. Transformacia sa obvykle riesi [41], [8] 2D filtraciou signalu
vzorkovaného pomocou neseparovatelnej vzorkovacej mriezky (v 2D pripade zvycajne
tzv. Quincunx [17]). Prikladom neseparovatelnych filtrov vhodnych na 2D DWT su tzv.
Nevillove interpolacné filtre [41]. Priklady zakladnych waveletov v separovatelnom a
neseparovatelnom systéme su znazornené na obr. 4.6a (jednorozmerné ekvivalenty
dvoch z nich st znazornené na obr. 4.1). Akym spoésobom sa prejavi anizotropia v se-
parovatelnom systéme pri aproximacii obrazu je znazornené na obr. 4.6b.

4.2.1 Wavelety a kompresia obrazov

Dvojrozmerna waveletova transformacia sa da efektivne vyuzit’ pri kompresii obrazu.
V tejto oblasti je momentalne najuspesnejSia a je Standardizovana v kompresnom
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Obr. 4.4. Standardny a nestandardny rozklad 2D signalu pomocou separovatelnej 2D
DWT — vysledné tvary spektier a sposoby ich vypoctu
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Obr. 4.5. Sposob ziskania spektra obrazu pri separovatelnej 2D DWT s nestandardnym

rozkladom



Rozsirenia waveletovej transformacie a ich vypocet 81

DD(4,4) FBI 9/7

"
S
,{‘f\%‘:\\
A5
N
ALK
N NN N/
N/ e NSNS 7 S
\\‘\“"o}'l//niﬁ}‘“\‘\\\\\\‘“\\‘:o;v/lll ARSSSEHL /A2
2 Y SO N
SR ‘\\‘\:\Q&‘\\ N \‘““:: "'I'Z’ﬁ»,ﬂ 3 S S
\ Z N
\Y

\
A\
TN

S W% %
W97 S5 5%

85909,
(/ ‘:“0"&”’

'c,'l 77

7 X
% ’,l,, \\\‘&\\“v‘

b) Original Aproximacia, FBI 9/7 Aproximacia, Neville8

Obr. 4.6. Separovatelné a neseparovatelné 2D wavelety a ich schopnost’ aproximo-
vat’ 2D signal: a) Zakladné wavelety v separovatelnych systémoch (horny riadok, uz
zname wavelety a DD4 — Desalerious-Dubuc wavelet 4. radu) a neseparovatelnych
systémoch (dolny riadok, zaloZené na Nevillovych filtroch 2., 4. a 8. radu). Wavelety
boli ziskané inverznou DWT na matici velkosti 32 x 32. b) Porovnanie aproximac¢nych
vlastnosti separovatelného systému s FBI 9/7 waveletom a neseparovatelného sys-
tému s Nevillovymi waveletmi 8.radu. Vysledky su zobrazené pri zachovani 1/800
povodnej informacie a pouziti kompresného algoritmu SPIHT.

postupe JPEG 2000. VSseobecna schéma kompresného postupu vyuzivajuceho trans-
formaciu je znazornena na obr. 4.8. Najprv je vykonana transformacia vstupného
signalu (obrazu), aby sme ho mohli reprezentovat’ mnozinou jeho spektralnych koefi-
cientov, ktoré potom mozZeme efektivne kvantovat’ (t. j. mapovat’ do mensej mnoziny
diskrétnych symbolov, ¢o ma za nasledok stratu informacie). Ulohou transformacie je
predovsetkym dekorelovat’ obraz (oddelit’ vyznamnu zlozku od nevyznamnej) a ulahgéit’
zohladnenie percepénych kritérii pri naslednej kvantizacii. Signal treba transformovat’
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Obr. 4.7. VSeobecna schéma transformaé¢ného kompresného/dekompresného po-
stupu

tak, aby kvantizator mohol odstranit’ pokial' mozno iba nepodstatnu resp. nadbyto¢nu
informaciu. Poslednym stupnom transformac¢ného kédera je kéder symbolov, ktory
vykonava reverzibilné mapovanie zdrojovych symbolov do vystupného pradu symbo-
lov resp. bitov, pri sicasnom minimalizovani bitovej naroc¢nosti. Tento stupen sa snazi
odstranit’ zbytkové korelacie pritomné medzi zdrojovymi symbolmi. 2D DWT transfor-
maciu zvycajne interpretujeme ako rozklad na subpasma. NajdodlezitejSie poziadavky
na filtre resp. banku filtrov, ktora implementuje danu transformaciu, mézeme potom
zhrnut’ [8]:

1. Maximalizacia kompalkcie energie — ked' transformacia rozklada signal na M
subpasiem, ktoré maju disperzie cr]?-, mozeme definovat’ zisk transformacného
kédovania ako [17]:

1 \~M-1_2
M 2j=0 %5
M—1 :
( =0 ‘7]2')1/ M

Gre = (4.11)
Grc udava pomer rekonstrukénych chyb pri PCM kodovacej schéme a aktualnom
transformacnom kédovani (TC) pri rovnakom objeme vystupnych dat. Vyssi zisk
kodovania podmieniuje spravidla vyssia K-regularita filtrov.

2. Minimalizacia energie aliasingu — v BF st za normalnych okolnosti zarucené
podmienky na eliminaciu aliasingu. Ak sa vSak pri syntéze nepouziju vsetky
subpasma, alebo v subpasmach je rozny kvantiza¢ny Sum, bude rekonsStruovany
signal nadalej obsahovat’ neziaduce komponenty.

3. Dizka filtrov a ,efekt zvonenia“ - dobré oddelenie subpasiem alebo vysoka re-
gularita vyzaduje dlhé filtre. Ich nevyhodou je, Ze Siria kédovacie chyby, ¢o na
hranach v obraze spdsobuje tzv. ,efekt zvonenia“ (dosledok striedania znamie-
nok v impulzovych charakteristikach filtrov). Hrany v obrazku reprezentujeme
jednotkovym skokom [21]. Potom je cielom minimalizovat’ rozdiel medzi jednot-
kovym skokom a odpovedou filtra na jednotkovy skok.

Pri kodovani obrazu treba relativne kratke a ,hladké” filtre s urcitou regularitou
[8]. Ak v biortogonalnych systémoch nie je mozné dosiahnut regularitu pri analyze
aj syntéze, je lepsie pouzit’ regularnu syntézu, ¢im zabranime tzv. ,Sachovnicovému*
efektu.

V ¢om spociva vynimocnost’ waveletovej transformacie? Oproti transformaciam
Fourierovského typu ma Strukturovanu bazu. Nasledkom toho umoznuje reprezen-
taciu signalu na réoznych urovniach rozliSenia a postupny prenos tejto informacie az
po zelanu kvalitu reprezentacie. Naviac existuju v 2D waveletovom spektre hierar-
chie koeficientov, ktoré zodpovedaju priblizne rovnakej priestorovej oblasti v obraze,
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Obr. 4.8. Tvar spektra pri 2D DWT s nestandardnym rozkladom. Vyznacené su hie-
rarchické zavislosti medzi magnitidami koeficientov vypovedajucich o tej istej casti
povodného signalu.

pozri obr. 4.8. V tychto hierarchiach existuju vyrazneé zavislosti medzi hodnotami spek-
tralnych koeficientov. AvSak nejde o zavislosti linearne (wavelety skuto¢ne odstranujua
linearne zavislosti velmi uc¢inne), ale o vyrazné zavislosti v magnitiidach koeficientov.
Tato vlastnost’ spektra DWT vyuzivaju viaceré algoritmy na kompresiu obrazu, napr.
SPIHT [49] a JPEG 2000 [50]. Hierarchie s nevyzna¢nymi koeficientmi sa nazyvaju
stromy nul [48]. Algoritmy vyuzivajice hierarchické zavislosti sa snazia stromy nul
vyhladavat’ a nasledne ich obchadzat’ pri kddovani (zakodovat iba ich polohu).

Pri kodovani obrazu je ¢asto dolezita schopnost’ tzv. postupného prenosu infor-
macie, kde vyzadujeme prednostny prenos informacie, ktora nam najviac redukuje
chybu pri rekonstrukcii. Potom hovorime o tzv. progresivnych kéderoch.

Oznacme body povodného obrazu p, spektralne waveletové koeficienty d a ich re-
konstruované verzie p, resp. d. Potom miera skreslenia E v zmysle strednej kvadra-
tickej chyby (MSE) je pre ortonormalne transformacie invariantna, t. j.:

> i (pi — Pig)? ) ~ > i(dij — dij)?
1 ]\; / :Emse(p_p) :Emse(d_d) - . ]\i ! )

(4.12)

kde N je pocet spektralnych koeficientov. Zo vztahu 4.12 je zrejmé, Ze vyslanie presnej
hodnoty d; ; do dekodera znizi MSE o |d; j|>/N. Z toho vyplyva, ze koeficienty s va¢sou
magnitadou by mali byt prenesené prvé, lebo obsahuju viac informacii.

Tento postup sa da este zefektivnit, ak sa pozrieme priamo na binarnu repre-
zentaciu |d; ;|*/N a v zmysle predchadzajucich tvah budeme prenasat’ ako prvé ich
najdolezitejSie bity a az potom menej vyznacné bity. Ide v istom zmysle o kédovanie
bitovych rovin.

Uvedené principy su blizSie popisané v nasledujucej casti na priklade algoritmu
SPIHT. Kodovaci algoritmus v Standarde JPEG 2000 pracuje na rovnakych principoch.

Algoritmus SPIHT

Algoritmus SPIHT (Set Partitioning In Hierarchical Trees) z r. 1996 [49] je progresivny
koder umoznujuci stratova aj bezstratova kompresiu. Pri stratovej pouziva biortogo-
nalnu DWT s FBI 9/7 filtrami a pri bezstratovej celo¢iselnu S+P DWT (pozri ¢ast’'5.2.5).
SPIHT je zalozeny na troch konceptoch:
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1. ciastoc¢né zoradenie koeficientov podla magnitudy s prenosom pozi¢nej infor-
macie pomocou algoritmu na triedenie do mnozin (algoritmus je duplikovany
v dekoderi)

2. postupny prenos zoradenych bitovych rovin

3. vyuzitie hierarchickej struktuary spektra DWT

bitova rovina | |11, m; | m, |
znamienko S|S|{s|s|S|[S|[S|s|S|[S|[S|s|S|S|S|S

5 1/1/0/0{0/0/0/0/0/0{0/0[{0(0]|0/0

4 —> [1/1/0/0/0|0[0/0|{0/0[|0|0]0]O0

3 > 1/1/1{1]0[{0/0{0{0]0|0 0

2 > 1 (1 |1|1|1|1]1]/1

1 > Sprestiujuce

0 S bity

Obr. 4.9. Priklad koeficientov utriedenych podla magnitady
Podstatné st1 najma procesy ako s mnoziny koeficientov delené a ako je informa-
cia o vyznacnosti koeficientov prenasana. Nech koeficienty st zoradené podla poctu

bitov potrebnych na binarnu reprezentaciu ich magnitady (pozri obr. 4.9). Dekoder
potrebuje na rekonstrukciu koeficientov:

1. informaciu o zoradeni (neprenasa sa, v dekoderi je tvorena duplikovanim triedia-
ceho algoritmu)

2. dcisla u, zodpovedajuce poctu koeficientov d; ; takych, ze 2" < |d; ; < 2"* 4
3. spresnujuce bity.
ZjednodusSena implementacia progresivneho prenosu informacii je potom nasledovna:
1. posli n = [loga(maz; ;)|d; ;|)] do dekodera
2. posli u, a znamienko pre kazdy zodpovedajuci koeficient (triediaci krok)

3. posli n-ty najvyznacnejsi bit pre vsetky Kkoeficienty d;; pre ktoré |d; ;| > 2nt!
(spresnujuci krok)

4. zmensi n o 1 a chod na krok 2.

Cely algoritmus ma pri kodovani a dekédovani rovnaku zlozitost. Prijemna vlastnost’je,
ze dekoder moze byt'identicky s koderom, pricom namiesto , posli“ vykoname ,nacitaj®.

Cisla p, su prenasané nepriamo pomocou koeficientov vyznacnosti. Tie su dalej
kodované pomocou adaptivneho aritmetického kddera. Znamienka a spresnovacie bity
nie su dalej kodované. Reprezentativny vysledok pouzitia algoritmu SPIHT a standardu
JPEG [47] pri vyssich kompresnych pomeroch je na obr. 4.10.
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a) Original b) JPEG 5.2 (quality 4) c) SPIHT
256 x 256 bodov, 8 bpp 0.138 bpp, MSE =212.2 0.138 bpp, MSE = 117.6

Obr. 4.10. Priklad kompresie statického obrazu pomocou algoritmu SPIHT a Standar-
dom JPEG pri kompresnom pomere 58 : 1

4.3 M-pasmové wavelety

Koncept M-pasmovych waveletov predstavuje zovSeobecnenie systémov dyadickych
waveletov. V AVR pri dyadickych waveletoch bola dilata¢na rovnica pre funkciu mierky
dana vztahom (1.51). Jej M-pasmovym zovSeobecnenim je vztah:

o (t)=VM i B (n) @ (Mt —m)  MeZ M>2. (4.13)

Co plati pre h,,,(n), ak baza tvorena pomocou takychto ((t) je ortonormalna? Ozna¢me
hmr (n) = h (n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormalnych DWT plati [23]:

Shin) = VM (4.14)
Zh(MZLer) = 1/VM HQrl/M)=0 1=0,1,...,M —1(4.15)
znjh(Z+Mm)h(n) = 0(m) ;h(n)2:1 (4.16)
|H (W)> + |H (w4 2n/M)* + ...+ |H(w+2r (M —1) /M)* =M. (4.17)

Aka je situacia so zodpovedajucimi waveletmi? Nemame jeden zakladny wavelet, ale
M — 1 zakladnych waveletov ¢y, (t) :

b (t)=vVM > ge(n)o(Mt—-n) k=01,...,M—1. (4.18)

Comu na kazdej arovni rozliSenia zodpoveda M — 1 diferen¢nych priestorov W,, ;. T. j.
pre AVR plati:
Vim = Vm+1 O Wint1,1 ®Wins12® ... © Wi, m—1 - (4.19)

Vsetky zakladné wavelety su ortogonalne k funkcii mierky, t. j. :
/gp(t—n)wk(t—m) 0 S hmg(n—Mk)=0 k=01,... . M-1. (4.20)

Co sme ziskali zov§eobecnenim dyadickych waveletov na M-pasmové ?
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Obr. 4.11. Realizacia M-pasmovej DWT bankami filtrov (schématické znazornenie ana-
lyzaCnej casti) pre M =4
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Obr. 4.12. M-pasmova DWT, schématické znazornenie cCasti frekvenéného spektra
zodpovedajuce jednotlivym podpriestorom v AVR pre M =4

e Stupne volnosti — je vela roznych ortogonalnych waveletov k danej funkcii
mierky

¢ Casovo-frekvenénu rovinu mozeme delit’ linearne aj logaritmicky (pripadne kom-
binaciou oboch)

M -adické wavelety dostaneme, ak pri M -pasmovych waveletoch
zvolime M — 1 waveletov rovnakych. Vznikne cisto logaritmické
delenie TF roviny vo frekvencii pri najhustejsom deleni v ¢ase.

M-pasmova waveletova transformacia (ako je uz zrejmé z nazvu) je realizovana M-
pasmovou bankou filtrov, pozri obr. 4.11.Schématické znazornenie ¢asti frekvenéného
spektra zodpovedajice jednotlivym podpriestorom v AVR je znazornené na obr. 4.12.
Moznosti delenia TF roviny a ich porovnanie s delenim TF roviny pri dyadickych wa-
veletoch je na obr. 4.13.

4.4 Multiwavelety (R-wavelety)

Multiwavelety [36], [37], nazyvané aj R-wavelety su zovSeobecnenim M -pasmovych
waveletov v tom zmysle, Ze sice mame v AVR jednu hierarchiu aproximac¢nych pod-
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a) dyadické wavelety b) M-pasmové wavelety c) M-pasmové wavelety
(max. delenie vo frekvencii) (identické wavelety) =
M-adické wavelety

Obr. 4.13. Porovnanie delenia TF roviny pri dyadickych a Stvorpasmovych waveletoch:
a) dyadické wavelety b) Stvorpasmové wavelety (3 rozne wavelety zaberajuce svojimi
posunmi rozne frekvenéné pasma) c) Stvorpasmové wavelety a ich Specialny pripad
4-adické wavelety — vSetky 3 wavelety su rovnaké, ziskali sme najlepsSie rozliSenie
v Case.

priestorov:
{0} ...CWVCViCVyCV 1 CVy... [*(R), (4.21)

avSak bazy priestorov V,, si1 tvorené pomocou R funkcii mierky ¢y, (¢):

{Gtmn @) =270, 2™ —n),ne Z} k=0,...,R-1. (4.22)
Kedze V) C V), ., pre vektor funkcii mierky @ (t) = [¢o (£), ... , ¢r_1 (t)]* plati:

D(t)=v2> H(n)®2t—n), (4.23)
kde H(n) je postupnost’ Stvorcovych matic rozmeru Rz R. Z vlastnosti AVR vyplyva, Ze
existuje vektor zakladnych waveletov U (¢) = [¢ho (), ... , ¥r_1 (t)]?, pre ktory plati:

U(t)=v2> G(n)d(2t—n), (4.24)

kde G(n) je postupnost’ Stvorcovych matic rozmeru R x R.

Pri multiwaveletovych radoch a diskrétnej multiwaveletovej
transformacii je mozné symetrické a zaroveri ortogondlne riesenie.

Ako pocitame multiwaveletové rady (MWR)?

1. Zvolime poc¢iatoéné V,, tak, aby bol vstupny signal s(¢) aproximovany s dostatoc-
nou presnostou.

2. Pociato¢né koeficienty mierky vytvorime ako vektor pociatoénych projekcii sig-
nalu z(t) do V,, takto:

Co (n) = [com (1), ..., cr1m ()", (4.25)
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Obr. 4.14. Princip vypoc¢tu multiwaveletovej transformacie vektorovou bankou filtrov

kde
Cim (n) = (s(t), pimn (1)) . (4.26)

3. Dalej pokracujeme ich rozkladom:
Cini1 (k) =v2Y Hn)Cp (2k + 1) Dppyr (k) = V2> G (n)Cp, 2k +n) , (4.27)

kde
H(n)=H(-n)G(n) =G (-n) . (4.28)

Pri rekonstrukcii plati:

Cpn (n) = v2Y [H(k) Cy, (2k + 1) + G (k) Dyy, (2k + 1)) . (4.29)
k

Ako vypocitame diskrétnu multiwaveletovii transformaciu (MDWT)? Pomocou tzv.
vektorovych bank filtrov, pozri obr. 4.14. Pritom plati:

e signal spracuvame paralelne v davkach o velkosti R

e pri inicializacii nemo6zeme jednoducho zobrat’ susedné vzorky signalu ako vstup
pre jednu davku (ako pri klasickych waveletoch), lebo nase ¢ (t) existuju v case
naraz, takze je potrebna predfiltracia zodpovedajuca projekcii.

Ako priklad praktickej realizacie multiwaveletov si uvedme Geronimo-Hardin- Mas-
sopust (GHM) multiwavelety (pozri, obr. 4.15). Ich vlastnosti mézeme zhrnut' takto:

e mnoziny {po(t —n), ..., pr—1(t—n)}, {Yo(t—n), ..., Yr_1(t —n)}, n € Z su or-
togonalne

e bazové funkcie su symetrickeé

e funkcie mierky st schopné reprodukovat’ linearne funkcie.
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Obr. 4.15. Geronimo-Hardin-Massopust (GHM) multiwavelety a ich funkcie mierky pri
R=2

Nech R = 2, potom GHM postupnosti matic H(n) a G(n) maju dizku 4:

3 42 3 0
H(O):< %1 53) H(l):<i 1)

S 1v2 10

4.5 Waveletové pakety

Doteraz sme pri waveletoch a ich rozsSireniach rozkladali v priebehu transformacie
iba koeficienty v aproximac¢nych priestoroch V,,. Waveletova paketova transformacia
(WPT) rozklad v nezmenenej podobe aplikuje aj na diferencné podpriestory W, [23].
Tym sa cela situacia v AVR meni, vznikaju nové ,diferen¢né“ podpriestory. V pri-
pade dyadickych waveletov sa cela situacia najlepsSie znazorni binarnym stromom,
pozri obr. 4.16a. Aproximacné priestory st na lavej strane binarneho stromu, ktory
je vpravo neohraniceny. Reprezentacia signalu celym stromom je vyrazne nadbytocna.
Staci pouzit’'iba jeho mali, vhodne vybranu cast), ako je to aj na obrazku naznaceneé.
Tomu, v akych podpriestoroch je signal reprezentovany zodpoveda Specifické delenie
casovo-frekvencnej roviny, pozri obr. 4.16b. WPT umoznuje adaptivne resp. optimali-
zované delenie casovo-frekvencénej roviny a teda pouZzitie iba istej, optimalizovanej ¢asti
kompletného waveletového paketového stromu na reprezentaciu signalu, pozri 4.16c.
Vyber najvhodnejsej stromovej Struktury je ekvivalentny s hladanim najlepsej bazy
[35]. Najbeznejsie kritérium pre vyber najlepSej reprezentacie signalu, formulované
pomocou tzv. ndkladovej funkcie )\, je minimalizacia entropie reprezentacie signalu
(Wickerhauser, Coifman). Ak dlzka signalu je N, potom pre a, po¢et moznych WPT baz
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plati:
a> 2N, (4.31)

Ako teda vyberat najlepsiu bazu, ked’ ich je tak vela? Najjednoduchsie je rozhodovat’
sa priamo pocas rozkladov. T. j. pomocou nakladovej funkcie A sa rozhodujeme, c¢i
rozklad realizujeme alebo nie, podla toho, ¢i by naklady rozlozenim vzrastli alebo
klesli. Kritériom musi byt taka nakladova funkcia, ktorej aditivita sa rozkladom pri
DWT zachovava, napriklad Shannonova entropia E [34]. Ozna¢me s(n) ako vstupny
signal, potom:

E(s)=— Z s(n)?log [s (n)ﬂ (4.32)

n

s konvenciou 0log(0) = 0 . Kritérium teda je:

Ak suma Shannonovych entropii 2 subpasiem, ktoré vznikli
rozdelenim pévodného subpasma, je mensia ako entropia pévodného
subpdasma, je vghodné rozdelenie uskutocnit.

Aka je situacia s bazovymi funkciami pri WPT? Tym Ze rozkladame aj diferencné
priestory, vznikaju bazové funkcie poskladané viacerymi sposobmi z waveletov a fun-
kcii mierok, ktoré sa nazyvaju waveletové pakety. Oznac¢me ich w(t). Bazy priestorov
W SQ potom tvorené posunmi w, ,(t). Dalej stotoznime priestor V,, s priestorom
Wino. Uvedomme si, Ze plati:

Wrno(t —n) = o (t —n) W1 (E—n) = Y (t —n). (4.33)

Waveletové pakety sa moézu od waveletov a funkcii mierky podstatne liSit. Situacia je
najvypuklejsia pri tiplnom rozklade, pozri obr. 4.16d. Vidime, ze vsetky bazové fun-
kcie maju nosi¢ na celom intervale, co je ekvivalentné uplnej strate rozliSenia v case
v TF rovine (analogicky ako je to pri DFT). Ak si vyjadrime pocet prechodov nulou pre
Haarove w,, j, v zavislosti od £, dostaneme postupnost’0,1,3,2,7,6,4,5 . Z poctu precho-
dov nulou mé6zZeme usudit’ na polohu frekvenéného pasma, ktoré pribliZzne zodpoveda
posunom w,, ;. Vidime, ze pri uplnom rozklade vo WPT nie st frekven¢né pasma zo-
radené vzostupne, t. j. v prirodzenom poradi. Ich poradie sa nazyva Palleyho a spat’
do prirodzeného poradia ich mézeme preusporiadat’ pomocou Grayovho kodu a rever-
ziou bitov. V pripade Haarovej WPT s uplnym rozkladom dostavame transformaciu
ekvivalentnu s Walshovou transformaciou v Palleyho poradi [6].

Na obr. 4.16d je znazorneny aj paket w3 g. Vidime, ze jeho znazornenie v TF rovine by
bolo mimo oblasti zobrazenej na obr. 4.16a a na obr. 4.16b. Je dolezité si uvedomit’, ze
rastom indexu k, sa hybeme horizontalnym rezom v celom binarnom strome priestorov
W k- Pri aktualnej polohe v reze teda mozeme mat’ predchodcov, ktorym zodpoveda
v TF rovine aplne ina poloha.
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Obr. 4.16. Princip delenia podpriestorov v AVR pri dyadickej waveletovej paketovej
transformacii: a) Umiestnenie podpriestorov v binarnom strome podpriestorov pri WR
resp. DWT a prikladu WPT b) Sposob delenia TF roviny zodpovedajuce zobrazenej
¢asti binarneho stromu ¢) Reprezentacia priestorov v TF rovine pre WR a priklad WPT
z Casti (a) d) priklad Haarovych waveletovych paketov a rast po¢tu N ich prechodov
nulou
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Kapitola 5
Liffingovd schéma a polyfazovy rozklad

Liftingova schéma [38], [39] predstavuje vyhodny sposob realizacie vypoctov v bankach
filtrov. Jednoducho opisuje zavislosti medzi parmi filtrov, ktoré zdielaju ten isty HP,
resp. DP filter. Poskytuje postup ako moézeme zacat’ z trividlneho pripadu ,lenivého*
waveletu a postupne vybudovat’ par filtrov (a zodpovedajuce AVR) s pozadovanymi
vlastnostami. Odtial pochadza aj nazov ,lifting“, t. j. ,dvihanie“ vlastnosti waveletov.
Pomocou liftingu ziskané wavelety sa zvyknu nazyvat aj wavelety druhej generacie
[39]. Liftingova schéma umoznuje efektivne realizovat’ klasické WT s nasledovnymi
vyhodami:

e urychlenie implementacie WT (napr. v 1D pripade az dvojnasobne)

e jednoduchy navrh vlastnych WT (naviac so zaruc¢enou invertovatelnostou)
e moznost realizovat’ kazdi WT ako celoc¢iselnu

e moznost’ vykonat’ vypocty bez pouzitia pridavnej pamate (t. j. ,in-place®)

Zaroven vsak liftingova schéma svojou Strukturou umoznuje jednoduché a vyrazné
rozsirenia klasickej WT, ktoré mozeme zhrnut' v tychto bodoch:

e konsStrukcia nelinearnych WT [46]
e pouzitie WT pre nerovnomerne vzorkované signaly
¢ konsStrukcia WT na intervaloch, krivkach, povrchoch [44]

Matematické zaklady liftingovej schémy su zalozené na koncepte polyfazovej re-
prezentacie bank filtrov, ktorej sa budeme venovat v nasledujiicej casti. Interpretacia
jednotlivych krokov v liftingovej schéme je tizko spata s predikciou signalov. Pouzitim
konceptu predikcie signalu vysvetlime Struktaru liftingovej schémy v éasti 5.2. Dalej
analyzujeme realizaciu bank filtrov liftingovou schémou zltu¢enim oboch konceptov —
predikéného a polyfazovej reprezentacie bank filtrov.

5.1 Polyfazova reprezentacia bank filtrov

Pri systémoch s roznym taktovanim je ¢asto vhodné reprezentovat filtre (ale aj signaly)
ich tzv. polyfazovgmi zloZkami. Filter s prenosovou funkciou H(z) a impulzovou cha-
rakteristikou h(n) mézeme rozlozit na M polyfazovych zloziek H*(z) pomocou vztahu:

H¥(2)= Y h(k+Mn)z"", k=0,1,...,M —1, (5.1)

n=—oo
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Obr. 5.1. Polyfazova reprezentacia prenosovej funkcie H(z): a) rozklad na M poly-
fazovych zloziek H*(z) b) spdtné zlozenie prenosovej funkcie zodpovedajuce vztahu
(5.2) ¢) ekvivalent (b), avSak v tvare, ked vynika jeho dualita s rozkladom (a) d) Tvar
polyfazového rozkladu, ak chceme pouzit’' iba oneskorenia, porovnaj s (a).
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Obr. 5.2. Polyfazové ekvivalencie pri decimacii a interpolacii: al) — a3) ekvivalencie pre
decimaciu b1) - b3) ekvivalencie pre interpolaciu

resp. prenosovu funkciu z nich mézeme spétne zlozit’ pomocou:
M-1
H(z) = Z 2 FHF (ZM) . (5.2)
k=0

Potom hovorime o polyfazovej reprezentacii H(z) pomocou jej polyfazovych zloziek
H*(z). Rozklad na polyfazové zlozKky je schématicky zobrazeny na obr. 5.1a a spitné
zloZenie prenosovej funkcie na obr. 5.1b. Pouzitim vztahu (3.13) mo6Zeme zloZenie vy-
jadrit' aj v tvare ako na obr. 5.1c¢, v ktorom vynikne jeho dualita s rozkladom obr. 5.1a.

Na zaklade obr. 5.1 s pouzitim zakladnych ekvivalencii vo VR systémoch (3.2) mo-
zeme operaciu decimacie a interpolacie znazornit' v tvaroch ako na obr. 5.2. Vidime,
ze vdaka mocninam z" mozeme filtraciu prestuvat' za podvzorkovanie a pred nadvzor-
kovanie.

Skusme pomocou polyfazového rozkladu zapisat’ M -pasmovua banku filtrov (obr. 3.5).
Kazdu vetvu v analyzacnej Casti mo6zeme reprezentovat’ pomocou obr. 5.2a2. Pre sig-
naly v jednotlivych vetvach po filtracii (X, (z)), plati:

Yo (Z) 1:"8 EZM; Fol gzM l*:'éw*l gzM 1
FlM—l ZM Z_l

i (2) FO(M) Ep (oM
YM—'l(Z) F&1:<ZM> F]bl:(zM) FAJZI_%:(ZM) z*(M*U
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Obr. 5.3. Polyfazova reprezentacia M-pasmovej banky filtrov: a) pouzité polyfazové
matice pre analyzu a syntézu b) presunuté pod- a nadvzorkovanie ¢) zluc¢enie polyfa-
zovych matic

H

N, [

= Fo(z™MZmX(2), (5.3)

kde F, je polyfdazova matica pre analyzu a FF (z) je k-ta polyfazova zlozka r-teho

filtra pre analyzu. Tvar matice Zy; vyplyva z reprezentacie na obr. 5.1d. Po decimacii,

mozeme signaly Y, (z) na zaklade obr. 5.2a3 vyjadrit’ v jednotlivych vetvach pomocou
polyfazovej matice a polyfazovych zloziek signalu X(z) takto:

Yo (2) 0o ... (31 X0 (2)

: —F, P : (5.4)

O O O

Y1 (Z) -1 8 xXM-1 (Z)
Polyfazova matica pre syntézu F, ma rovnaky tvar ako f‘p, su v nej vSak pouzité
polyfazové zlozKky F (z) filtrov pre syntézu. Cela banku filtrov mézeme pouzitim tohoto
pristupu prepisat’ do tvarov schématicky znazornenych na obr. 5.3. Z vlastnosti BF
vyplyva, ze F) je treba v syntéze pouzivat'v transponovanom tvare. Podmienku uplnej
rekonstrukcie potom moézeme formulovat'v tvare:

Fp(z)Fg(z):P(z):Izl le Z. (5.5)

Analyza M-pasmovych bank filtrov v polyfazovom tvare je naro¢na (pozri napr. [17], [21])
a pre nase ucely nie je potrebna. V dalsej casti sa budeme blizSie venovat’ dvojpasmovej
banke filtrov.

5.1.1 Polyfazova reprezentacia dvojpasmovej banky filtrov

V pripade dvojpasmovej banky filtrov rozkladame prenosové funkcie filtrov a signaly
na dve polyfazové zlozky, parnu (e — z angl. even) a neparnu (0 — z angl. odd ). Pre
prenosovu funkciu H(z) potom plati:

H () = H. (%) + 27" H, () (5.6)
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Obr. 5.4. Polyfazova reprezentacia dvojpasmovej banky filtrov
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Obr. 5.5. Model sustavy pre decimaciu signalu: a) klasicky pristup b) polyfazovy roz-
klad

H(z) = Zh (2n)z™" H,(z) = Z h(2n+1)z"". (5.7)
Analogicky mézeme rozdelit’v BF aj filtre G(z), H(z), G(z) a vstupny signal X (z).

Na zaklade vedomosti z predchadzajiicej ¢asti moéZeme polyfazovil reprezentaciu
dvojpasmovej banky filtrov schématicky znazornit’ ako na obr. 5.4. Ako vSak k nej
prejst’ od klasickej reprezentacie dvojpasmovej BF (pozri obr. 3.7) a najst’ jej presnu
matematicktl formulaciu? Zac¢nime s operaciou decimacie v hornej vetve, pre ktoru
plati:

C(z) = (X@HE) 2= [X()HE)] = [(Xe) + 27 X0(0) (He(z) + 27 Ho(:D)] =
= X H(P) + 22 Xo(2) Ho(22) + 27 (Xo(?) He(2?) + Xe(2%) Ho(22) )| -
Operator ()., t. j. ziskanie parnych zloziek, je ekvivalentny podvzorkovaniu. Spésobi, Ze

neparne mocniny z zaniknu a parne mocniny budu polovi¢né, lebo plati, pozri (3.11),
ze C(z) | 2=1/2 {C (21/2) +C (—zl/z)}. Vysledkom teda bude:

C(2) = Ho (2) Xe (2) + 27 H, (2) X, (2) . (5.8)

Cela situacia pri decimacii je schématicky znazornena na obr. 5.5. Pri klasickom spo-
sobe vypocitame konvoluciou vSetky hodnoty a pri naslednom podvzorkovani polovicu
z nich vyradime. Pri polyfazovej reprezentacii ni¢ nevyradujeme, vypocet je efektivnejsi
a je priamym obrazom vztahu (5.8).

Pre vystup z analyzacnej casti banky filtrov plati [8]:

Y() = (C<Z)>— 2 X (), _<f?e<Z>X e
C\PE ) [¢@x @] )\ G Xe(e) +27Go(2) Xo (2)

= F,(2)Z(2)X(2), (5.9)

@
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kde
= H.(z) H,(z) = 1 0 Xe (2)
F = = N Z(z) = X(z) = . 1
p (Z) ( Ge (Z) Go (Z) (Z) 0 Z—l (Z) Xo (Z) (5 O)
T. j. vystup sme vyjadrili pomocou polyfazovej matice analyzac¢nych filtrov a polyfazo-

vych zloziek vstupného signalu (pozri obr. 5.4). Popisom signalov v syntéze dostaneme
(predpokladame nekauzalne filtre):

X (2) = ( ﬁgz; ) = ( zgggifc:(z) ) ( gg’g ) =Z()F ()Y (2), (5.11)
z(z)=<(1) 2) Fp(z)=<g:8 gg;) (5.12)

-1
X (2)=2(2) (Fp(2)) Y(2). (5.13)
Porovnanim vztahov (5.11) a (5.13) zistime, Ze pre uplnu rekonstrukciu bez oneskore-
nia X (z) = X (z), treba aby platilo:
- -1
(Fp(2)) =Fp(2). (5.14)
Plati nasledovna veta [17]:

Veta 5.1 Pre kriticky vzorkovantt Banku filtrov s KIO filtrami je tplna rekonstrulkcia
mozna vtedy a len vtedy, ked’ det (f‘p(z)) _Jje mononom.

Dokaz pre tato vetu neuvedieme, avsak je zrejmé, Ze veta nam zarucuje, Ze pri vypocte
filtrov pre syntézu z filtrov pre analyzu pomocou vztahu (5.14) pri inverzii matice
nevznikne ¢len, ktory by sposobil vznik NIO filtrov. Napr. pri det (f‘p (z)) =1 plati:

He(2) = Gy (271)  Gelz) = —H, (=7") (5.15)

H,(z) = -G, (zfl) Ge(2) = —H, (zfl) ) (5.16)

t. j. dostavame zavislosti zname uz z biortogonalneho rieSenia banky filtrov v casti
3.3.3 ) )
H(z)=-2"'G (—z_l) G(z)=z2"'H (—z_l) . (5.17)

Ortogonalne riesenie BF dostaneme ak je matica f‘p (z) paraunitarna, t.j:

(F, () =FL (=) (5.18)

Definicia 5.1 Matica F(z) je unitarna, ak sa jej inverzna matica rovnd transponovanej
lconjugovanej matici (rozsirenie ortonormality). Paraunitarita znamend, Ze matica F(z)
je unitarna pre vsetky |z| = 1.

Potom plati:
F,(2)=F,(=71). (5.19)

V trivialnom pripade, ked’ plati f‘p (z) =1, je realizovana tzv. ,leniva“ waveletova trans-
formacia, ktora signal iba rozdeli na parne a neparne zlozky.
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Komplementarne filtre

Filtre H(z) a G(z) nazyvame komplementdrne, ak pri ich pouziti v analyzaénej resp.
syntetizacnej casti BF je mozné dosiahnut’ tiplnt rekonstrukciu.

Veta 5.2 Ked sti komplementarne H(z) a G(z), potom sti komplementarne aj H(z) a

G(z2).

Veta 5.3 K danému kauzalnemu KIO filtru H(z) existuje komplementarny filter G(z)
vtedy a len vtedy, ak polyfazové zlozky H(z) st nestidelitelné.

Dékaz: Podla vety 5.1 musi byt determinant polyfazovej matice tychto filtroo mononém.
Nestidelitelnost H.(z) a H,(z) je nutnd, inaé¢ by sa ich spolocny faktor vyskytoval v de-
terminante. Postacujticost vyplyva s Euklidovho algoritmu:

Ak mame nesudelitelné polynémy a(z) a b(z), potom a(z)p(z) + b(z)q(z) = ¢(z) ma jedno-
znacné riesenie. Volbou ziskané riesenie p(z), q(z) predstavuje polyfazové zlozky G(z).

Vidime, ze pri komplementarnych filtroch, resp. polyfazovej reprezentacii banky
filtrov, su dolezitym pojmom sudelitelné a nesudelitelné polynéomy. Kedy st polynomy
nesudelitelné je vysvetlené v ¢asti 6.3 na str. 116.

5.2 Liftingova schéma a jej realizacia

Struéna charakteristika liftingovej schémy bola uvedena uz na zaciatku kapitoly. Teraz
by sme si v kratkosti priblizili principy na zaklade ktorych pracuje. Waveletovu trans-
formaciu implementovanu liftingovou schémou moézeme prekreslit’ podla obr. 5.6. Su
v nom vyznacené zakladné bloky liftingovej schémy pri jednej trovni rozkladu — roz-
delenie, predikcia a aktualizacia [38]:

e Rozdelenim ziskavame dve mnoziny — parne a neparne vzorky signalu.

e Predikciou sa na zaklade hodnoét parnych vzoriek snazime predpovedat, ako
vyzeraju neparne vzorky a tento odhad od nich odé¢itame. Cielom je ziskanie ¢o
najmensich hodnot v HP ¢asti po doprednej transformacii.

e Aktualizaciou sa snazime zmenit’ hodnoty parnych vzoriek na zaklade nepar-
nych tak, aby ¢o najvernejsie odzrkadlovali vlastnosti celého povodného signalu,
t. j. aby predikcia bola uc¢inna aj pri dalsich krokoch. T. j. cielom je zachovanie
charakteru signalu v jeho DP ¢asti po doprednej transformacii.

Pri liftingovej schéme zacinaju vystupovat’ do popredia vlastnosti waveletov resp.
koeficientov mierky z hladiska schopnosti reprezentacie a aproximacie polynémov
(pozri cast’2.1.3). Tieto schopnosti st totiz explicitne vyjadrené prediktormiv prieckach
pri liftingovej schéme. Napriklad prediktory mézu byt schopné na zaklade N parnych
vzoriek vynulovat’ polynomy stupna N — 1 v neparnych vzorkach.

Vypocet v liftingovej schéme postupuje po prieckach, pricom v kazdej dalsej priecke
vyuzivame vysledky z predchadzajucich priecok. Tym moézeme v konecnom dosledku
usetrit’ az polovicu operacii.

Prieckova Struktura nam zaroven zarucuje invertovatelnost’ vSetkého, ¢o v ope-
raciach predikcie a aktualizacie pricitame k signalu. Staci to len v opacnom poradi
odcitat’ (pozri lava a prava Cast’ obr. 5.6). Vlastnost’ uplnej rekonstrukcie a tym aj
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Obr. 5.6. Analyza a syntéza v dvojpasmovej banke filtrov realizovanej pomocou liftin-
govej schémy

biortogonalita zodpovedajucej banky filtrov je automaticky zaruc¢ena. Preto moézeme
pouzit' napriklad aj nelinearne a celociselné prediktory.

Uvedme si teraz niekolko prikladov na realizaciu waveletovych transformacii po-
mocou liftingovej schémy a analyzujme ich funkénost’ a ticelovost. Na otazku ,prec¢o?*
budeme odpovedat’ az v ¢astiach 5.2.1 — 5.2.3.

.Leniva“ waveletova transformacia

S touto transformaciou sme sa uz stretli v ¢asti 5.1.1. Vstupny signal je pri nej iba
rozdeleny na parne a neparne zlozky, pricom charakter oboch zloziek signalu je rov-
naky. Rekonstrukcia je sice uplna, ale o nejakych vylepSeniach v zmysle predikcie a
aktualizacie nemoze byt ani rec.

Haarova waveletova transformacia

Haarova (waveletova) transformacia, tak ako sme sa s nou doteraz stretli, sa vlastne
snazi v DP c¢asti dostat’ priemer susednych vzoriek, v HP casti zase rozdiel. Ak je teda
transformovany signal po castiach konstantny, dostavame v HP ¢asti nulové vzorky.
Realizacia Haarovej transformacie liftingovou schémou zodpovedajuca jednej urovni
rozkladu v banke filtrov je nasledovna (pozri aj obr. 5.7):

1. Signal si rozdelime na parne a neparne casti:

AOm)y=22n) dOm)=z@n+1). (5.20)

2. Najprv aktualizujeme priemer (zatial nie je normovany pomocou 1/2, je to jedno-
ducho stucet):
¢ (n) = (n) +d® (n) . (5.21)

3. A potom na zaklade ,priemeru” predikujeme HP cast:
dV (n) = d© (n) — 0.5¢1) (n) . (5.22)
4. Normalizujeme (K = /2 ):
d® (n) = Kd (n) = 2 (z (2n) — z (2n + 1)) (5.23)
) (n) = %c(l) (n) =% (z(2n) +z (2n +1)) (5.24)

Vidime, Ze vysledné vahovanie koeficientov x(n) pri vypocte c¢(n) a d(n) je ekvivalentné
vahovaniu vo vztahoch (1.54), (1.55).
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Obr. 5.7. Kroky liftingu pri realizacii jednej irovne Haarovej DWT a) rozklad b) rekon-
Strukcia (vSimnite si, akym sposobom je dosiahnuta tplna rekonstrukcia)

DWT s CDF(2,2) waveletom

Waveletovy systém s CDF(2,2) waveletom je schopny reprodukovat’ po ¢astiach line-
arne funkcie, pozri ¢ast’ 2.3.3, vztah (3.58), tabulku 3.1 a systém B2.2 na obr. 2.8.
Realizacia zodpovedajuceho rozkladu signalu pri liftingovej reprezentacii je takato:

1. Najprv si rozdelime signal na parne a neparne casti:

AOm)y=z@n) dOm)=z@n+1). (5.25)

2. Waveletové koeficienty nam urcuju mieru, ako sa nas signal 1iS§i od linearneho
(pozri obr. 5.8):

M (n) = d® (n) = 1 [ (n) + ¢ (n+1)] - (5.26)
x(n) i
Miera
nelinearity,
d(l)(o)
0 I 2 3 4 n

c”(0) d”0) ¢"(1) d(1) ¢(2)

Obr. 5.8. V systéme s CDF(2,2) waveletom vyjadruje HP cast’ signalu mieru nelinearity,
t. j. mieru, ako sa analyzovany signal lisi od (po Castiach) nelinearneho signalu

3. V DP casti chceme zachovat’ aspon priemer, t. j. jednosmernu zlozku signalu.
Hladame rieSenie v tvare:

D (n) = (n) + A 1dY (n) +dV (n - 1)] . (5.27)
(n) (n) (n) (n—1)
Ak uvazime, zZe koeficientov c¢(n) je poloviény pocet ako z(n), musi platit:

Zn M (n) = 3 Zn x(n). (5.28)
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Obr. 5.9. Realizacia jednej irovne rozkladu s CDF(2,2) waveletovym systémom a) kroky
liftingu a vysledné preusporiadanie b) ekvivalencia vypoctu s konvoluciou s filtrami
pre analyzu

RieSenim tejto rovnice s pouzitim vztahov (5.25) — (5.27) dostaneme hodnotu
A=1/4.

Ak nas vstup stotoznime s mnozinou cy(n), nase vystupy budu reprezentovat’ mno-
ziny c1(n) a di(n). Realizaciu vypoétu potom moézZeme zobrazit'v tvare ako na obr. 5.9a.
Uvedomme si, ze aby sme vysledok dostali v klasickom tzv. ,Mallatovom® tvare, je ho
treba preusporiadat. Pomocou obr. 5.9b si lahko mo6zeme skontrolovat, ze nas vystup
zodpoveda konvoluciam s nenormovanymi CDF(2,2) filtrami pre analyzu:

hn) = (-

Pri vypocte rozkladu bolo pouzité symetrické rozsirenie signalu. Na obr. 5.9 je zna-
zornené, ako elegantne sa to riesi v pripade liftingu. Sta¢i jednoducho zdvojenie vdhy
zrkadlového koeficientu vnutri signalu (t. j. prislusné koeficienty na okraji s vahované
—1 namiesto —1/2 a 1/2 namiesto 1/4)

443-1) g =(-41.-3) . (5.29)

0ol

Preusporiadanie koeficientov a vypocet ,in-place”

Reprezentaciu signalu nemusime po kazdom stupni rozkladu preusporiadavat’do kla-
sickej, tzv. Mallatovej reprezentacie (pozri obr. 1.18), ako sme predviedli na obr. 5.9.
VSetky operacie na signali moézeme vykonat’ pomocou jeho logického rozdelenia na
parne a neparne koeficienty. Tie su nasledne navzajom sc¢itavané priamymi vahova-
nymi suctami v oddelenych krokoch liftingu. Na vypocet takto nepotrebujeme Ziadnu
pridavnu pamadit na medzivypocty, ako je tomu pri klasickom vypocte konvolucie (a
to eSte nevravime o podvzorkovani). Ak chceme vysledné spektrum preusporiadat’ do
Mallatovej reprezentacie, musime vysledné pole preindexovat reverziou bitov ich inde-
xov. Tento proces je znazorneny na obr. 5.10.

5.2.1 Kroky liftingu a polyfazové matice

Ako bolo spomenuté na zaciatku kapitoly, existuje silné spojenie medzi polyfazovou
reprezentaciou bank filtrov a liftingovou schémou. A to je, ze prediktory a ,aktuali-
zatory“ v prieckovej Strukture liftingovej schémy moézeme ziskat’ tzv. faktorizaciou
polyfazovych matic F,.
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Obr. 5.10. Sposob preusporiadania spektralnych koeficientov reverziou bitov pri pre-
chode medzi Mallatovou a liftingovou reprezentaciou

Zacnime najprv z opacného smeru. Vychadzajme z trivialnych komplementarnych
filtrov a postupne vylepsujme ich vlastnosti. Nech H(z) a G(z) v BF su komplemen-

tarne, t. j. det (f‘p (z)) =z~ . Potom plati:

e kazdy novy KIO filter H,.,(z) resp. Gnew(2) komplementarny k G(z) resp. H(z)
mozeme vyjadrit’ tzv. liftingom z povodného filtra ako:

™ (2) = H (2) + 5 () G (2) - (5.30)
Potom plati:
= 1S = 1 0
Frew (2) = ( . iz) )Fp FIev (z) = ( S 1 )Fp (5.31)

G (2) = G (2) — 8 (2*2) H(z) (5.32)

e kazdy novy KIO filter H,c,(z) resp Gnew(z) komplementarny k H(z) resp. G(z)
mozeme vyjadrit’ tzv. dudalnym liftingom z pévodného filtra ako:

Grew (z) = G (2) + T (22) H (2) . (5.33)
Potom plati:
FZE“’ (2) = ( T(z) 1 > 1‘5‘10 erw (2) = ( (1) - (1Z71) ) Fp (5.34)
H™" ()= H(:) - T (:72)G(2), (5.35)
kde
S(z)= Z s(n)z"" T (z)= Z t(n)z™" (5.36)

su prenosovymi funkciami KIO filtrov a mo6zu byt interpretované ako prediktory. Uve-
domme si, Ze nové filtre zachovavaju komplementaritu, lebo determinanty matic F,(z)
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a f‘ge“’ (z) ostavaju mononémami (pri dokaze sa vyuziva, det(AB) = det(A) det(B)). Pri
odvodzovani dosledkov sme vyuzivali tieto vlastnosti (formulované pre S(z)):

5(=*) ¢ (z)L =G (2)S(2) 5(2) G ()] =Go(2)S(2) (5.37)

[

—_ o~

P(z) = FL(2)F,(z)=F} ( (1) _Sl(z) ) ( (1) 5(z) )Fp = (5.38)

(st 1)m) (o 70)R o

Platia teda tieto skutoc¢nosti:

1. Modifikacia H(z) resp. G(z) ma za nasledok modifikaciu G(z) resp. H(z) (ak
chceme uplnu rekonstrukciu).

2. Analyzu a syntézu mozeme zamenit, kedZe st vzajomne inverzné.

Pristipme teraz k interpretacii uvedenych vysledkov. Liftingom (5.30) sme ,zlep-
sili* vlastnosti H(z). V prieckovej Strukture je také nieCo mozné len aktualizaciou.
Skutocne, vztah (5.31) zodpoveda aktualizacii parnych koeficientov z neparnych po-
mocou S(z). Maticu f‘; nasobime zlava, teda tato operacia bude na signali pri rozklade
vykonana ako posledna, pozri obr. 5.11. Pri rekonstrukcii zas bude tato operacia (pozri
vztah 5.38) prva a s opac¢nym znamienkom. Analogicky, dualnemu liftingu zodpoveda
predikcia pomocou 7'(z).

C(z) DP

X(z) :CD: re>i C X¢)

Fz)| s@| np so| FE

»z’le@» EEC TN 9@»2

D(z) -

Obr. 5.11. Polyfazova reprezentacia dvojpasmovej banky filtrov s analyzaénym DP
filtrom ,vylepsenym" pomocou aktualizacie parnych koeficientov

Zlep$ovanim vlastnosti H(z) a G(z), t. j. striedanim krokov liftingu a dudlneho
liftingu postupne budujeme systém so ziadanou prieckovou strukturou. Zacat' moézeme
napr. s lenivym waveletom, pre ktory plati F,, () =1, t. j.:

Cz) \ _ [ Xe(»)
( D(2) ) = ( 21X, (2) ) ' (5.40)

Striedanim liftingu a dudalneho liftingu s finalnym normovanim potom dostaneme
polyfazova maticu pre analyzu v tvare:

dualny lifting
K 0 . 1 0 1 S;(2)
N (2
Bo=(5 ) I (i 1) (6 °07)1 e
————

lifting
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1

Zodpovedajucu polyfazova maticu pre syntézu dostaneme inverziou a transponova-

nim (5.41):

- eI (0 ) (e 0 k) e
1/K 0\ ¢ 1 —T; (2! 1 0
o (R e ) e

i=m

Realizacia uvedenych kaskadovych Struktuar je znazornena na obr. 5.12.

Uloha 5.1 Dokdzte, ze determinant f‘;‘ew (z) po krokoch liftingu a dudalneho liftingu zo-
stane monondém.

F(2)
arne ¢ ™ C dudln
@ ; v T+ v 1 (Z)‘ |:| hftlngy
T.(2) |S,(z)| |T,(2) S.) | tifting

X I+ T ]+ 1 be),
a) 2z @ neparne dv d™ 5

F(2)'=F(2)'
e e (T
e S, | T, 5| T
2), R O, S |

N |

x2)

X(z

Obr. 5.12. Uplna reprezentécia dvojpasmovej banky filtrov prieckovou struktirou lif-
tingovej schémy

5.2.2 Faktorizacia polyfazovej matice

Polynomy, ktoré sa vyskytuju v polyfazovej matici, mézeme povazovat za Laurentove
polynomy premennej z, pozri ¢ast’6.3. Pri faktorizacii polyfazovej matice F (=) hladame
rozklad danej matice F,(z) na dolné a horné trojuholnikové matice. Tento postup
je analogicky s Euklidovym algoritmom na hladanie najvac¢sieho spolo¢ného delitela
(NSD) Laurentovych polynoémov. Tie st v naSom pripade prenosovymi funkciami filtrov
v z-rovine. S ohladom na ¢ast’ 6.3 plati:

e Pre Laurentove polynomy nie je NSD jednoznacne urceny.

e Pri faktorizacii odstiepujeme striedavo polynémy 7;(z) (dualny lifting) a S;(z) (lif-
ting), ktoré nam efektivne znizuja Laurentove dizky polyfazovych zloziek.

e Striedanim tychto dvoch krokov sa snazime dopracovat’ k diagonalnej matici s
lconstantami na diagondle, ¢im je vypocet skonceny.

'Treba pouzit’ pravidla pre transponovanie a inverziu stiéinu matic a uvedomit’ si, aky tvar maju
inverzné a transponované matice pre S; a T;, pozri vztah (5.38).
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Zacnime hladat faktorizaciu od zac¢iatku, bez ohladu na vedomosti z predchadzajua-
cej casti. Za akych podmienok bude existovat, v akom bude tvare a ako ju realizovat?

Veta 5.4 Pre dané komplementarne filtre H(z), G(z) vZdy existujit Laurentove polynémy
Si(z) , T;(z) a taka konstanta K, Ze plati 5.41 resp. 5.43.

Dékaz: Kedze k H(z) existuje komplementarny filter, st jeho polyfazové zlozky nesti-
delitelné a pouzitim Euklidovho algoritmu dostaneme ich rozklad v tvare:

( 58 ) :Hl< Qil(z) (1) ) < g ) 7 (5.44)

kede vhodnou volbou kvocientov mézeme vdaka nejednoznacnosti delenia dostat’ A, (z) =
konstanta = C. K danému filtru H (z), vZdy mézeme ndjst komplementarny filter Go(z),
aby pre polyfazovu maticu F, tejto dvojice platilo:

B He(z2) Goe(z) \ L Qi(z) 1 cC 0 B
Fpo(z) = (Ho(z) Ggo(z)>_H< 1 o)(o 1/0)‘ (5.45)

i=1

"2 Qo (2) 1 o\[C o
- H(o " )(Qm(Z) 1)(0 1/0)' (649

i=1

’

Dalej mézeme lubovolny G(z) (napriklad nas pévodny)), komplementarny k H(z), dostat
z Go(z) jedngm liftingom, napr.:

Fp,(2) = < g (12_1) 1 )Fpo (2) . (5.47)

Kombinaciou uvedenych vztahov a substitiiciami: C = 1/K, Q2;—1(z) = =Si(2) a Qai(z) =
—T;(z) je vyjadrené FpT vo vztahu (5.42). Transponovanim by sme dostali (5.43) a
inverziou (5.41), ¢im je veta dokazana.

Dosledkom predchadzajucej vety je, ze ak filtre tvoriace polyfazova maticu st kom-
plementarne, potom faktorizacia existuje a je v tvare (5.41) resp. (5.42). Aka vSak bude
jej konkrétna realizacia? Zaénime s polyfazovou maticou pre analyzu F, (z) a ukaZzme,
¢o by sa stalo, keby sme od nej odstiepili T;(z) alebo S;(z)

i _ He(2) H,(2) —
Fy(2) = ( Ge(2) G, (2) ) B

zvySok po odstiepeni
= < ) ) ) i (5.48)
<H6<z> H::ew(z)) (1 si<z>>:(He<z> H, (2) He<z>sz~<z>)

Ge(2) Gp(2) Ge(2) G,(2) = Ge(2) Si(2)

zvySok po odstiepeni

Situacia, ktora nastane po odstiepeni oboch, T;(z) alebo S;(z), je znazornena na obr. 5.13.
T. j. pri analyze odstiepenia zodpovedaju vytvaraniu priecok v struktiare vlavo od po-
lyfazovej matice. Pri odStiepovani platia nasledovné pravidla:
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e Pri odstiepovani 7j(z) volime T; (z) = H, (
podla toho, ¢i chceme vynulovat’ H* (z

e Pri odstiepovani S;(z) volime S; (z) = H, (z) /H. (z) alebo S; (z)

)

).

podla toho, & chceme vynulovat’ H"¢" (z) alebo G"*¥ (z).

) /H, (z) alebo T; () = Ge (2) /G, (2), t. ]
alebo G2V (z

Go (2) /G (2), t. j.

Pri odstiepovani teda striedavo nulujeme neparne a parne polyfazové zlozky filtrov.
Tym sa snazime ¢o najrychlejsie znizovat’ Laurentove dlzky nefaktorizovanej casti fil-
trov. Spravidla je najlepSou volbou nulovat' vzdy najvacsi polynom.

N2

Ty(z)

Cz)
S 19 S
x| VR e A r-
TI(Z) S/(Z) Fpnew(Z) D(Z) FpngW(Z)T SI(Z)
s 7! * SN L

z

2

X(z)

Obr. 5.13. Polyfazova reprezentacia dvojpasmovej banky filtrov po odstiepeni matice
pre T;(z) a S;(z) pri faktorizacii polyfazovej matice pre analyzu

Priklad 5.1 Ndgjdite faktorizaciu filtrov s prenosovymi_funkciami:

~ 1 1 3 1 1
H(z) = —gZ_Z + ZZ_I + 1 + ZZ - §Z2
~ 1 1 1

G(Z) = 1272 — 1271 + Z .

Riesenie: Rozlozme si prenosové funikcie filtrov na ich polyfazové zlozky:

~ 1 1 1 1
H(z) = {—522—1—%—5,22}—1—21{14—12:2}
—_———
Hc(22) H,(22)
S £ U P B
(z) = {42 +4}+z { 2}
—_—— ————
Ge(22) Go(22)
H,(2) = —tzl 43— 1s H,(z) i+l
Ge(2) = 327" + 1 Go(2) = —3
Sformujme polyfazovit maticu pre analyjzu f‘p(z):
=~ H,(z) H,(z L3 -1y 141,
Fp<z>=<@“ @())=( s PiTRT ata )
e (2) 0(2) 17 T g 2
Jej determinant je mononom:
~ 1 3 1 1 1 1 1 1 1
det (Fp(2)) = (—2at 2 - L)V (A - (A 2 (R _):__
et (Fy(2)) ( §° "1 82)( 2) (4+4z)<4 4 2

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
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t. j. filtre st komplementarne a faktorizacia existuje. Teraz striedavo odsStiepujme. Za-

¢nime napr. s T(z):
= HMv(z) L4l 1 0
Fp(z) - < ggew(z) _% 4 ) ( E(Z) 1 > . (556)

T. j. hladame vzhladom na T'(z) rieSenie pre stistavu rovnic:

N

1, 3 1. . /1 1 ..

~3° +Z_§Z = T(Z)<Z+ZZ>+He (2) (5.57)
g = 16 () r e (5.58)
1 1= z 5 Jev(z). .

Riesenie mézeme zvolit’ tak, ze H,(z) alebo G.(z) ostane nulové. Vynulujme ﬁe (2),
ktory ma vacsiu Laurentovu dlZku. Ak inicializujeme Eulklidov algoritmus s ag = H.(z) a
bp = H,(z), mame po prvom kroku 3 moznosti:

L D) (B4 d2) -
1 3 1
——z71 it —22 = 2) (4 32) +1 (5.59)

7.—1 1 1 1 -1
52’ —5)(14—12)—2 .

Z nich si vyberieme (napriklad) symetrické riesenie a dostavame f“p(z) v tvare:

3 1
Fp(z) = < ! ;42 ) ( 1_%2_1 1 (1) ) : (5.60)

Zopalkovanim uvedeného postupu pre S(z) by sme dostali:

~ 10 1 141 1 0
Fp(z)—<0 —%><o f+4z><_%21_% 1). (5.61)

Na diagonale nam zostali konstanty, takZe sme na konci vypoctu. Teraz uz len treba
vysledok spravne interpretovat.

| =

5.2.3 Realizacia prediktorov

Povedzme, Zze mame k dispozicii faktorizaciu na kroky liftingu, t. j. polynémy S;(z)
a T;(z). Ako pouzit’ ich hodnoty pri vypocte rozkladu v banke filtrov? Je jednoduché
vysledovat, Ze v analyzac¢nej ¢asti banky filtrov vedii dualny lifting a lifting k nasle-
dovnym operaciam (formulovanym v case) [8]:

e predikcia (dualny lifting)

dtY (n) = dD (n) + Yt (k) P (n — k) (5.62)
Vk
e aktualizacia (lifting)
It (n) = W) (n) + 3" s (k) dD (n — k), (5.63)
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kde d/(n) a ¢/(n) predstavuju aktualne verzie vystupnych signalov, t. j. verzie po j
predikciach a aktualizaciach, ako je znazornené aj na obr. 5.6. Ako vSak uvedeny al-
goritmus pomocou parnych a neparnych zloziek z(n) inicializovat? V zasade mame dva
sposoby liSiace sa v tom, ¢i pri rozdeleni z(n) na parne a neparne koeficienty chceme
pouzit’ predstih alebo oneskorenie (pozri obr. 5.14a) pred podvzorkovanim a samotnym
vstupom do polyfazovej matice. Dolezita je poloha parov z.(n) a z,(n) v rovnakom case
(t. j. s rovnakou mocninou z ), pozri obr. 5.14b, od ktorej sa odvija polohovanie na-
sledujucich operacii v prieckach. Toto parovanie sa da v oboch pripadoch jednoducho
overit pouzitim vztahu (5.9) a ekvivalencie (obr. 5.1d). Vstupné vektory pre polyfazova
maticu a zodpovedajuca inicializacia ¢ a d© su:

e pouzity predstih (z'):

vstup = Z X(z) = ( (1) 2?1 > ( ;Z Ez; ) (5.64)
An) = z(2n) (5.65)
d(n) = z(2n+1) (5.66)

e pouzité oneskorenie (2 1):

vstup = Z X(z) = < (1) Z(_)l ) ( ?Z 8 ) (5.67)
An) = z(2n) (5.68)
dmn) = z(@2n-1), (5.69)

kde Z, X(z) a Z boli pouzité v zmysle vztahu (5.9). Spravnou volbou typu inicializacie
mozeme dosiahnut’ predikciu a aktualizaciu koeficientov pouzitim ich najblizSieho
priestorového okolia.

X(z)w @7 )A((z) X(Z)W @7ﬁ(z)

P- pdme
N-nepdrme

Xn) PN PN PN PN PN .

d’(n) a1y ) Jd"n+1)d"(n+2)

s(17™>~3(0) S-1)—5(-2)
C[”[n) c"(n-1) c"(n) c”n+1) c”(n+2) - c"n-2) c"n-1) cVn) c"in+1)
a) oneskorenie v analyze b) oneskorenie v syntéze

Obr. 5.14. Realizacia prediktorov v liftingovej schéme: a) Sposoby ziskania parnych
a neparnych koeficientov pre vypocet b) Zodpovedajuce dvojice koeficientov a tvar
operacii v liftingovej schéme
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Priklad 5.2 Faktorizaciou analyzacnej polyfazovej matice sme dostali (pozri priklad

5.1):
- 2 0 1 144 1 0
Fp(z):<(\)/_ _ﬁ><0 f+4z><_%z—1_% 1). (5.70)

2

Kroky liftingu pre dopredniti a spditnti transformaciu: a) napiste a schématicky znéazornite
v Case b) zndzornite zodpovedajtici model stistavy pomocou polynémov v z-rovine. Pri
analyzacnej ¢asti BF zvolte oneskorenie.

RiesSenie:
Analgza Rekonstrukcia
O (n) = z(2n) dO(n) =z(2n—1) W (n) = %é(n) d®(n) = v2d(n)

d(n) = dO(n) + [~3Om) = O - 1)| | €O (n) = eW(n) — [1dV (0 +1) + 14V (n)]

(n) = cOn) + [1dV(n+1) + 1dO )] | dOn) =dD (@) + [-36O(n) - 16O (n - 1)]
c(n) = v2cM (n) d(n) = %d(l)(n) i(2n) = ¢ (n) #(2n—1) =dO(n)

Graficka reprezentacia, pozri obr. 5.15 je ako v priklade realizacie Liftingu s waveletom
CDF(2,2), pozri obr. 5.9. Rozdiel je iba v tom, Ze teraz sme pouZili normovany tvar a
opacné spdajanie do dvgjic (predtym sme predpokladali v analyze predstih a filtre s inou
fazou). Schématické zndzornenie analyzacnej ¢asti v z-rovine je na obr. 5.16.

0[0] Col1) Co(2) Cof3) Co(4) Co(5) Cif6) 00(7]‘

c(0) d(1) c (1) d(2) ¢(2) d(3) c(3) d(0)

Obr. 5.15. Realizacia jednej trovne rozkladu v ¢ase, zodpovedajtuca systému z prikladu
5.2. VSimnite si posun indexu diferenénych koeficientov, vyplyvajuci z oneskorenia
v analyze

Uloha 5.2 Rieste predchadzajuci priklad v situdcii, ked v analyzacnej ¢asti BF je pou-
Zity predstih a nie oneskorenie. Uvedomte si, ¢o vysledok znamena, aky vplyv to bude
mat na DWT a vlastnosti spektra.

Lifting a interpolacné filtre

DP Filter H(z) nazyvame interpolaény, ak je schopny interpolovat’ koeficienty pres-
triedané nulami (obvykle ako polynéomy R-tého radu). Plati [39]:

Ak je filter polpasmovy, tak je qj interpolacny.
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\'4

—>h———{ > C)

parne gy ; :
X¢) 2 L2
—>rozdelenie| . 1 47 4 : !
, 122 1 N
neparne ' ' '
PAMEL 5S> 5 e

predikcia- aktualizacia
(duélny lifting) (lifting)

Obr. 5.16. Realizacia jednej tirovne rozkladu signalu X (z), zodpovedajuca systému z
prikladu 5.2.

Je to preto, lebo interpoluje parne koeficienty z neparnych, resp. naopak. Polpas-
movy filter ma v impulzovej charakteristike okrem pociatku parne koeficienty nu-
lové. Koeficienty interpola¢nych filtrov vypocitame jednoducho tzv. Nevillovym algorit-
mom [1]. Priklady interpola¢nych filtrov si:

e Haarov wavelet — konstantna interpolacia h(n) = (1,1)
e CDF(2,2) — linearna interpolacia, h(n) = (1/2,1,1/2)

e 4-bodovéa schéma — kvadraticka interpolacia h(n) = (-1/16,0,9/16,1,9/16,0, —1/16).

Aka je ich polyfazova reprezentacia? Kedze pre polpasmové filtre plati A, (z) = 1,
faktorizacia pre prieckovu Struktaru bude v tvare:

- 1 H, B 1 H, (10 1 A,
FW)‘(C:E (;(,)det—l(ée 1+éeﬁo>_<ée 1)(0 1 ) (5.71)

Interpolacné filtre predstavuju takt triedu filtrov, ktoré sa dajtit
v banle filtrov realizovat’ liftingovou schémou v dvoch krokoch.

Doélezita aplikacia interpola¢nych filtrov je napr. v pocitacovej grafike [29], [43],
[44]. Opakovanim nadvzorkovania signalu s naslednou interpolaciou interpolacnym
filtrom mozeme zjemnit’danu siet'bodov a ich hodnot — vysledkom by mala byt hladka
funkcia. Tento proces si mézeme predstavit’ ako inverznu waveletova transformaciu
bez pridavania ,detailov*.

5.2.4 Urychlenie vypoctov

Liftingova schéma umoznuje pouzitim prieckovej Struktary skratit’ vypocet DWT v li-
mitnom pripade az na polovicu. Skuisme vyjadrit’ priemerny pocet nasobeni a sc¢itani
na vypocet jedného koeficientu pri DWT jednostupnovom rozklade klasickym spoéso-
bom a liftingom:
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Typ waveletu DWT klasicky | DWT liftingom | Urychlenie [%]
Haar 3 3 0

Db2 14 9 56

Db3 22 14 57

FBI 9/7 23 14 64

B-spline(4, 2) 17 10 70
Interpolaéné(N, N) | 3(N,N) — 2 5 (N + Ntilde) | ME¥Z2100

Vysledky z hladiska zlozitosti vypoctu moézeme zhrnuat' nasledovne:
e Vypocet FFT , zlozitost' radu N x log(N)
e Vypocet DWT , zlozZitost' radu N

e Vypocet DWT liftingom , dalSie znizenie po¢tu operacii az na polovicu.

5.2.5 Nelinearne a celoéiselné DWT

Vytvorenim prieckovej Struktary vypoétu DWT liftingom sme ziskali moZnost’ pouzit’
v prieCkach takmer l'ubovolné operacie a predsa ostane uplna rekonstrukcia zacho-
vana [45], [46]. Je to sposobené tym, ze cokolvek sme pricitali k jednym koeficientom,
mozeme pri rekonstrukcii aj od¢itat. V tej chvili totiz uz mame k dispozicii identickt
informaciu na zaklade ktorej sme v analyze hodnotu na pri¢itanie vytvorili. T. j. napr.
celoc¢iselni DWT dostaneme nasledovnou modifikaciou pri liftingu:

dG+D) (n) = \‘d(j) (n) + Zt (k) ) (n — k)J (5.72)
vk

U () = {C(” () + X s (k) d) (n ’”J | o
vk

Problém sposobuje iba normovanie na konci vypoctu v analyze, ktoré nepredstavuje
prieckovu Struktiru. Ak ho vynechame, zvysi nam to dynamiku dat, ¢o ¢asto nebyva
najvhodnejsie rieSenie. Druhym rieSenim je vyjadrit’ normalizaciu krokmi liftingu, za
cenu mierneho zvacSenia vypoctovej narocnosti celého procesu, t. j. vyuzit' vlastnost:

K 0 1 K- K? 1 0 1 K-1 10
(0 1/K>:<0 1 )(—1/1{ 1)(0 1 )(1 1>' (5.74)

Tym nam vznikla prieckova struktuara aj z normalizacie, ktori mozeme celocCiselne
aproximovat.
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Kapitola 6
Dodatky

V tejto kapitole st uvedené podporné informacie k uéebnému textu. Priamo suvisia
s waveletmi a bankami filtrov a prinajmensom ich bezna znalost’ je nevyhnutnym
predpokladom na zvladnutie u¢ebného textu. Predpokladame, Ze s vac¢sinou z tychto
informacii sa ¢itatel uz stretol, preto nie st zaradené priamo do textu. Na tomto mieste
uvadzame zakladny prehlad, ktorého tilohou je sumarizovat’iba tie najpotrebnejsie in-
formacie.! Podrobné informacie o tychto oblastiach sa dajii najst'v dostupnej odborne;j
literatare.

6.1 Fourierova transformacia a jej druhy

Fourierova transformacia predstavuje najpouzivanejsi nastroj na zistovanie frekvenc-
nych charakteristik signalov. Suhrnny prehlad jej zakladnych typov je uvedeny v ta-
bulke 6.1. Podrobnejsie informacie o vsetkych typoch st uvedené napr. v [2], [21].
Vlastnosti DTFS a rychly algoritmus vypoctu su uvedené napr. v [7]. Kratkodoba Fou-
rierova transformacia (STFT) a jej vlastnosti su detailne popisané napr. v [21, str. 312].

6.2 Z-transformacia a diskrétne systémy

Definicia 6.1 Nech postupnost z(n) € [%3(2) predstavuje diskrétny signal. Jeho Z-
transformacia je definovana ako

X(z) = Z x(n)z™", (6.1)

kde z je komplexna premennda.

Z-transformaciou kazdému bodu komplexnej roviny ,z“, pre ktory vztah 6.1 konver-
guje, priradime komplexné ¢islo — funkénu hodnotu X (z). Niektoré zakladné vlast-
nosti Z-transformacie st uvedené v tabulke 6.2.

Parametrizaciou premennej z pomocou z = ¢’ vyberame iba hodnoty leziace na
jednotkovej kruznici a dostavame frekvenénu charakteristiku X (Q2) postupnosti
z(n). Parameter () sa nazyva pomerova uhlova frekvencia. Uvedeny prechod od x(n)
k X(Q) je ekvivalentny vypoctu DTFT signalu z(n), pozri tabulku 6.1.

AK z(n) predstavuje odpoved’ diskrétneho systému na Kroneckerov impulz u(n), po-
tom X(z) je prenosova funkcia systému. V tomto texte sa stretneme iba so systémami
s kone¢nou impulzovou odpovedou (KIO). Prikladom takychto systémov su KIO filtre.
Vyjadrenim frekvencnej charakteristiky prenosovej funkcie v tvare

X(Q) = ‘X(Q)‘QM(Q) - M(Q)ej¢(9) (6.2)

'Rozsah textu ani neumoznuje venovat’ sa uvedenym oblastiam podrobnejsie.
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F
ft) (©)
CTFT 0 t 0 0]
FT) | f(t) = o= [ F (w)e*'dw F(w)= [ f(t)etdt
w t
f(t) F(k)
o
* F(o)
21 ‘
0 ! T T ? e e S
0 > i
CTFS ! t 1 K
T
(FR) | f(t) = X F (k) es2mkt/T F (k) =L [2 f(t)e 2T/ Ty
i -3
F(Q
f(n) ft) ( )\/\/_\/
) ° 3
- Flo) ..
2n . . 3
I ol |1 . o
0 i t 0 0,2 0, o
1 n |
DTFT T n Q
f(n) = 3= [T F(Q) eMd) F(Q) = f(n)e i
Q= 271w/w,,
DTFS 1 N n 1 N k
N-1 . N-1
(DFT) | f(n) = X F (k)& /N = L 5 F (k) Wik
N_klzo ‘ N—lk:O
k)= 5 f (n)e 2N = 52 f () Wi
Wy = Bﬁ;})N n=0

Tabulka 6.1. Fourierova transformacia a jej druhy
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| Casova oblast’ | z-rovina | poznamka ||
x(n) X(z)
ax(n) T Fy(n)_| aX (7 Y C)
xz(n — k) 2P X (2)
z(n) xy(n) X(2)Y(2) a,feER
az(n) X(z/a)
z(—n) X(z7h
(=1)"x(n) X(—=z

Tabulka 6.2. Vybrané vlastnosti Z-transformacie

dostavame M (Q2) — magnitudovu a ¢(2) — fazovu frekvenénu charakteristiku
systému. Tie su jednoznacne urcené polohou, po¢tom a radom nul prenosovej funkcie
(KIO systémy maju poly iba v z = 0). Pre uplnost’ uvedme, Ze pod formulaciou ,funkcia
ma (niekde) nulu resp. pol* rozumieme, Ze tam ma nulovtt resp. nekoneénit funkénua
hodnotu. Podmienky na dosiahnutie linearity fazovej charakteristiky st zhrnuté napr.
v [7]. Detailny popis problematiky Z-transformacie a diskrétnych systémov je napr.
v [7], [21], [22].

6.3 Laurentove polynémy a najvacsi spoloény delitel’ (NSD)

V tejto casti si zopakujeme klasicky Euklidov algoritmus na najdenie najvacsieho
spolo¢ného delitela (NSD) prirodzenych ¢isiel. Pripomenieme si Laurentove polynomy
a ich vlastnosti a nakoniec budeme hladat’ich NSD.

6.3.1 Klasicky Euklidov algoritmus na najdenie NSD

Nech a, b € N pricom a > b, b # 0. Potom ich NSD vypocitame iteracne:

apg = a bo =b

Aj+1 = bi bi+1 = a; mod bi . (68)
Vysledok je a,, = NSDd (a,b) , kde n je najmensie ¢islo pre ktoré b,, = 0.
Priklad 6.1 Najdite NSD(50,15).
Riesenie: RiesSenie: iteraciou pomocou Euklidovho algoritmu dostavame:

Li o [1 2]

a; | 50| 15| 5
bi || 1515 | O

t.j. NSD(50,15) = ag = 5.

6.3.2 Prenosové funkcie a Laurentove polynomy

Na prenosové funkcie filtrov sa méZeme pozerat’ ako na Laurentove polynémy [40].
Prenosova funkcia H(z) KIO filtra s impulzovou charakteristikou h(k) je Laurentov
polyném dany ako:

ke
H(z)=Y h(k)z"", (6.4)
k=k;
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kde k;, a k. st najmensie, resp. najvacsie Cisla, pre ktoré h (k) # 0. Stupen L{H (z)}
Laurentovho polynoému je potom definovany ako:

L{H ()} = ke — k. (6.5)

Mononoém je polyném v tvare zP. Ako klasicky polynéom ma sice stupen p, avSak ako
Laurentov polyném ma stupen L {zP} = 0. Plati:

e Suma dvoch Laurentovych polynémov je Laurentov polynom.
e Laurentov polyném je invertovatelny iba ak je to mononoém:.

e Sucin dvoch Laurentovych polynomov stuprniov m a n je Laurentov polynom
stupna m + n.

e Podiel dvoch Laurentovych polynéomov existuje, avsak nie je jednoznacny: T. j.
nech A(z) a B(z) st Laurentove polynoémy, pricom L{A(z)} > L{B(z)}. Potom
vzdy existuje Q(z) (kvocient) stupna L {Q (z)} = L{A(z)}—L{B (2)} a R(z) (zvySok)
stupna L{R (z)} < L{B(z)} taky, Ze plati:

A(z)=B(2)Q(2)+ R(z), (6.6)

t.j.:
Q(z)=A(2)/B(2) R(z)=A(2) mod B(z). (6.7)

e Laurentove polynomy A(z) a B(z) nazyvame nestdelitelné ak NSD (A (z), B (z)) =
zP (t. j. NSD je mononom).

Priklad 6.2 Ngjdite vsetky podiely polynémov A(z) = 271 +6 +z a B(z) = 4+ 4z so
zvyskom stupria 0.

RiesSenie: Treba ndjst polynom Q(z) stupria 1, aby R (z) = A(z) — B (z) Q (z) bol stupna
0. T.j. B(z)Q (z) sa musi rovnat’ A(z) v dvoch zlozkach:

1. rovnost' pri 2~ a 2°: Q(z) =L (z71+5), R(z) = —42
2. rovnost' priz~t a z': Q(z)=7("1+1), R(z) =4
3. rovnost' pri 2° a z': Q(z) =1 (5271 +1), R(z) = —4271

6.3.3 Euklidov algoritmus na najdenie NSD Laurentovych polynomov

Nech A(z) a B(z) su Laurentove polynémy, pre ktoré L{A(z)} > L{B(z)} a B(z) # 0.
Oznaéme Ay(z) = A(z), Bo(z) = B(z). Ich NSD vypocitame itera¢ne ako:

Ao(2) = A(2) Bo(2) = B(z)

6.8
A1 (2) = Bi (2) Buisa(2) = Ai () mod Bi(2) . 6.8)

Vysledkom je také A,, kde n je najmensie Cislo, pre ktoré B,, = 0. Potom:
An(2) =NSD(A(z),B(z)) . (6.9)

V maticovom tvare mozeme postup opisat’ takto

Aiy1(z) \ _ [0 1 A; (2)
( Biy1 (2) ) - ( I —Qi(2) ) ( B; (2) ) ’ (6.10)
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pricom vysledkom je

An(Z) . 1 0 1 A(Z)
( 0 >_g<1 —@(z))(B(Z))’ (6.11)

kde Q; (z) = A;—1 (2) /Bi—1 (). Invertovanim vztahu dostavame:

A(z) ol Qi(z) 1 Ay (2)
(50)- 1“7 0 ) (7)) 0.2

resp. v transponovanom tvare:

1

_ Qi(z) 1

(A=) B )=(4) o)ll( C o ) (6.13)

Priklad 6.3 Ngjdite NSD polynémov A (z) = 271 + 6+ 2 a B(z) = 4 + 4z a zistite ¢i s
T

nestdelitelné. Napiste maticovy rozklad vektora ( A(z) B(z) ) .

RiesSenie: Iteraciou v Euklidovom algoritme dostavame:

[i o 1 (2|
A) [zt +6+2 | 4+42 4
Bi(z) || 4+ 4= 4 0
Qi) CRE T

t.j. NSD(A(z), B(z)) = 4 ¢o_je monondém a polynémy sti teda nestidelitelné. Plati:
Az) \ [zt +6+2 )\ [ (zl+1)/4 1 1+2z 1 4
B(z) | ~ 444z - 1 0 1 0 0)°
resp.:

(AR) B() )=(#"+6+2 4+4z ) =(4 0)(11“ (1))((;;—14{1)/4 é)

6.4 Hilbertove priestory a rozklady signalov

V tejto casti zopakujeme niektoré zakladné pojmy z linearnej algebry [3], zakladné
vlastnosti Hilbertovych priestorov [5], principy a vlastnosti projekcie do vektorov a
priestorov s ortogonalnymi a neortogonalnymi bazami [5], [21], interpretaciu transfor-
macie ako projekcie a zakladné vlastnosti ramcov [23].

Pod pojmom vektorovy priestor rozumieme linearny priestor nad polom C resp.
R v zmysle [3], [5].

Definicia 6.2 Podpriestor vektorového priestoru £ je taka podmnozina M C &, pre
ktorti plati:

1. Ve,ye M; x+y e M

2. Vx e M aprea e C alebo o € R plati, Ze ax € M.
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Definicia 6.3 Linearny obal L(B) mnoziny B C £ s prvkami B = x; je podpriestorom
& a plati:

L(B) = {Zai:pi;aiGCaleboR, xiEB} . (6.14)

Definicia 6.4 Bdazou vektorového priestoru £ nazijjvame neprazdnu podmnozinu B C
& prave vtedy, ak L(B) = £ a B je mnozina linearne nezavislych vektorouv.

Definicia 6.5 Hilbertov priestor £ je vektorovy priestor £, ktory je uplny a na ktorom
je definovany skalarny sucin ktory oznacujeme (,).

Definicia 6.6 Velkost’ vektora x (oznacujeme ||z||) je v Hilbertovych priestoroch dana
skalarnym stcinom ||z|| = /(z, ).

Definicia 6.7 Nech £ je Hilbertov priestor, potom:
1. Prvky z,y € £ sa nazyvaji ortogonalne (z L y), (z,y) = 0.
2. Prvok x € & je ortogonalny na podpriestor M C &, ak preVy € M platiz 1 y.

3. Podpriestory M1, My C £ sa nazyjvagjit ortogonalne, ak pre Vx € My, Yy € My
platix 1 y.

Definicia 6.8 Nech M; st1 podpriestory Hilbertovho priestoru £. Ak kazdy vektor x € £
mozZeme jednoznacne vyjadrit'v tvare x = x1 + x2 + ... + x, pricom z; € M;, potom &£ je
priamou sumou podpriestorov M,. Piseme £ = M1 ® M1 @ ... & My.

Definicia 6.9 Nech M je podpriestor Hilbertovho priestoru £. Potom ortogonalny do-
plnok k M v £ je mnozina M+ = {z € £; L M}.

Veta 6.1 Nech podpriestor M C & je uzavrety. Potom pre dany vektor z € £ existuje
reEMaye Mt také, ze » =z +y. T.j. plati: E = M o M=,
6.4.1 Separabilné Hilbertove priestory

Hilbertove priestory obsahuju spocitatelné bazy vtedy a len vtedy, ak su separabilné.
Priklady takychto priestorov st nasledovné priestory.

Komplexné / realne priestory

Komplexny priestor C" je mnozZina vSetkych n-tic z = (x1,z9, ... ,z,) s koneénymi
hodnotami z; na mnozine C. Skalarny sucin je definovany ako:

(z,y) => ziy; x,yel”. (6.15)
=1

Analogicka definicia plati aj pre R". Kvoli jednoznacnosti budeme pouzivat’aj klasickeé
oznacenie:
T = (.7511}2 :L’n)T . (6.16)
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Priestor /%(Z2)

Vektormi z v priestore [?(Z) sa postupnosti z(n) € C, n € Z s konec¢nou energiou
||z|| < co. ZvyEajne reprezentuju signaly diskrétne v éase. Skalarny sucin je definovany

ako:
o0

(x,y) = Z z(n)y ()" z,yecl*2). (6.17)

n=—0oo

Priestor L?(R)

Vektormi z v priestore L?(R) su funkcie z(t) € C, t € R, ktoré su kvadraticky integro-
vatelné a naviac ||z|| < co. Skalarny sucin je definovany ako:

(@, y) = /teRx(t)y(t)*dt 2y € LXR). (6.18)

Analogicky mozeme pre funkcie n premennych definovat’ priestory L%(R"™).

6.4.2 Ortonormalne bazy
Mnozina B = {b;} tvori ortonormalny systém v priestore £, ak plati:

Vbi,bj € B; (b, bj) =0(i—j). (6.19)
Ortonormalny systém B tvori ortonormalnu bazu priestoru &, ak vSetky = € £ mo-

zeme vyjadrit’ ako:
x=> by, (6.20)
k

kde «; nazyvame spektralne koeficienty a vypocitame ich ako
a = (b, x) . (6.21)
Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost’

z]|* = > (b, z)|> Yz e €. (6.22)

Analogické tvrdenia platia aj pre ortogondalne systémy, vo vztahoch je iba pridana
normaliza¢na konstanta.

6.4.3 Biortogonalne bazy

Nech mnoziny B = {b;} a B = {51} su bazami priestoru £. Tieto bazy st navzajom
duadlne resp. biortogonalne, ak:

e ich bazové vektory su navzdjom ortogonalne, t. j. biortogondlne:

<bi, B]-> =5(i—j) Vi,jZ (6.23)

e zaroven existuju kladné konec¢né konstanty C, D, C, D, ze pre Vz € £ plati:
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Obr. 6.1. Znazornenie ortogonalnej projekcie vektora =z € R® do podpriestoru S; ¢ R?
daného ako L ({s1,s2}). Plati z — £ 1.S,.

Cllel < X l{be o) < DYl Cllal® <3| (o) < Dllal” . (6.2
k k

Potom signal x € £ mozeme vyjadrit’ ako

=Y (b, ) Z<bk, > . (6.25)
k

k

Parsevalova rovnost' ma tvar:
Izl =3 (bi2)" (bi,w) Vae&. (6.26)
6.4.4 Ortogonalna projekcia a aproximacia signalu

Definicia 6.10 Ortogonalna projekcia (priemet) vektora x do vektora s je zloZka velk-
tora x v smere vektora s nazgyvand x s

_ (s,2)
s = 2
Il

kde skalar x5, nazjvame siradnicou vektora = vo vektore s.

P (6.27)

Aproximujme z € £ v uzavretom podpriestore Sy s bazou Sy = {s1,s2,...8%}, s;i € €,
|sill =1, i = 1...k. Oznaéme ortogonalnu projekciu z do S; ako #(¥). Plati

k

2™ =3"(si,2) 8. (6.28)

i=1
Priklad projekcie vektora do podpriestoru Sy C R? je znazorneny na obr. 6.1. Ozna¢me
vzdialenost' medzi = a #(*) ako dj,. Plati (z — %) LSk a zaroven

d=|x— 2| =min |z —s|| Vse Sk. (6.29)

Aproximacia ortogonalnou projekciou vzdialenost’ d minimalizuje. Hovorime, Ze je naj-
lepsia v zmysle najmensich stvorcov. Z hladiska aproximacie existuju dva zakladné
pripady:
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62 A b2
X, —A<ub'2,x>b2
€

fclj:"(bl ,X)b,

% =z b,
a) ortonormalna baza B b) neortogonalna baza B
B = {bi,bs} = {(V3/2,-0.5),(05,V3/2)} B = {b1,bo} = {(15,-0.5),(1,1)}
B=B B = {bi,b} = {(0.5,-0.5), (0.25,0.75)}

Obr. 6.2. Priklad reprezentacie signalu z = {1, 0.5} v £ = R? pomocou bazy B s vyzna-
cenim bazy B, dualnej k B: a) B je ortonormalna, b) B je neortogonalna.

A) Nech S; je ortonormalna baza Si. KedZe s; su vzajomne ortogonalne, zachovava
sa vlastnost’ najlepSej aproximacie pri danom k£ v zmysle najmensich Stvorcov a
plati vlastnost’ postupnej aproximacie:

20D = 3 0) 4 (g ) s (6.30)

B) Ked Si, baza S; nie je ortonormalna, neplati vlastnost’ postupnej aproximacie,
t. j. pri aproximacii v Sy nemozeme pouzit’ aproximaciu v S;_;, je nevyhnutné
celt aproximaciu prepocitat’ znovu. Napr. na obr. 6.2b ak spravime projekciu
x do jednorozmerného priestoru s bazou {s;}, nemoézeme ju vyuzit’ pri tvoreni
aproximacie v priestore s bazou {si, s2} (pozri vetu 6.4 na str. 123).

Priklad reprezentacie vektora x v oboch pripadoch je znazorneny na obr. 6.2. VSimnite
si pouzitelnost’ aproximacie () pri vyslednej reprezentacii.
6.4.5 Zmena suradnic pri prechode k inej baze v C”

Nech A = {aj,a9,...,a,} a B = {b1,be,...,b,} st bazy Hilbertovho priestoru C". Prepi-
sanim do maticovej notacie dostaneme Stvorcové matice hodnosti n:

A:(dl,dQ,...,dn) B:(Bl,i)g,...,bn) , (6.31)
kde a; = al a b; = b su stlpcové vektory.

Veta 6.2 Kazdy vektor z bazy B méZeme jednoznacne vyjadrit’ ako linearnu kombindaciu
vektorov bazy A, t. j. platiB = AP 4.
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Definicia 6.11 Maticu P ,p nazgvame maticou prechodu od bazy A k baze B. Ana-
logicky P p 4 je maticou prechodu od bazy B k baze A. PlatiPpy = P;uls'

Veta 6.3 Nech © € C" ma v baze A suradnice 7 (A) = (r1,29,...,2,)" av baze B sturad-
nice 7 (B) =3 = (y1,%2,-..,yn)’ . Potom plati:

Z(B) = P 7(A) = Ppai(A). (6.32)
V praxi su nase vstupné vektory reprezentaciou diskrétnych signalov v ¢ase. Potom:
A=1, P,zs=1'B=B, (6.33)
kde I,, je jednotkova matica hodnosti n.

Definicia 6.12 Doprednou transformaciou signdalu z(n) = z(I) = & € C" nazgvame
zmenu vektora = na vektor § = z (B). V stilade s (6.32) ju zapisujeme v tvare

j="Tz, (6.34)

kde
T= PfBl —B! (6.35)

je tzv. transformacéna matica. Vektor i predstavuje spektrum signalu z a_jeho zlozky
y; jednotlivé spektralne koeficienty.

Signal rekonstruujeme spéitnou transformaciou:

bin ... bin Y1
T = T ly=By=| ... ... .. = (6.36)
bnl bnn Yn
bi1 bi2 bin B B B
= 1+ Y2 + ...+ yn:b1y1+bgy2—|—+bnyn(637)
bnl bn2 bnn

Pri doprednej transformacii v podstate zistujeme, ako sa vektor z podoba na riadky
transformacnej matice. Ziskanymi koeficientmi vahujeme pri rekonstrukcii z jednot-
livé vektory bazy B. Co vSak predstavuju riadky transformacnej matice T?

e Pre ortonormalne bazy B = {b;}, vyplyva z vlastnosti matic
T=B'=B", (6.38)
t. j. riadky matice T su konjugované bazové vektory b;.

e Vseobecne platna interpretacia je, Ze riadky matice T = B! predstavuju bazové
vektory bazy B, dualnej k B v zmysle casti 6.4.3. Podmienku duality baz (6.23)
totiZ mozeme rozpisat’ ako

<51,b1> - <52,b2> —1 <51,b2> - <Bg,b1> -0, (6.39)
Cco v maticovom tvare znamena:
B'B=1=B"B, (6.40)

z ¢oho vyplyva _
T=B'=8B"T. (6.41)
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mAF R
)

Obr. 6.3. Geometricka reprezentacia vety 6.4. Zobrazené su dualne bazy z obr. 6.2.
Hladame suradnice vektora x v baze B. Plati z = #; + 25. Vektory #;, i, ziskame
ortogonalnou projekciou do bazovych vektorov bazy B. Napr. pre #;: 1. spravime pro-
jekciu  aj by do b; 2. z podobnosti trojuholnikov XY Z a XY'Z' a pouzitim vlastnosti
6.39 dostaneme ||Z1]|. Pouzitim jednotkového vektora v smere vektora b, dostaneme
1 = (b1, )by

Zistené vlastnosti moézeme sformulovat’ v nasledovej vete:

Veta 6.4 Suradnice vektora x vo vektorovom priestore s bazou B, ziskame jeho ortogo-
nalnou projekciou do vektorov bazy B, dudalnej k baze B.

Pripomenme si, Ze suradnice vektora = vo vektorovom priestore s bazou B tvoria spek-
trum signalu ziskané doprednou transformaciou. Dosledky vety 6.4 moZeme v zmysle
definicie 6.12 vyjadrit’ ako:

g = Tz=B"z= ( §§1x§ ) (6.42)
bg,x
T = T_lg:ng: ( Bl [_)2 ) ( gg;zi ) = <l~)1,l‘>51+<l~)2,$>l_)2. (6.43)

Geometricka interpretacia dosledkov vety 6.4 je znazornena na obr. 6.3.

6.4.6 Ramce

Definicia 6.13 Ramcom vo vektorovom priestore £ nazjvame neprazdnu podmnoZinu
B = {¢»}, B C E prave vtedy, ak L(B) = £ aVf € £ existuyji kladné konecné konstanty
C, D také, ze plati:

CIFIP < D2 1 f hman)l> < DIIFI - (6.44)
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Ramce nie st nevyhnutne linearne nezavislé mnoziny. Reprezentacia vektora pomocou
ramcov moze byt nadbytoéna a nejednoznacéna. Ak C' = D, ramec sa nazyva tesnyg a
naviac ak |9, »|| = 1, potom C udava mieru redundancie ramca oproti baze (ak C' = 2,
potrebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie f). Ak C = D =1 ||¢p, || = 1 ramec {¢p, }
tvori ortonormalnu bazu priestoru £.
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Zoznam pouzitych skratiek a symbolov

Skratky

1D,2D Jednorozmerny, dvojrozmerny

AVR Analyza viactrovnovym rozliSenim (MultiResolution analysis)
BF Banka filtrov

bpp Pocet bitov na bod (bits per pixel)

BT Blokova transformacia

CDF Cohonen-Daubechies-Feauveau

CQF Konjugované kvadraturne filtre

CBS Celobodova symetria

CTFT Continuous Time Fourier Transform (znama pod skratkou FT)
CTFS Continuous Time Fourier Series (zname pod skratkou FR)
CSS Cislicové spracovanie signalov

TF Casovo-frekvenéné (Time-Frequency)

DbK Daubechieovej wavelet radu K, t. j. s K nulovymi momentmi
DD Deslauriers-Dubuc

DFT Diskrétna Fourierova transformacia

DTFT Discrete Time Fourier Transform

DTFS Discrete Time Fourier Series (znama pod skratkou DFT)
DOT Diskrétna ortogonalna transformacia

DLT Diskrétna linearna transformacia

DMWT Diskrétna multiwaveletova transformacia

DP Dolnopriepustny

DWT Diskrétna waveletova transformacia

FR Fourierove rady

GenLOT Zovseobecnena prekryvna ortogonalna transformacia

GLBT Zovseobecnena prekryvna biortogonalna transformacia

FT Fourierova Transformacia

GHM Geronimo-Hardin-Massopust

HP Hornopriepustny

JPEG Joint Photographics Experts Group

KIO Konec¢na impulzova odpoved’

LOT Prekryvna ortogonalna transformacia (Lapped orthogonal transform)
MSE Stredna kvadraticka chyba (Mean Square Error)

MWR Multiwaveletové rady

NIO Nekonec¢na impulzova odpoved’

NSD Najvacsi spolo¢ny delitel’

PR Periodické rozsirenie (signalu)

PBS Polbodova symetria

PCM Pulzne k6dovana modulacia

QMF Kvadraturne zrkadlové filtre (Quadrature Mirror Filters)
RWT Rychla waveletova transformacia

STFT Kratkodoba Fourierova transformacia (Short Time Fourier Transform)

SCG Skalogram
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SPG Spektrogram

SPIHT Algoritmus ,Subband Partitioning in Hierarchical Trees"
SR Symetrické rozsirenie (signalu)

SWT Spojita waveletova transformacia

TC Transformacné kédovanie (Transform Coding)

TF Casovo-frekvenéna (Time-frequency)

TS Casovo-mierkova (Time-scale)

UR Uplna rekonstrukcia

VR Viacrychlostné (systémy), angl. multirate

WF Waveletové ramce (Wavelet frames)

WPT Waveletova paketova transformacia

WR Waveletové rady

WT Waveletova transformacia

zZT Stromy nulovych koeficientov (Zerotrees)

Matematické symboly

12
riadky/stlpce
On

®

apm(t)’ aPpm
C,R, Z
cN, RN

Cy» Cyp12
cm(n), Cmom
(@ (n)
dm(n), dmn
4@ (n)

3(t)

oznacenie komplexnej konjugacie hodnoty, resp. funkénych hodnot
priama suma podpriestorov Hilbertovych priestorov

oznacenie duality (napr. ¢ () je dualny wavelet k 1(t))

oznacenie stlpcového vektora.

. o= [2(0),z(1),..., (N - 1)

Priklady pouzitia: s T (xo 71.. -JJN_1)T , NeZ
skalarny sucin

diskrétna konvolucia h(n)*xz(n) = >, h(k)z(n—k), nkeZ
absolutna hodnota

velkost’ vektora v Hilbertovom priestore

cela cast' realneho c¢isla

podvzorkovanie resp. nadvzorkovanie signalu faktorom M
vynechanie kazdého druhého riadku resp. stipca v matici {;

nulova matica rozmerov Nz N
operacia aktualizacie v liftingovej schéme

(n) spojita/diskrétna aproximacia signalu na trovni rozliSenia m v AVR
mnoziny komplexnych, realnych a celych c¢isel
Hilbertov priestor vektorov dizky N nad mnozinou komplexnych
a realnych cisel
normalizacna konsStanta pri vypocte spidtnej SWT
koeficienty mierky pri DWT a WR na urovni rozliSenia m
koeficienty mierky vo faze i pri vypocte WR a DWT liftingom
waveletové koeficienty pri DWT a WR na urovni rozliSenia m
waveletové koeficienty vo faze i pri vypocte WR a DWT liftingom

. . 1 t=0

Diracov impulz, 6(t) = 0 t£0° teR
diferencialny operator pre wavelet s K-nulovymi momentmi

)
dem(t), de(n) spojity/diskrétny detail signalu na urovni rozliSenia m v AVR
)

determinant matice
prenosoveé funkcie k-teho filtra pri analyze/syntéze v M-pasmovej BF
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B(s)
F(z), F(2)
foz

v(t), T'(w)
Gre

H*(2)
chmvsG'konv
Py (n) s mr (n)

PSn (tl
P(t), ¥(t)
Yryp(t)
w[a,b] (t)
VYimn(t)

Vi (8): U (D)

Qy
(Rl[R]

Ra(2), Rp(2)
rf

Stw

Sa

SM

Sm

entropia signalu s

polyfazové matice pre analyzu/syntézu v M-pasmovej BF
vzorkovacia frekvencia

vyhladzujuaci operator

zisk transforma¢ného kodovania

impulzova charakteristika filtra a zodpovedajtiica prenosova funkcia
prenosova funkcia s konjugovanymi koeficientmi pri vSetkych
mocninach z

impulzové charakteristiky filtrov analyzac¢nej casti
dvojpasmovej BF

impulzové charakteristiky (DP, HP) filtrov syntetiza¢nej casti
dvojpasmovej BF

k-ta polyfazova zlozka prenosovej funkcie H(z)

konvoluéné matice pri vypoctoch v bankach filtrov

dilata¢né koeficienty

jednotkova diagonalna matica rozmerov NxN

K-regularita, pocet nulovych momentov waveletu

resp. jeho dualneho waveletu

normalizaéna konstanta v liftingovej schéme, Ky € R — {0}
Hilbertov priestor spojitych 1D funkcii s konec¢nou energiou
Hilbertov priestor spojitych 2D funkcii s koneénou energiou
Hilbertov priestor sekvencii s kone¢nou energiou

linearny obal mnoziny M

polyfazova matica

k-ty moment spojitej funkcie

k-ty moment diskrétnej funkcie

dizka diskrétnych signalov

dizky impulzovych odpovedi filtrov pre syntézu resp. analyzu
pomerova uhlova frekvencia 2 = %w

stredna uhlova frekvencia, siradnica stredu TF okna (signalu)
vzorkovacia uhlova frekvencia, w,, = 27 f,.

operacia predikcie v liftingovej schéme

prenosova funkcia polpasmového filtra

funkcia mierky a jej dual

Spline funkcia mierky radu M

zakladny wavelet a jeho dual

zakladny wavelet daného typu

wavelet so zmenou mierky ¢ a posunom b

wavelet na arovni rozliSenia m a s posunom n

wavelet daného typu, Napr.: Haar, DbK, Mex, B K.K, Sinc,. ..
kvalita waveletu

rozdelenie resp. spatné zlozenie parnych a neparnych koeficientov

v liftingovej schéme

prenosové funkcie pre aliasing resp. celkovy prenos v dvojpasmovej BF
regularita funkcie f(¢),t € R

stred ¢asovo-frekvenéného okna v T'F rovine. Plati Sy, = (tg,wo)
ortogonalny priemet vektora s € £ do vektora a, a,s € £

ortogonalny priemet vektora s € £ do podpriestoru M C &

aproximacia vektora s v priestore M C £



132

Zoznam pouzitych skratiek a symbolov

SV s 8Win
Si(z), Tl-(z)
st(2)
STFTy(w,T)
SWTy(a,b)
Oty Oy

to

T,, Ts

U
WR¢(m,n)
Vs Wi,
W,k (t)

Wi k(%)
z-rovina

Z[f(0)]

aproximacie vektora s € £ v V,,, W,, C £. Plati sy, = apn,, Sw,, = den,
polynomy predikcie resp. aktualizacie v i-tom kroku lifting

stupen Laurentovho polynomu

kratkodoba Fourierova transformacia funkcie f(¢)

SWT funkcie f(t)

velkosti polovic stran TF okien funkcii

stred TF okna (signalu) v case

transformacéné matice pri analyze a syntéze v BF

1 n=0
0 n#0
pocet tirovni rozkladu pri DWT
waveletovy rad funkcie f(¢)

sumacny resp. diferenény podpriestor na tirovni rozliSenia m v AVR
waveletové pakety

podpriestory pri rozklade signalu pomocou WPT

oznacenie roviny komplexnej premennej ,,z*

Z-transformacia funkcie f(t)

Kroneckerov impulz, u(n) = { ,neZ



Register

algoritmus
Euklidov, 98
klasicky, 115
pre Laurentove polynomy, 116
kaskadovy, 38, 78
podmienka konvergencie, 39
Nevillov, 110
aliasing, 53, 55
eliminacia, 60, 61
Analyza viactirovnovym rozliSenim (AVR),
23, 23-30
hierarchia podpriestorov, 24, 25
vlastnosti, 24
aproximacia, 27
autokorelacia, 50, 67

banka filtrov, 53
dvojpasmova, 58
biortogonalne rieSenie, 63
maticovy tvar, 65
ortogonalne riesenie, 63
polyfazova reprezentacia, 95
QMF rieSenie, 62
iterovana, 66
mpasM-pasmova, 57, 86
polyfazova reprezentacia, 93
vzajomné zavislosti filtrov, 63, 64
baza
biortogonalne bazy, 119
najlepsia, 89
ortonormalna, 18, 119
vektorového priestoru, 118
ziskanie suradnic, 123
Struktuara pri DWT, 32

charakteristika
frekvenc¢na, 113
fazova, 115

detail, 23, 27
diferencovatelnost, 15

entropia (Shannonova), 90

faktorizacia
spektralna, 51, 67
faza
linearna, 63, 68, 69, 115

maximalna, 52, 68
minimalna, 51, 68
filter
antialiasingovy, 53
decimacny, 55
interpolac¢ny, 56, 109, 110
KIO, 113
K-regularny, 41
polpasmovy, 61, 109
¢islicovy, 53
filtre
dolno- a hornopriepustné, 58
energeticky komplementarne, 61, 62
komplementarne, 98, 102
konjugované kvadraturne, 63
kvadraturne zrkadlove, 62
maximalne hladkeé, 70
okrajove, 77
pre analyzu a syntézu, 57
frekvencia
pomerova uhlova, 113
stredna uhlova, 8
funkcia
box, 45
expanzna, 8, 12
Gaussova, 8, 11
Gussova, 9
Gaborova, 8
mierky, 24
funkéné hodnoty, 38-39
vlastnosti, 35-37
nula f., 115
nakladova, 89
oknova, 8
Hanningova, 11
prenosova, 113
polf., 115
waveletova, vid wavelet

interpolacia, 110
JPEG 2000, 81

koeficienty
dilatacné, 25
interpretacia, 39
mierky, 27
pre zmenu rozliSenia, vid' dilatacné
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REGISTER

projekéné, 30
spektralne, 8, 119
waveletové, 17, 27
kompresia, 79
kvantizator, 82
koder
progresivny, 83

liftingova schéma, 49, 93
aktualizacia, 98, 103, 107
dualny lifting, 102
lifting, 102
predikcia, 98, 107
prediktor, 98, 101, 102

nelinearny, 99
realizacia, 107
rozdelenie, 98
urychlenie vypoctov, 110

lokalizacia
v Case, 8, 21
vo frekvencii, 22

matica
decimac¢na, 65
interpolacna, 65
paraunitarna, 97
polyfazova, 95, 104
determinant, 97, 106
faktorizacia, 101, 104-107
odstiepovanie, 105-106
prechodu medzi bazami, 122
trojuholnikova, 104
unitarna, 97
moment, 9
nulovy, 15, 41
spojity a diskrétny, 39
mononom, 97, 98, 104, 116, 117

nosic, 15, 26
efektivny, 15
kompaktny, 15, 18, 21

obal, linearny, 118

oblast’
Fourierovska, 8, 10
transformacna, 8
casova, 8, 10, 115

okno, ¢asovo-frekvencné, 8, 9
a TS rovina, 14
poloha a rozmery, 8, 12
prekryvanie, 9

ortogonalita, 118

podpriestory
aproximacneé, 24
diferencné, 24, 89
priama suma, 25, 118
vektorového priestoru, 117
polynomy
Laurentove, 104, 115
nesudelitelné, 98, 116, 117
prenos informacie
postupny, 83
priestor
Hilbertov, 118
priklady, 118
L*(R), 119
12(2), 119
vektorovy, 117
princip
neurcitosti, 11
projekcia
ortogonalna, 120
signalu, 29, 67

regularita, 15
rekonstrukcia
uplna, 57, 99
formulacia podmienok, 61
relacie zmeny rozliSenia, vid rovnice —
dilatacné
rovina
TS, 14
z, 113
casovo-frekvencna, 8
rovnice
dilatacné, 25
rovnost’
Parsevalova, 119
ramce, 123
tesné, 17, 124
waveletoveé, vid waveletova transfor-
macia — waveletové ramce

signal

aproximacia, 120
najlepsia, 120
ortogonalnou projekciou, 120
postupna, 121

decimacia, 53, 94, 96

extrapolacia, 76

interpolacia, 54, 94, 96
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nadvzorkovanie, 53, 56
periodické rozsirenie, 33, 74
podvzorkovanie, 53, 54
kritické, 57
polyfazova reprezentacia, 94
reprezentacia
Mallatova « Lifting, 101
rozklad, 12, 14, 17, 27, 30, 31, 43,
88, 89, 117
M-pasmovy, 71
bankou filtrov, 58, 70
neseparovatelny, 79
nestandardny, 79, 80
separovatelny, 79
Standardny, 79, 80
uplny, 30, 79, 90
uaroven, 29, 30
symetrické rozsirenie, 75
singularita
detekcia, 15
spektrogram, 9, 20
diskrétna aproximacia, 11
spektrum, 8
frekvencné, 8
suvis s DWT, 31
spektralny faktor, 68
sucin, skalarny, 118-119
systémy
viacrychlostné, 53
Skalogram, 14, 20
diskrétny, 18, 20

transformacia
blokova, 70
implementacia bankami filtrov, 71
diskrétna linearna, 70
dopredna a spéatna, 122
Fourierova, 8, 113
kratkodoba, 8
zakladné typy, 114
Gaborova, 8
s prekryvom blokov, 70
Walsh-Palleyho, 90
waveletova, vid waveletova transfor-
macia
7,113
zlozitost’ vypoctu, 111

vektory
velkost, 118

vzorkovanie, 16
dyadicke, 18
kritické, 8

wavelet
Battle-Lemarie, 47
biortogonalny, 22, 43
priklady, 46
B-Spline, 45, 45-48
navrh, 68
Coiflet, 48
Daubechieovej, 12, 16, 48
dyadicky, 18
funkéné hodnoty, 38-39
Haarov, 7, 16, 23, 38, 60
historia, 7
kvalita, 13
lenivy, 93
M-adicky, 18, 86
metody navrhu, 48-50
Mexicky klobuk, 13
Morletov, 13
M-pasmové wavelety, 85
multiwavelety, 86
na intervale, 77, 78
odhalovanie nespojitosti, 42
ortogonalny, 18, 22
pripustny, 13, 15
rad w., 12
s K nulovymi momentmi, 49
semiortogonalny, 22
Sinc, 16
Symlet, 48
triadicky, 18
viacrozmerny, 79
vlastnosti, 35-37
waveletové pakety, 89
zmena mierky a posun, 12
zakladny, 12
waveletova transformacia
celocislena, 111
diskrétna, 30
biortogonalna, 44
CDF(2,2), 100
Haarova, 99
invertovatelnost, 34
leniva, 99
transformac¢né matice, 34
v maticovom tvare, 33-34
konecna dlzka signalu, 73-78
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leniva, 97
multiwaveletové rady, 87
nelinearna, 111
rychla, 27
odvodenie, 29
spojita, 12, 12-16
vypocet bankou filtrov, 66
waveletové rady, 16
biortogonalne, 43
dyadicke, 18
vlastnosti, 21-22
waveletové ramce, 16
dualne, 17
odstranenie nadbytocnosti, 18
zakladné informacie, 12

zlozka
jednosmerna, 13, 16, 23, 100
polyfazova, 93, 95, 98, 106
parna a neparna, 97, 99, 106
vektora, 120



