Co robit’ pri DWT na kraji signalu signalu:

1.
2. Periodifikacia signdlu - ma za nasledok periodifikaciu analyzy s r6znym rozliSenim

Doplnenie nulami - vnaSa diskontinuity na okrajoch signalu.

(MRA), €o je v praxi implementované kruhovou konvoluciou pri filtrovani v cCase.
Vysledky su lepSie ako v 1. pripade .

. Symetrické rozSirenie signalu - je podmienen¢ pouzitim filtrov s linearnou fazou , t.;.

biortogonalnymi waveletmi.

. Priama extrapolacia. Nepredpokladame Ziadnu symetriu, priCom okrajové hodnoty mimo

hranic signalu sa vyjadruji pomocou transformacnych koeficientov (linearna,
polynomicka, nelinearna zavislost’ hrani¢nych hodnot).

. Wavelety na intervale a okrajové filtre - Originalna definicia waveletov pouziva funkcie

definované na celej realnej osi. DalSou moZnost'ou je definovanie Specialnych waveletov
na intervale: tieto pozostavaju z obvyklych waveletov, ktorych podpora je Uplne vnutri
intervalu a Specidlnych “okrajovych” waveletov. V praxi sa rieSia modifikovanim
h(n),gn(n) na okrajoch signalu, t.j. zavedenim Specidlnych modifikovanych hrani¢nych
filtrov. Existuje cely priestor ortogonalnych rieSeni hrani¢nych filtrov, t.j. je pomerne vel’ky
stupent vol'nosti pre optimalizaciu.
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Doplnenie nulami
Utvorme maticu A prestriedanim riadkov H,, G, , filtraénych matic pre analyzu. A z nej utvorme maicu
A*, kde su koeficienty filtrov su “useknuté” iba na jednej strane:
n(0) k(1) h(2) A()
g0) g0) &) z0)

i) i) W@ ..

0 0
| 00
h(0) n(1) h(2) R(3)
g0) z(1) 2(2) £06)
.. h(0) &(1)
g0) g)

Matica A* je singularna, avSak pouZitim posunutej matice A je mozné n3jst’ inverznu maticu s
odpovedajucou Struktarou. Vysledne filtre potom moézeme pouzit’ pri rekonsStrukeii.
n(1) h(2) ()
g) g2 20)
0o #(0) nQ) #(2) ..
0

AF* =

h(0) R(1) h(2) A(3) o©
g(0) 2(1) g@) 26) o
h(0) (1) h(2)
g(0) 20) 2@



Periodické rozsSirenie.

- speriodifikované koeficienty h,,(n),g..(n)
- speriodifikované transformac¢né matice
- speriodifikovanie bazovych funkcii

Prvych 32 bazovych funkcii diskrétne;j
waveletove] bazy o velkosti N=128 pre
FBI(9,7) wavelet




Symetrické rozsirenie signalu

I) polbodova symetria(H) 1) celobodova symetria (W)
i f W
QfTTN HNTTTTW > @?TTH : HNTETTTH >

; 2L } - 2L-2

Pre aké filtre(sekvencie h,,(n),g..(n) ) pouZzit’ ktort symetrizaciu?
a) hin(n),gm(n) maju parnu dizku(t. sami st H symetricke) - typH
b) hy(n),gm(n) maju neparnu dlzku(t.j. sami sa W symetrické) 2> typ W

Typ symetrizacie musi byt zhodny aby rozsireny signal po podvzorkovani dant symetriu
nestratil.

Stred filtrov a reprezentacia signalu s parnou/neparnou dlzkou
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a) symetria W, neparna dizka signalu(5)
x(0)
x(1)

RASIREN
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0 d1)y 0 @) -d(0)

c) symetria H, neparna dizka signalu(5)

x(0)
x(1)

T [ 7 T T
RS
e oD \q(l) ¢ (0)
A A d0)

b) symetria W, parna dizka signalu(4)
x(1)

[ T T

x(0)

mm o)) o) )
%l(l) A1) -4(0)

d) symetria H, parna diZka signalu(4)




a) CDF(2,2)+PER  b) CDF(2,2) +SYM  c¢) FBI(9,7)+PER d) FBI(9,7)+SYM

Porovnanie vplyvu speriodického a symetrického rozsirenia na tvar bazovych funkcii 1D DWT.
Zobrazenych je prvych osem bazovych funkcii, vel’kost’ bazy je N=128.



Priama extrapolacia

Doplnenie nulami a symetrické rozsirenie su vlastne zakladné extrapolacné metody.

Majme maticu A v tvare:

—_—
—_ o W

[E—
L.,
\®)
N

0Qr S0 S

EEICOCOS
: N N N N

0Qr S0 S

—

Plati podmienka: ak sekvencie h,,(n)= h(n) , Zo(D)= & (n) v matici A maju dizku L a matica
A je typu NxN, potom vytvarame taku transformaéna maticu A, aby 4, existovala a aby
stlpce A, mali primerant kompaktnt podporu < N.
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Ak prvy stlpec matice A budeme povazovat za ti ast’ transformacnej matice, ktora
“preCnieva” na zaciatku, t.j. predstihuje signal, potom extrapolaciu (maticu A.) mézeme
vyjadrit’ nasledovne(analogicky to bude pre posledné stlpce):

1) Doplnenie nulami

a. vynechame prvy stipec A, oznaéme ho A(:1)
2) Konstantna extrapolacia

a. vynechame A(:1)

b.priddme A(:1) k A(:2), t.J. A(:2)= A(:2)+A(:1)
3) Linearna extrapolacia

a. vynechame A(:1)

b. A(:2)=A(:2)+2*A(:1)

c. A(3)=A(3)-1*A(:1)
4) Kvadraticka extrapolacia

a. vynechame A(:1)

b. A(:2)=A(:2)+3*A(:1)

c. A(:3)=A(:3) 3*A(:1)

d. A(:4)=A(:4) +1*A(:1)
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Wavelety na intervale a okrajové filtre

Ciel — Navrhnut transformacntl maticu A, (b-boundary) ako v pripade A** resp 4, avSak
naviac zachovat’ ortogonalitu na okrajoch.
Okrajové filtre — prvé a posledné 2 riadky v matici A
Okrajové funkcie mierky a wavelety — prvé a posledné funkcie v bazach podpriestorov
odpovedajuce okrajovym filtrom (vid’. kaskadove algoritmy)

V pripade ak dizka ortogonalnych filtrov je 4 moze byt matica A, v tvare:
r s t 0

u v w 0 .. ..

O a b ¢ d O

0O -d ¢ -b a 0

A, = :

O a b ¢ d 0
0 -d ¢ -b a O
0O 0 0 e f g
0O 0 0 x y z

Prvé dva riadky musia byt’ ortogonalne na ostatné. T.j. sta¢i na druh¢ dva.
Hl'adame vektory (r,s,t) a (u,v,w) ortogonalne navzajom a zaroven na (0,a,b) a (0,-d,c).
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- Vektory (0,a,b) a (0,-d,c) st linearne zavislé (Iebo h,,(n) je ortogonalny na svoje parne
posuny, t.J. ac+bd=0).

- T.. stac¢i najst’ (1,s,t) a (u,v,w) ortogondlne navzajom a na (0,a,b) (napr. Gramm-
Schmidtovym(GS) postupom)

Ostava 1 stupen vol'nosti — pouzijeme ho napr. na zabezpec€enie aby wavelet mal aspon
minimalnu regularitu, t.j.
utv+w=0

Analogicky riesime pre (e.f,g) a (X,y,z).
Napr. pre DB2 plati:

rs,)  =(0.93907,0.29767,-0.17186) (e,f,g) = (0.40245, 0.69879, 0.59069)
(uv,w) = (-0.34372,0.81326,-0.46954)  (x,y,z) = (0.25535,0.51155, -0.80690)

VSeobecne mdéZzeme lavy horny roh (analogicky aj pravy dolny) transformacnej matice
vyjadrit:

a (@ BAJ
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kde B vznikne vhodnou upravou matice

I, 0
0 (L 0)
kde L je matica rozmerov [(N-2)/2] x [N-2] ziskana GS ortogonalizanym procesom k Matici

A. T,. uvedené hrani¢né filtre pre DB2 su prikladom zaciatku tejto matice ak d=1 a N=4, teda
L ma rozmer 1x2 a matica B vznikla upravou matice

o s 0

pre podmienku aby u+v+w=0.

Ako dostat’ jednoducho matice L (aj bez GS procesu)?
Definujme maticu P:

P=1-A'A

vzhl'adom na vlastnosti matice A ma matica P tvar
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pricom linearne nezavislé vektory z matic Py, @ Py, SU zdroven ortogonalne na riakdy
matice A, t.J. m6Zeme ich pouzit’ namiesto matice L.
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Priklad: Vypocitajte Okrajové filtre pre Db2 s a) d=1 a b) d=3

/ 0.4830 0.8365 0.2241 -0.1294 0 0 \
A= | -0.1294 -0.2241 0.8365 -0.4830 0 0 |
| 0 0 0.4830 0.8365 0.2241 -0.1294 |
\ 0 0 -0.1294 -0.2241 0.8365 -0.4830 /
/ 0.2500 0.4330 0 0 0 0\
| 0.4330 0.7500 0 0 0 0 |
P= | 0 0 1 0 0 0 |
| 0 0 0 1 0 0 |
| 0 0 0 0 0.7500 -0.4330 |
\ 0 0 0 0 -0.4330 0.2500 /

Vektory ( 0.2500, 0.4330) a (0.4330 a 0.7500) su linearne zavislé, t.j. matica
L=(0.2500, 0.4330).

1 0 0 0 0 0

B*_1 0 0O 0 .. B*:OIOO 00
a) ~ |0 025 04330 0 ..] b 001 0 0 0
0 0 0 0,25 0,4330 0

Ako zistime ako vyzeraju funkcie mierky a wavelety?

Na kraji bazy nie klasickym kaskddovym algoritmom ale mocninami I}, t.j. spojité bazové

funkcie st ekvivalentné stipcom 7," ak k= oo.



14

RozsSirenia/zovSeobecnenia waveletov:

e wavelety na intervale

e viacrozmern¢ wavelety

e M-padsmoveé wavelety

e Multivavelety

e waveletoveé pakety
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Viacrozmerne wavelety

Vid’ skripta str. 79
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M-pasmoveé wavelety

Doteraz bolo:

e baza V, tvorena mnoZinou {Cﬁm,n(f) =2 2(P(2_mf - ”)a ne Z}
e dilatatna rovnica pre @(t): o(t)=~2 3 h,, (n)p(2t - 1)
Zovseobecnenim je:

o) =NM Y b, (p(Mt-n)  MeZ, M>2

Co plati pre h,,(n) ak baza tvorena pomocou o(t) je ortonormalna?
Ozna¢me h,, (n)=h(n). Analogicky ako pri vlasnostiach ortonormalnych DWT plati:

> h(n)=vM

n

> h(Mn+m)=1/VM H(2z1/M)=0 1=0,1,..M~1

n

> h(n+ Mm)h(n)=5(m) resp . > h(n) =1

= |H(o) +|H(@+27 /M) +...+H(o+22(M-1)/ M) =M
atd’...
A ¢o je s waveletmi 777

Nemame jediny wavelet, ale M-1 waveletov ¥ (t):
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Zgl (me(Mt-n) 1=0,1,.M-1

n=—

Comu na kazdej tirovni rozliSenia odpoveda M-1 diferencnych priestorov W, .
T.j. pre MRA plati?

V =V @W+11@W+12@ ®W+1M1

m+1

Wavelety st ortogonalne k funkcii mierky, t.j. :
Jolt—nht-m)=0  2h(n)3(n—Mk)=0 [1=0,1,..M~1

Co sme vlastne ziskali?

® Stupne volnosti — je vela r6znych ortogonadlnych waveletov k danej funkcii mierky

® (Casovo-frekvencnu rovinu mozeme delit’ linearne aj logaritmicky (mix oboch)

® Cisto logaritmické delenie je ekvivalentné M-adickym waveletom, t.j. mame iba jeden wavelet (M-1
waveletov je rovnakych) s hustejSou vzorkovacou mriezkou
Ako vypocitame M-pasmovu DWT ?
M-pasmovou bankou filtrov:




18

£

~ WZ,I
o T

: ~ Wi
@ VVI,M-I S

gM—]

Priklad rozdelenia subpasiem pre 4-pasmova DWT

G, HEQ)ITV, W, W,.W,, W, Wi,

e

/8 w4 TC =
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Sposob delenia Casovo-frekvencne)j roviny

Dyadicka DWT

4-pasmova DWT, 3
odlisné wavelety,
ktoré zaberaju rozne
oblasti vo frekvencii

4-pasmova DWT,
Specialny pripad ,
3 x rovnaky wavet

4-adicka DWT
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Multivavelety (R-wavelety)
V MRA mame hierarchiu:

0}..cV,cV,cV,cV, cV,..I[*(R)

Bazy priestorov ¥, st tvorené pomocou viacerych funkcii mierky @ (1):
Cuna)=2""00 " -n)nez}  i=1..R
, ked'ze V) cV,, pre vektor funkcii mierky (t)=[p, (). 0 ()] plati:

D(t)= «/5; H(n (2t —n)

, kde H(n) je sekvencia stvorcovych matic rozmeru RxR. Z vlastnosti MRA vyplyva, Ze existuje vektor
zakladnych waveletov ‘P(f ) = [V/1 (l‘ ), W (l‘ )]T , pre ktory plati:

‘P(t) = «/Ezn: G(n)CD(2t - n)

, kde G(n) je sekvencia §tvorcovych matic rozmeru RxR.

Ako vypocitame multiwaveletové rady (MWR)?
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1) Zvolime pociatoéné V,, tak, aby bol vstupny signal (f ) aproximovany s dostato¢nou
presnostou.

2) Pociato¢né koeficienty mierky vytvorime ako vektor pociatocnych projekcii signalu x(t) do

Vm nasledovne:

C,,(n)=ei (1) e, (n)f

, kde

i ()= ((). 00, (0)

3) Dal’ej pokracujeme ich rozkladom:
C ) =N2X 0, (2K 1) D, () =N G()C, (2h-+1)

~

, kde H(n)=H(-n), G(n)=G(-n)

Pri rekonStrukecii plati:

C,(n)=+2 ; [H(k)C, (2k +n)+G(k)D, (2k +n)]
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AKko vypocitame diskrétnu multiwaveletovua transformaciu (MDWT)?

- Signal spractivame paralelne v davkach o velkosti R

- Problém inicializacie, nemoézZeme jednoducho zobrat’ susedné vzorky signalu ako vstup pre jednu
davku (ako pri klasickych waveletoch), lebo nase ¢, (r) existuju v ¢ase naraz =2 nutna predfiltrdacia
odpovedajuca projekei.

Vvpocet MDWT vektorovvmi bankami filtrov

C,..(n)

d.,(n)

Gy W22 6w

< doprednd fransformdcia —><— spatnd fransformdcia >

Dolezita vlastnost:

Je mozné symetrické a zaroven ortogonalne rieSenie.
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Priklad multiwaveletov - GMH (Geronimo-Hardin-Massopust) multiwavelety

R=2, sekvencie Matic H(1) a G(n) maja dizku 4

Vlastnosti:

e MnoZiny {(01 (t—1n),..., ou(t - ”)} ) {‘//1 (t—n),..,wp(t— ”)}, n e Z su ortogondlne.
e Bazove¢ funkcie aj symetrické
e Funkcie mierky su schopné reprodukovat’ linearne funkcie



GHM Funkcie mierky

3
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GHM Multivaveley:
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Waveletové pakety
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e v klasickom pripade waveletov rozkladame v MRA iba sumaéné podpriestory ¥,

e waveletové pakety rozklad zovseobeciiuju aj na diferen¢né priestory W,
e si moznym rozsirenim vSetkych doteraz uvedenych typov waveletov

e umoznuju adaptivnu, podrobnejsiu a flexibilnejSiu analyzu signdlov

Vypocet Waveletovej paketovej transformacie(WPT) — v MRA je dovolené¢ delit’ aj diferencné
popriestory, nielen sumacné:

Vv,

W,

W,

W,, W,

W,

W,

W,

W,

\E

WPT
WT

Vznika kompletny waveletovy paketovym strom. Reprezentacia kompletnym stromom je redundantnd -
staci pouzit’ iba vhodnu cast stromu.
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Delenie priestorov odpoveda aj deleniu ¢asovo-frekvenénej roviny

DWT WPT (priklad)

\%

WPT umoziuje adaptivne resp. optimalizované delenie podpriestorov = delenie ¢asovo-frekvencéne;j
roviny = pouzitie istej ¢asti kompletného waveletového paketového stromu.



27
Ktoru Cast’ stromu pouzit’ — ako Co najlepsie reprezentovat’ signal ?
Vyber najvhodnejSej stromovej Struktary je ekvivalentny s hladanim najlepsej bazy.
NajbeZnejSie kritéria pre vyber najlepSej reprezentacie signalu, formované pomocou tzv. ndkladovej
funkcie A si:
e minimalizacia entropie reprezentacie signalu (Wickerhauser, Coifman)
e minimalizacia pocCtu bitov reprezentacie signalu a skreslenia pri danej mnoZine kvantizatorov

Kol'’ko je moZznych baz?
Ak diZka signalu je N, potom pre & , poéet moznych WPT baz plati:

Ako teda vyberat’ najlepSiu bazu?
Najjednoduchsie je rozhodovat’ sa priamo pocas rozkladov, t.j. rozhodovat’ sa, ¢i d’al’si rozklad
prevedieme, alebo nie.
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Ak¢ kritérium pouzit™?
Rozhodujeme sa, podl'a toho ¢i ndaklady po rozdeleni budu vicsie ako pred rozdelenim. Kritériom musi
byt’ taka nakladova funkcia, ktorej aditivita sa rozkladom pri DWT zachovava (napriklad entropia).

Prikladom je napr. Shannonova entropia E zo signalu s(n), pre ktora

E(s)=-3s(n) log|s(n)’

n

s konvenciou 0 log(O) =0,
Kritérium teda je:

Ak suma Shannonovvch entropii 2 subpasiem, ktoré vznikli rozdelenim povodného subpasma, je mensia

ako entropia povodného subpasma, je vvhodné rozdelenie uskutocCnit’.
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AKo vyzeraju bazové funkcie pri uplnom rozklade pre Haarovu WPT?

Si1tgznal = A )

A M E 0 IS S0 3) AT AT N P A S TR0 L Rl e B LRl [ IE =0
1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5

05 05
: 0 1 0
-o5{ - | - |-o0s
I A -1 | .
0 ' 15 , 15 ' -15 ' a5 ' 15 ' 15 ' 15 '
0 s 1 o 0s 1 "o 05 170 05 1 0 05 1 0 05 1 "o 05 1 o 05 1
WO Wi W2 W3 W4 W5 W6 W7
Pocet prechodov nulou je:
2 3 5 4 9 8 6 7

T.j. frekvenéné pasma odpovedajice jednotlivym priestorom nemaji vzostupny charakter, su
poprehadzovang, ich poradie je:

0 1 3 2 7 6 4 5
= analogicky ako pri Walshovej transformacii v Palleyho poradi, t.j. nie v sekven¢nom.
Chceme zobrazit’ frekven¢ny obsah v prirodzenom poradi ? 2> koeficienty preusporiadat



Best Tree Analyzed Image : gize = (256,256) Image _
: A Wavelet db jlg j
Level 5

Entropy shannon j

Analyze |

Compress | De-noize |

20 100 150 200 250
Colored Coefficients for Terminal Hodes Initial Tree | Wavelet Tree
Best Tree | Best Level |

Cut Tree at Level : g - |

s Mode Label Depth Pos ~
5;::%’? ﬁ.é&';., Mode Action |viealize v
e Select Nodes Flec:unstruc:tl

) 1 3
Full Size 3 A

i h
-
-

e, [ 1
[ \‘-._:E.?_E;:l:'“k-: i . ':..- - .:E
=LA ﬁ,ﬁfﬁ e
_-..:-.l.- -. . ﬂl - Fu:.- |

g A
[ T ,.r %::."':E-\. e .'1
i

Colormap pink
Nb. Colors _+[ |+ [75%
Brightness [ [ _+|

Scale of Colors from Min to Max




