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Casovo - frekvencna analyza a waveletova transformacia
(pokracovanie)

Wigner-Villove rozdelenie(WVR) - predchodca waveletov

Wigner-Villove rozdelenie signalu x(t ) je dang:

Wz, f)= Ix(t +7/2)x" (t—7/2)e > dr
T
WVR je:
1) Fourierova transformaciu autokorela¢nej funkcie signalu s réznym posunutim 7 pociatku
v Case.
2) STFT, kde oknova funkcia je otoCend a posuvana kopia signalu x(t )
Vlastnosti:
1) WVR ponuka vo vSeobecnosti ovel’a lepSie Casovo-frekvenéné rozliSenie ako STFT.

2) Pre WVR plati /8 (t S ) €R t.J. obor hodnot su realne a nie komplexné €isla
3) Problematicka rekonstrukcia signalu




Informacia o signale ziskané pomocou FFT
amplitida amplitida
F

»
tas frekvencia

Informacia o signale v ¢asovo-frekvencnej rovine ziskané pomocou WVR
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Trivialne rieSenie vychadzajuce z Fourierovej transformacie (opakovanie):

RieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier Transform), Gabor (1946),
posuva okno fixnej velkosti pozdlZ signalu a extrahuje frekvenény obsah v danom
intervale

Flw,7)= _T £(t)e(z - r)e_jwtdl‘<f(f)g(f - 1), ejwt>

kde g(t) je oknova funkcia a f (¢) vstupna funkcia. Ak oknova funkcia je
gaussovska funkcia, tak STFT sa vola Gaborova transformdcia.

Pre STFT plati:

e Bazoveé funkcie si generované modulaciou a posunom oknovej (prototypovej)
funkcie g(t).
e STFT ma pre dant oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.



Waveletova transformacia (WT)

ma oproti STFT funkcie formované
e zmenou mierky a
e posunom

prototypovej funkcie (zakladného waveletu) ¥V (¢)

Haar CDF(2,2) " Daubechies 4  Antonini 9/7 Daubechies 10 Daubechies 20

Priklady roznych druhov zdkladnych waveletov v L’ (R)
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Spojita waveletovd transformdacia (SWT) funkcie f(t)e I’(R) je definovana ako
zobrazenie L*(R)— L (Rz) vztahom

ST, (a.b) = j Fes@de=(10wv.,0)  geR*.beR

Funkcie V.,(t) sG definované zo zdkladného waveletu wl(t) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu @ ,b nasledovne:

O e IO I

SWT v zavislosti od parametra @ poskytuje pruzné ¢asovo - frekvenéné rozliSenie. Ak

casovo - frekvencné okno w(t) ma rozmery o,,0, astred v bode S = (to,a)o) , potom

O, =ao, c, =oc,/a S, = (ato +b,w, /a)

(2]

T.j. obsah okna ostdva konstantne 40,0, .
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Priklad zobrazenia zdkladného waveletu a jeho zmenenej a posunutej verzie,
a) v Case a frekvencii b) v TF rovine
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Priklad: Ak funkcia f (¢ ) ma nenulové hodnoty na intervale (f09f1), kde bude nenulova

flle=b)ra] »

RieSenie: Hladdame taky interval (to,ﬁ ) ktory sa danym prepisom zobrazi na (toJ1),
tj- to=lt-bla a t =l -b)la z toho ty=aty+b, t =at, +b. RieSenim je teda

interval (ato +b, at, +b).
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SWT je invertovatelnd, ak pre Fourierovu transformaciu ¥(w) zakladného waveletu
plati:

2

¥(o)

C, = T dw < oo ¥(0)= Tgy(t)dt =0

tj. (@) ma charakter pAsmového priepustu. Potom existuje inverzna SWT v tvare:

0= 1 | 0T (b) v, ()2

Pozn.1:Zakladné wavelety maju zvy&ajne jednotkovu energiu, t.j. [ (e)=1.

Vb (t)(‘ = ”‘/’(t)“ .

Pozn.2: Normalizécia 1/vVa pri vypoéte v.,(1) z wlt) zabezpecuje



Z.ovSeobecnenie

Pri SWT je mozné pouzit’ pri rozklade a rekonsStrukcii signalu rozne zdkladné wavelety

w(t) a wle):

T ]i ]i<f Y b>l//a b dzdb

14

Invertovatel'nost’ je podmienend vzt'ahom pre vypocet C;, nasledovne:

Tato podmienka je postadujuca, zakladné wavelety nemusia spliat Ziadne iné
podmienky.
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Priklad
_ . 05
Wavelet "Mexicky klobuk” (obratena verzia)
1? 0
l//mex(t) = (tz - 1% ? -0.5;
T 0 10

Analyza signdlu f(t)=cos(/10) pomocou ¥ (t)

e
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a)Zhoda f(t) s ¥,.(t) s meniacou sa mierkou  b)Znazornena vysledna SWT

SWT(k,7) =K [ 1Ol — 2l

(vysledok znazorneny bodkovane)
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Ako Standardne znazornit’ vysledky = skalogram (SCGQG)
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Akv je vzt'ah medzi od spektrogramom a Skalogramom ?

=» Prepocet suradnic (t, a) na (t, @) je trivialny, treba si uvedomit’, ze suradnici

a =1 zodpoveda @, t.]. strednd frekvencia zakladného waveletu.



Priklady Skalogramov SWT, pouzity wavelet:

Vstupny signal

0.5}

-0.5¢}

0 50 100 150 200 250

|ISWT koeficienty]|

PR R NNNN
N O 0O N ONINPRO

Scale

50 100 150 200 250
time (or space) b

) /(0)=sin(¢’

Ve 1)

Vstupny signél
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a) f(t) je kombinaciou sin(3t, 10t,1t,2¢)
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Vliastnosti SWT

Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho sucinu

Posun v case:

gt)=f(t-b,) = SWT,(a,b)=SWT(a,b-b,)
Zmena mierky.

S

g(t)=%f(tj — SWTg(a,b):SWTf[%,éj
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Z.akladné charakteristiky waveletov

1) Existencia nosica na intervale vypoveda o tom, Ze funkcia (wavelet) ma nenulove
funk¢né hodnoty len na danom intervale. Ak st mimo neho funk¢éné hodnoty
presne nulové, ovorime, Ze na danom intervale (a.b) md kompaktny nosic. Ak st
,,priblizne* nenulové, t.j. zanedbatel'ne malé hovorime, ze ma efektivny nosic

k
2) Pocet nulovych momentov. K-ty moment w(t) definujeme ako m(k): _[t W(t }”t :

Plati, 7e ak w(t) je K krat diferencovatelnd a pre t —+o klesa dostatone rychlo,
potom prvych K-/ momentov bude nulovych. Potom ak /(1) je na nejakom

intervale polyndmom max. K-/ stupna, pre wavelety V() podporované v tomto
intervale bud prisluiné waveletové koeficienty SW7;(a.5) nulové.

3)Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f (). Je to také

* 14 w7 4 4 r+1 * 14
maximalne Cislo » pre ktoré plati |F (60)1 < C/ (1 +|a) ), ®<R . Potom f(t) je r-1 krat
spojite diferencovatel'na, r-td derivacia moze byt nespojita.



Priklady waveletov

Haarov wavelet:

1

15

pre 0<t<0.5

l//(t): -1 pre0.5<t<-1

0 indc
sin (721)
Sinc wavelet: w(t)=20p(2t)- (D(t), kde #(t)=
. —jyt 1% /2
Morletov wavelet: W(t) - Jor €
Wavelet Pocet nulovych |[Regularita r |Charakter resp. |Charakter resp.
momentov podpora v Case |podpora vo frekvencii
Haar 1 0 <0,1> l/o
Sinc 00 00 1/t <m,2m>
Daubechies N |N a(N) <0, 2N-1> /@™
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WHaar(t)

=V

los |1

0.4

LIISinc((D)
0.2

1
(020]
1
AN
(e}
N
(020]
Sv

Casov¢ a frekvencénée priebehy trivialneho Haarovho a Sinc waveletu.
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Waveletové rady a ramce

Redundancia SWT (oba parametre a, b su spojité) sa da odstranit’ vzorkovanim a, b.
Potom hovorime o waveletovych radoch (WR). Pr1 volbe vzorkovania st ddlezité
otazky kompletnosti, redundancie a minimalnosti vyslednej mnoziny funkecii.

Standardné volba fypu vzorkovacej mriezky

m
PY CZICZO .

o b=nbyay (volime tak, aby bola pomocou “a», pri danej mierke a “pokrytd” cela
¢asova os )

Pre v(t) (a analogicky pre ¥(t)) dostivame mnozZinu funkcii:

m

l//mn(t): a(;zl//(a(;mt_nbo) , mne’Z
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Kazda f()eL’(R) potom modzeme vyjadrit superpoziciou vo waveletovych
ramcoch(Wavelet Frames — WF):

f(t): %;dmnlpmn(t) d,,= <f(f), Y oo (f)> mmneZ

(WF)
ak mnoziny {Wm,n }, {V7m,n } st kompletné dudlne ramce, pre ktoré Vf(t) e I*(R) plati:

S

AT < S| < Bl BT < 2N fo)

Koeficienty 4,, nazyvame waveletové koeficienty.

Ak A=B=1,

w e I*(R) potom nazyvame ortonogondlny resp. ortonormalny wavelet.

v..|=1 rémec Wanl tvori ortonormdlnu bdizu v I*(R). Funkciu
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NajbeznejSia sa redundancia reprezentacie vo waveletovych ramcoch odstranuje
vol'bou vzorkovacej mriezky :

a, = 2,b, =1

Plati :

m

Val)=2 2yt~ n)
funkciu ¥, (¢) potom nazyvame dyadicky wavelet a vz€ahmi (WF):

f(t): ;andmn&mn(t) d,,= <f(f), Yoo (f)> mmneZ

su definované waveletové rady (WR).
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Poloha bazovych funkcii(odvodenych od Db2) v dyadickych waveletovych radoch
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a) vstupny signal

(&)

b) spektrogram (STFT;, Hanningovo okno, velkost’ okna 50, prekryv 48)

Wi

SRR ¢

c) Skalogram (SWT;, ako y(t) pouZity Db2 )

log,(a

d) diskrétny Skalogram (WR¢, ako y(t) pouzity Db2 )
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Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Pre ortonormalne wavelety plati W =v" a
<Wj,k9WZ,m>:5(j_Z)§(k_m) j,k,l,mEZ
co charakterizuje ortogonalitu v rovnakych Grovniach rozliSenia a aj medzi réznymi
urovnami.
Par (v.¥) spliia podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych waveletoch),
ak mnoziny Wnta Wl st dudlne bazy, spliajuce prodmienku biortogonality:
<‘//j,k>&z,m>:5(j—l)5(k—m) J.k,l,meZ

Wavelet wel (R) J.k,l,meZ sa nazgva semiortogondlny (nazyvany aj pre-
wavelet), ak plati:

<‘//j,ka‘//z,m> =5(j-1) JklmeZ

t.J. je zachovana ortogonalita len medzi r6znymi uroviiami rozliSenia.
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Prechod k analyze viacuroviovym rozliSenim
(MultiResolution Analysys - MRA)

OznaCme :

AKko odstranit’ nekone¢né sumy pri reprezentacii resp. aproximacii signalu ???
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