Wavelet, Co to je?
(fr. ondelette = vinka, angl. wavelet)

=>» predstavte si ho ako vlnovy balik
(= v praxi je to ¢ost medzi dirakovym impulzom a vinou)
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Waveletova transformacia

=>» funkcie, pomocou ktorych signal transformujeme a potom spitne skladame st ,,vinky*

Reprezentacia signalov

=» poznate reprezentaciu signalov v Case, vo frekvencii (FT)
=> wavelety umoznuju flexibilnu a cielenu reprezentaciu nieckde medzi.




Historické korene

e Prvy "wavelet" skonsStruoval I.Haar v r. 1910 prn konsStrukcii  alternativneho
ortonormalneho systému k Fourierovmu

e tedrie Littlewood-Paleyho, harmonicka analyza, atomicka dekompozicia a tedria ramcov

e Objavenie tesnych vztahov medzi bankami filtrov a waveletovymi bazami. - S.Mallat,
1985

Aplikacie waveletov

e Analyza signalov (spojitych, disktrétnych, fyzikalne veliCiny, zvuk, obraz, ...)
e Filtracia (napr. koli odstraniovaniu Sumu, ...)

e Kompresia (obraz, zvuk, video)

e Pocitacova grafika (interpolacie, aproximacie, vyhladzovanie, modelovanie ...)
[ ]



Demo MATLABU



Prakticky postup

A) Linearna algebra =» Hilbertove priestory =» Signaly v Case a frekvencii

B) Fourierova analyza (spojita, diskrétna) =» Signaly v Case a frekvencii



A) Hilbertove priestory a rozklady signalov

Definicia 1.1: Vektorovy priestor E nad komplexnymi C alebo redlnymi ¢islami R je mnozina
vektorov E spolu s operaciou s¢itania a skalarneho nasobenia, pre ktoré (E.+..) je linedrny priestor
nad pol'om C alebo R.

Definicia 1.2: Podpriestor vektoroveho priestoru E je takd podmnoZina M c E | pre ktoru plati:
1) Vx,yeM;x+yeM

2) VxeM apre a€C alebo a€R plati, ze oxe M
M je uzavrety , ak obsahuje aj vSetky limity 'ubovol'nych postupnosti vektorovz M .

Definicia 1.3: Linedrny obal L(M) mnoziny M c E s prvkami x; je podpriestorom E a plati
L(M):{Zalxi ;a, € Calebo R, x, EM}

Definicia 1.4: Bdzou vektorového priestoru £ nazyvame neprazdnu podmnozinu B < £ prave
vtedy, ak L(B)=E a B je mnozina linearne nezavislych vektorov.

Definicia 1.5: Hilbertov priestor E je vektorovy priestor E, ktory jekompletny (obsahuje aj vSetky
limity 'ubovolnych postupnosti vektorov z E) a na ktorom je definovany skalarny sucin ktory

oznacujeme ()
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Definicia 1.6: Velkost vektora x (oznacujeme I« ) je v Hilbertovych priestoroch dana skalarnym

su¢inom [x|=/(x.x) .

Definicia 1.7: Nech M, ={x;} a M,=1{y J f st podpriestory Hilbertovho priestoru E:

a) x; a y; suortogondlne(x; Ly;) ak <x,-,yj>=0

b) x, a M, st ortogondlne(x; LM,)ak Vy;; <xi’yj>:O

c) M, a M, st ortogondlne(M, LM,) ak Vx,.Vy;;: (x.y,)=0

Definicia 1.8: Nech M, st podpriestory Hilbertovho priestoru E. Ak kazdy vektor x€ £ mdzeme
jednoznacne vyjadrit’ v tvare X =X; + X, +...+X; priCom X; €M, potom E je priamou sumou
porpiestorov M, . PiSeme E=M, ©M, ©..OM,

Definicia 1.9: Nech M je podpriestor Hilbertovho priestoru E. Potom ortogondiny doplnok k M v E
jemnozina M* ={xeE;x LM},

Veta 1.1: Nech podpriestor M c E je uzavrety. Potom pre dany vektor z € E existuje Xx€M a
yeM™ také, ze Z=X+Y Tj.platii E=MOM"
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Separabilné Hilbertove priestory

Komplexné / realne priestory

Komplexny priestor C" je mnozina vSetkych n-tic x = (6, %5, ) s kone¢nymi hodnotami X; na
mnozine C. Skalarny sucin je definovany ako:

<x,y>:le.y: x,yeC"
i=1

Analogicka definicia plati aj pre R” . Kvéli jednoznaénosti budeme pouzivat' aj klasickl notaciu

= )
x=xx, ...x,) .

Priestor 1%(2)

Vektormi x v priestore °(Z) st sekvencie x(n)eC, ne Z s konetnou energiou || <. Zvy&ajne
reprezentuju signaly distkrétne v Case. Skaldrny sucin je definovany ako:

o0

(%)= 2 x(n)yln) x,y€l,(Z)

n=—o



Priestor L*(R)

Vektormi x v priestore L°(R) st funkcie x(t)eC, t€ R, ktoré st po Stvorcoch integrovatelné, t.j.
|¥| <. Skaldrny sicin je definovany ako:

()= 0 d xyely®)

Pozn.: Analogicky pre funkcie n premennych mézeme definovat priestory L, (R")



Ortonormalne bazy

Mnozina B=1{x,} je ortonormdlny systém ak
VX, x; €My (x,x,)=8G - j)

B=1{x;} je bazou priestoru £, ak vietky y € £ mdzeme vyjadrit
Y= Zakxk
k

kde a, su spektralne koeficienty
a, =(x.,y).

Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost
A" = 2 fxe)f VyeE

Analogicke tvrdenia platia aj pre ortogondline systémy, vo vzt'ahoch je iba pridana normaliza¢na
konsStanta.



10

Biortogonalne bazy

Nech mnoziny B = X} a B={%} st bazami priestoru £. Tieto bazy su navzajom dualne resp.
biortogondline, ak:

a) i1ch bazova vektory sa navzdjom ortogondline, t. j. biortogondline:
Vi,jeZ; (x.%,)=8i-))
b) existuju kladné kone¢né konstanty C,D,C,D, ze pre Vy € E plati:
bl <Shwerlf <0 D <o < B

Potom signal y € £ m6zeme vyjadrit’ ako

y :;<xkaY>37k :Z<fk>J’>xk

k

Parsevalova rovnost’ ma tvar:

b =S () (7)) VyeE

]
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Ortogonalna projekcia a aproximacia signalu

Definicia: Ortogondalna projekcia(priemet) vektora x do vektora s je zlozka vektora x v smere

vektora s nazyvana s s velkostou:

Skalar s, nazyvame siiradnicou vektora x vo vektore s.

2
=(es)/|s[ =25

xS
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Aproximujme x € E v uzavretom podpriestore S; s bazou Si =1{51,85,-5} .
A

8,

Projekcia vektora X € R’ do podpriestoru S, < R’
daného ako L({Sl,Sz}) .

Oznadme ortogonalnu projekciu x € E do S, ako £ .

Plati (x - X ) LS, azaroven
| = %] = min|Jx - s Vs S,

T.j. aproximdcia ortogonalnou projekciou je najlepsia v zmysle najmensich stvorcov.



13
Postupna aproximacia:

A) Nech S, je ortonormdlna baza S; . Oznaéme ortogonalnu projekciu x € £ do S ako

#9 =2 (s.x)s. Kedze S; su vzdjomne ortogonalne (stadi aby baza S bola ortogonalna),

zachovava sa vlastnost’ najlepsej aproximacie v zmysle naymensich Stvorcov. Plati viastnost
postupnej aproximdcie, t.].:

n(k+1) Ak
g =g )+<Sk+19x>sk+l :

B) Ked A , baza S; nie je ortogonalna, neplati viastnost postupnej aproximdcie, t.j. aproximdciu v
Sr-1 nemdzeme priamo pouzit', je nutné celtl aproximaciu prepoditat’ znovu.
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a) Ortonormalna baza B b) B je neortogonalna

B={b,b,} ={(1.5-0.5),(1,1)] {h0,} ={(13/2,05).(0.5.43/2)]

{h,.b,} ={(0.5,-0.5),(0.25,0.75)}

B

Priklad reprezentacie signalu v ¥ = {1,0.5} E=R? v baze B: a) B je ortonormalna b) B je
neortogonalna
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Zmena suradnic pri prechode Kk inej baze v C".

Nech 4= {al TR an} a B=1{b,b,,...D,} su bazy Hilbertovho priestoru C” . Prepisanim do
maticovej notacie dostaneme stvorcové matice hodnosti n:

A =(a,a,,...,a, ) B=(b,b,,...b,)

n
kde, @, =a; a b =b st stipcové vekory.

Definicia: Kazdy vektor z bazy B mozeme jednoznaéne vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu vektorov
bazy 4, t]. plati B=AP;; Maticu £ nazyvame maticou prechodu od bazy A k baze B .
Analogicky oznaCme Fyy maticu prechodu od Bk 4. Potom plati:

Py, =F A_l; .
Veta: Nech X € C" ma v baze A4 stradnice ¥(4)=(x.,x,,...x,)" av B sradnice *(B)=(, - 2,)" .
Potom plati:

¥(B)= Py (4) = B, (4).
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V praxi st naSe vstupné vektory reprezentaciou diskrétnych signalov v ¢ase. Potom:

-1
A=1 P,=1'B=B
,kde ! je jednotkovéa matica.

Doprednou transformdaciou signalu X (n)=x (1 ) =xeC" potom budeme rozumiet’ zmenu vektora x
na vektor ¥ =% (B). OznaémeT =P, =B ;

y=1x
T je transformacna matica, vektor y predstavuje spektrum, jeho zlozky Vi su spektralne

koeficienty,

Signal x rekonstruujeme (spdtnou transformaciou):

a, ... 4, Vi

X=T"'y=By=| .. e || |=ay+5y,+..+0ay,

anl ann yn
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A) Pre ortonormalne bazy B = {bi} : plati T'=p T=B"'=B"

B) Vseobecny pripad: riadky matice 7 =B" =B"" predstavuja bazové vektory tzv. dudlnej bazy

~~

B=1b{ dusine* k B=1{b}

plati  T'=B T=B"
b

Y

A

= Slradnice vektora x vo vektorovom priestore s bazou B = {bi} , Ziskame jeho ortogonalnou

~

projekciou do vektorov bazy B = {bi} dué Inej k ba ze B.
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Ramce

Definicia: Rdmcom vo vektorovom priestore £ nazyvame neprazdnu podmnozinu B = .}, BCE
prave vtedy, ak L(B)=E a Vf €E existuji kladné kone&né konstanty C.D také, Ze plati:

“<p|f|

Al <2 fvma)

Ramce:
- nie su nutne linearne nezavislé mnoZiny
- reprezentdcia vektoru pomocou ramcov moZze byt redundantna a nejednoznacna

- ak A= B, ramec sa nazyva tesny a naviac ak |y, |-1, potom 4 udava mieru redundancie ramca
oproti baze (ak A=2, potebujeme 2x viac vektorov na vyjadrenie /).
- ak A=B=1, |v,.|=1 rAmec ..} tvori ortonormdlnu bazu E
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Zakladné pojmy

e Pod pojmom ,,signdl“ rozumieme vektor v niektorom z Hilbertovych priestorov.

e Signal zvyCajne predstavuje priebeh nejakej meniacej sa veliCiny v casovej oblasti.

o Transformaciou signa’lu sa dostavame do tzv. transformacnej oblasti, kde je reprezentovany
tzv. spektrom.

o Spektrum je tvorené spektralnymi koeficienatmi signalu.

e NajznamejSou transformacnou oblast'ou je Fourierovskd , kde je signa 1 reprezentovany
frekvencnym spektrom.

o Fourierova transformacia rozklada signal iba na frekvencné zlozky. Neposkytuje vSak
informaciu, kedy signal vykazuje dané frekvencné charakteristiky (jej bazove funkcie
rovnomerne prekryvaju celi Casovl os)



f(t)
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Fourierova transformacia a jej druhy

F(w)

a)CTET(Continuous Time Fourier Transform)

\ Fw)= [ f(e)e ™ dt

0 f(t)zi;[F(a))ejmda)

b) CTFS (Continuous Time Fourier Series)

| L5 )2l
{T Fl)= 7, £ (e "

0 J
F(w)
1) !
0 T 0 Py
F(o) !

f(t)

T 0= FlRer

¢) DTFT (Discrete TimeFourier Trasform)

\\,/\// ‘\// F (Q) - Z / (n )e_an Q=2rn0/w,,

- 0 0. 0. f(n)=$ || F(@)e"da
o " ™ o © " 4) DTFT (Discrete Time Fourier Series)
N-1 . N-I
7 | Fk)= 2 fln)e 27 =3 fn ™
o o -- - n=0 n=0
et T LTI L gt &
BRI £ =L S Fer v S
N 0 N k N n=0 n=0

__ _Jj2n/N
Wy =e
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Reprezentacia signalu v Case a frekvencii

Pri analyze a reprezentacii signdlov je Castokrat vyhodné pouzit’ transformaciu, ktora reprezentuje
signal suCasne v Case aj frekvencii.

e RieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier Transform), Géabor (1946), posuva okno
fixnej velkosti pozdlz signalu a extrahuje frekvencny obsah v danom intervale

Flov5)= [ fQele=c)e ™ dt=( (0l —r)e’™)

kde g(7) je oknova funkcia a f (¢) vstupna funkcia. Ak oknova funkcia je gaussovska funkcia, tak
STFT sa vola Gaborova transformdcia.

Pre STFT plati:
e Béazové funkcie su generované moduldciou a posunom oknovej (prototypovej) funkcie g(t).
e STFT ma pre dant oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.

Kazdy signdl moze byt zndzorneny v casovo-frekvencnej rovine(TF rovina), ktora charakterizuje
rozdelenie napr. energie signalu v ¢ase a frekvencii:
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ASA
=
I TFW[f(t)]
SIE 3 P x(t)=e " cos(6(t — 4))
i 8
B <>
<&t T >
S 1% f(t) ¢
\ ALVA /\ J‘ ‘ | | >
Val/ 10

Rozlidenie v ¢ase a frekvencii pre dant funkciu x(¢) a jej fourierovu transformaciu X(w) je dané

casovo — frekvencnym oknom (TF okno). Jeho stred je v bode S = (fo,wo), a velkosti stran su 20,,20,,.
Plati:

Hx _Mx ®, = ‘X(a))H_l Ta)‘X(a)){zda)

(1.moment)

0

ol = Hx( )H ? I(f—fo) |x(e ()( dt o = ‘X(a))ﬂ_z J.(a)—a)o)z‘X(a))‘zda) (2.moment)

—00 —Q0

Pozn: Rozne 7@ pri STFT zodpovedajii posunom zakladného TF okna v &ase a frekvencii

= TF okno nam hovori o tom aké drobné detaily sme schopni v signale sledovat’.

=>» Hranice okna su definované “Statisticky”, t.j. neznamena to, Ze mimo okna ma signal nulové
hodnoty
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TF okno signalu a jeho vvznam pri urcovani hodnot signalu v Case a frekvencii

AND

TEW ()]
TE- YY1 5{t)]
@
[
¢ b
$ | o | ¢
° |

Ve

Princip neurcitosti:

Pre x(r) idtice k nule rychlejsie ako 1/ ak ¢ — +o plati:
ol o >1/4
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NajznamejSie priklady delenia TF roviny pri reprezentacii signalov(znazornené schématicky)

TN

— 1
~v

> >
a) b) g
(| t :
LI >
> e ! AAAAAAALAA, >
N Lo A ti
o o) .:
t” d) t”
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Spektrogram signdlu = pohl'ad na TF rovinu so zobrazenymi magnitidami spektralnych koeficientov

STFT(!) v strede TF okien odpovedajucich bazovych funkcii

a) Signal zloZeny zo 4 Casti
1) 2sin(5t)sin(15t)
2) sin(15t)
3) sin(t)+sin(7t)
4) sin(7t)

2 s(t)

\hhhhlﬂnﬂlnnml“' LA

IO

0 1 2 3t
a)

Diskrétne aproximacie spektrogramov (signal s je navzorkovany, fvz= 64Hz)

b) spektrogram signalu a): Hanningovo okno velkostil2, prekryv okien 10

c¢) spektrogram signalu a): Hanningovo okno velkosti60, prekryv okien 58
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Waveletova transformacia (WT) ma oproti STFT funkcie formované iba zmenou mierky a

posunom prototypove] funkcie (zakladného waveletu) l//(f)

(1)
. N S 1 PG 5 O IO O B
N N W UU
| - . - IR
Haar CDF(2,2)  Daubechies4 Antonini 9/7  Daubechies 10 Daubechies 20
Priklady roznych druhov zakladnych waveletov
Priklady zakladnych biortogonalnych spline waveletov (l//(f) zelené, ¥ (f) cervene )
2 10 4 4 4
1 5 2 2
2
0% oﬂ‘kh o’J\ﬂj\r\ 0 JJU\»
-1 -5 0 2 2
2 2 4 6 1% 2 4 6 o 5 10 5 10 15 o 10 20
2 2 2 1 1
1 1 1 0.5 0.5
1 0 0 0.5 0.5
Z 2 4 6 -10 2 4 6 10 5 10 10 5 10 15 10 10 20
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