Opakovanie:

Veta2: K danému kauzalnemu FIR filtru H(z) existuje komplementarny filter G(z) vtedy a len
vtedy, ak polyfazové komponenty #(z) su nesudeliteI'né.

Dokaz2: Nutna a postaujuca podmienka na Uplna rekonstrukciu FB je aby determinant ich
polyfazovej matice F,(z) bol mononém. Nestudelitelnost H. (z) a H,(z) je nutna, inac by sa
ich spolo¢ny faktor vyskytoval v determinante. Postaujucost’ vyplyva s Euklidovho algoritmu:

Ak mame nesudeliteI'né polyndomy a(z) a b(z), potom a(z)p(z) +b(z)q(z)=c(z) ma
jednoznacéné rieSenie. Vol'bou c(z)=z7" ziskané riesenie {p(z), q(z)} predstavuje

polyfazove komponenty 5(2 ).

Priklad: Uvazujme filter H(z)= (1 +z7 )4 =1+4z7" +6z7+4z7 + 27" Zistite, ¢i k nemu existuje
komplementarny filter a ak ano najdite ho pri det(f*“p (Z))= z".
RieSenie: na zaklade prikladu pri NSD vieme Ze polyfazové komponenty #(z) st nesudelitelné.

Aby sme nasli komplementarny filter h'adame rieSenie rovnice

det(F, (=)= H,(z)G, (=)~ H,(z)G.(z)==" pre H,(z)=1+6z"+272 a H,(z)=4+4z" v tvare

~

G,(z)=a CN?e(Z)=b<1 + Z‘l). RieSenim sustavy rovnic je a=1/4, b=1/16, tj. G(z)= (1 +4z7 +27 )/16 :



Lifting schéma

e Lifting schéma umoznuje jednoducho zlepsit’ Specifické vlastnosti danej WT — odial’ nazov ,,/ifting*

e Jednoducho opisuje zavislosti medzi parmi filtrov, ktoré zdiel'aja ten isty HP, resp. DP filter. Takto
moZeme zacat’ z trividlneho pripadu "lenivého" waveletu a postupne vybudovat par filtrov s
poZzadovanymi vlastnost’ami, t.j. postupujeme podl'a tzv. Lifting schémy

e UmozZnuje efektivne realizovat’ klasické WT s nasledovnymi vyhodami:
o urychlenie implementacie WT (napr. v 1D pripade az dvojnésobne)
o moznost vykonat’ vypocCty bez pouZitia pridavnej pamate (t.j. "in-place")
o jednoduchy dizajn vlastnych WT (naviac so zaru€enej invertovatel'nost’ou)

e Umoznuje jednoducho rozsirovat’ klasicki WT, zaujimavé su napr.
o konStrukcia nelinearnych WT (napr. adaptivnych, celoCiselnych)
o pouzitie WT pre nerovnomerne navzorkované signaly
o konstrukcia WT na intervaloch, krivkach, povrchoch



Konstrukcia lifting schémy je zaloZena na koncepte polyfazoveho rozkladu bank filtrov:
o kazdu FB, m6zme rozlozit’ (faktorizovat’ jej filtre) na jednoducho invertovatel'nii postupnost’ krokov

o Tieto kroky tvoria v algoritme prieckov Struktaru, ktort méZme interpretovat’ ako postupnost’
predikcii a aktualizdcii dvoch mnoZin v obraze az po ich vzajomnu dekorelaciu

Principialne m6zeme waveletovl transformaciu implementovanu lifting schémou prekreslit’ podla
nasledovného obrazku. S vyznacené zakladné bloky lifting schémy: rozdelenie, predikcia a aktualizacia:

@ Predikcia

X(n)
@ Aktualizécia

Rozdelenie
na pdarme a
nepdame zlozky

N ,
neparne

Spatny smer H

o ciel'om predikcie je ziskanie ¢o najmensSich hodndt v HP Casti po doprednej transformacii.

o aktualizaciou sa snazime zachovat v DP Casti o najviac vlastnosti pdvodného obrazu, ¢o sa stava
dolezitym najma pri rekurzii v DP Casti (aby bola predikcia aj nad’alej Gi¢inna)



Priklad A: Lenivy wavelet
Aké vlastnosti ma nase spektrum?

Vstupny signal je jednoducho podvzorkovany, takze mame najhorsi mozny aliasing. Charakter

oboch zloziek signalu je rovnaky.

Priklad B: Haarov wavelet

V DP casti chceme dostat’ priemer susednych koeficientov, v HP €asti zase rozdiel. Ak je teda
funkcia po Castiach konStantnd dostavame v HP Casti nulové koeficienty.

1) Signal si rozdelime na parne a neparne Casti:
¢ (n)=x(2n) d%(n)=x(2n+1)

2) Aktualizujeme priemer (nenormovany):
cV(n)=c"n)+d(n)

3) Predikujeme HP cCast”:

4)Normalizujeme (K =+2 ):
d(n)= Kd(l)(n) = @(x@n)— X
c(n)= %c(l)(n) =32 (x(2n)+ x(2n +1))

dV(n)=d”(n)-0.5c(n) WY KT”K@ KT”Ki% KTVN? KT
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Priklad C: CDF 2,2 wavelet
Co ak chceme reprodukovat’ po €astiach linearme funkcie?
1) Najprv si rozdelime signal na parne a neparne Casti:

¢(n)=x(2n) dn)=x2n+1)
2) Waveletové koeficienty nam vtedy urCuju mieru, ako sa nas signal 1iS1 od linearneho:
X(n) A
dY(n)=d"(n)-1 [c(o)(n)+ cOn + 1)] Miera -
nelinearity
3) V DP casti chceme zachovat’ aspon priemer, t.]. 0 1 2 3 4 >n
jednosmernu zlozku signalu. Hl'adame rieSenie

(0) 0) (0) 1 (0) 1 0) 2
OO (0) a°(0) ¢"(1) 4°(1) ")

cV(n)=cOn)+AldV(n)+dV(n-1)]
Ak uvazime, Ze koeficientov c(n) je polovicny pocet ako x(n), musi platit

> () =43, x(n)

dostanemie hodnotu A=1/4.

3) Dostali sme CDF 2,2 filter s E(n) = (‘%/Zf%/%'_%)



Reprezentacia signalu po liftingu (priklad CDF 2,2 wavelet)
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Ako preusporiadat’ koeficienty z Liftingovej reprezentacie do Mallatovej(klasickej)?

s Govers  Mallat

Uroveii2
X c,0)/]0/0 0 c,(0) c,0)| %] 0|00 > cy0)
X - olls] d,0)| O d,(0)
X2 Liftovana - 010 ><-
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Xs K2l o
X, a1
X, O K

Nepdrne



O prediktoroch

o Vlastnosti vyslednej transformécie su urCené vlastnostami a sposobom aplikacie prediktorov

o Teoreticky méZeme pouzit’ 'ubovolné prediktory. PrieCkova Struktiira ndm zarucuje biortogonalitu a
tym aj uplnt rekonstrukciu. MoZeme pouzit’ nelinearne prediktory, napr. adaptivne alebo celocCiselné.
Celociselné prediktory dostaneme napr. jednoduchym zaokrahlenim hodnoty (nelinearna operacia).

Koncept prediktorov predstavuje silny vzt'ah medzi transformacnym a prediktivnym

koédovanim, kde sa snazime predpovedat’ (aproximovat) signal a kddovat’ iba pripadna
diferencia od originalneho signalu

Lifting schéma takto principidlne umoznuje dvojaky pristup k dekorelacii dat:
a) pouZit’ transformacny princip (t.j. WT) a cely postup faktorizovat’ na kroky liftingu
b) b) vyuzit’ priamo predikény princip a snazit’ sa data dekorelovat’ priamo dizajnom ststavy
prediktorov pouzitych v lifting schéme



Kroky liftingu a polyfazové matice

Nech #(z) a G(z) v FB st komplementarne, t.j. det(ip (Z))= z”'. Potom plati:

e kazdy novy FIR filter H""(z) resp. G""(z) komplementarny k G(z) resp. H(z) mézeme
vyijadrit tzv. liftingom z povodného filtra (det(F, (z))=z" sa zachova, lebo |4B|=|4||B]) ako

e (2)= () + S22 )5 () 6" (z)=G(z)-S(2 ) (2)
| S(Z) ~
- (O 1 jFp F, (Z): (_ S%Z—l) ?)Fp

C(z) D_P

X(2) :CD: Av 2 A4S Xe)




Pozamky:
1) Uvedomme si, ze [S (Z ’ ﬁ(z)]e = )s(2), [S (Z i )G ]

2y PE)-F} R, G-} ’j[ "R -((Lgt j ](g "I,

3) Uvedomme si, ze liftingom zmodifikujeme H ( ) Sak pri rekonStrukcii to odpoveda

modifikacii G(z)
4) Uvedomme si, Ze analyzu a syntézu moézeme zamenit’ ked’ze sit vzajomne inverzne.

e kazdy novy FIR filter G"*(z) resp. H"(z) komplementarny k #(z) resp. G(z) mdzeme
vyjadrit’ tzv. dudlnym liftingom z povodného filtra ako

G (2)=Ge)+ T(2)i(z)  H"(2)=H(z)-T(-)o(z)
roly b el
, kde

S(z)=> s(n)z" T(Z)=Zt(n)z_”

n n

su prenosovymi funkciami FIR filtrov a m6zu byt interpretované ako prediktory.



Vidime, Ze determinanty F, a F, po liftingu resp. dudlnom filtingu zostavaji konstantné.

Striedanim krokov liftingu a dualneho liftingu zaCinajic s "lenivym" waveletom, pre ktory plati
F,(z)=1, t].

00

moZeme postupne konStruovat’ wavelet s lepSimi a lepSimi vlastnost’ami:

F,(2) |
(2 pime 6% Tl €O, lifing.
X(z) VA S
T(z) S(z) |T,(z) Sz e lifting
-1 + o z
ROZklad a) —> z %@ nep\gme 1\ 0 \L ﬂ\d(m) VKo s
F (z)'=F (2)'
C(Z)‘ \/ o™ 0
e e
D) [ S.@|LE) 5@ |1E R
Rekonstrukei z), A T A T N
ekonstrukcia b) : K/\ 4" Fo @9 z




Kazda polyfazova matica reprezentujiica FB s FIR filtrami a Gplnou rekonstrukciou méze byt
zapisana v tvare:

Analyza Rekonstrukcia
lifting( ) ) ( )
K 0L |1 Sz 1 0 i 1 0y1 -S.(z 1/K O
_ ) i () i
F’”(Z)_(O UKJH (0 ! j(Ti(Z) J i (Z)_I;I{—Ti(z) 1]{0 1 J}( 0 Kj
| dudlny lifting

Opaény smer: Mame maticu F, (2) a cheeme ziskat’ kroky liftingu.

Rozklad danej matice F,(z) na doiné a horné trojuholnikové matice dostaneme tzv.
faktorizaciou, €o je postup analogicky euklidovému algoritmu na hl'adanie najvacsieho
spolocného delitel’a (NSD) polyndomov (v nasom pripade prenosovych funkcii filtrov v z rovine).
e Pre polynomy NSD nie je jedineCny.
e Pri faktorizacii odstiepujeme striedavo 7T;(z) (dualny lifting) a s,(z) (lifting) ktoré nam
efektivne znizuju Laurentove dizky polyfazovych komponentov
e Striedanim tychto dvoch krokov sa snazime dopracovat k diagondlnej matici.



Otazka: Preco su odstiepené matice na konci vit'ahu?

Pri odstiepovani T(z) volime T.(z)=f,(=)/&,(z) alebo T.(z)=G.(2)/G, (z), t. podPa toho &i
chceme cielene minimalizovat’ #.(z) alebo G."(z).
Pri odstiepovani S:(z) volime s,(z)=,(z)/d,(z) alebo S,(z)=G,(z)/G,(z), t. podla toho &
chceme cielene minimalizovat’ #,(z) alebo G,*(z)

Odstiepovanie z polyfazovej matice, odstiepené prvé Ti(Z ) a S:(z):

C)
X(z) (\sz v A+ _ 7 2 v @—)?(2)

TI(Z) SI(Z) Fnew(Z) D(Z) FneW(Z)T SI(Z) TI(Z)

P

' ([ 2v—T > > 0 v‘@éz




Ako teda najst’ faktorizaciu na kroky liftingu ?

Ak chceme par komplementarnych filtrov H(z), G(z) faktorizovat, musia byt H, (z)a H,(2)
nesudelitelne, lebo kvoli ich spolo¢nému faktoru by determinant polyfazovej matice nebol
mononom. PouZitim Euklidovho algoritmu dostaneme rozklad:

() _pr(0fe) 1Y
H,(z)) 220 1 0)o
, kde vhodnou vol'bou kvocientov mézeme vd’aka nejednoznacnosti delenia dostat’

A, (z)=konstanta=K.

Ak mame dany filter H#(z), vzdy mézeme k nemu najst’ komplementarny filter (oznaéme ho
G, (z)) volbou:

FZO(Z):@:E; gzzg}ﬁ[gl@ (l)j([g 1/0Kj:ﬁ((l) inll(Z)j[inl(Z) ?j(lg ”OK]

a Pubovolny G(z) komplementarny k #(z) mézeme obdrzat z G, (z) jednym liftingom, napr.:

FORNE



0,(z) 1)(2,0) 1) (1 Q) 1 0
Poznl: Na precviCenie dokazat’, Ze 1 0 1 0)=1 0 0,(z) 0

Kombinaciou uvedenych vzt'ahov dostavame tvrdenie:

Pre dané komplementarne filtre H(z), G(z) vzdy existuji Laurentove polyndémy S,(z), 7;(z) a
taka konStanta K, Ze plati:

iy el ot 2L o)

resp. z vlastnosti transponovania sucinu

60 oo w1l ™)



Mame kroky liftingu vypoéitané, ako aplikovat’ pri vypoéte nase 7,(z) a s,(z)

Akym spdsobom sme rozlozili filtre na polyfazové komponenty?

W @7X(z) X(z)% %ﬁ((z)

Q) oneskorenie v analyze ) oneskorenie v syntéze

X(z)

Prvy krok predikcie a nasledného potvrdenia pri liftingu mozeme potom znazornit’:

P-pdme  N-nepdrne m

X(n) .. @ N

s(1)~-(0)
c"n-1) c"n) c"(n+1) c"(n+2) - cn-2) c"n-1) c(n) c(n+1)

D) V analyzaénej Casti je Z'

a) V analyzaCnej Casti je Z



Odpovedajici matematicky zapis:

Predikcia: d"(n)=d")(n)+ Zf(k)c(j)(” ~ k)

Vik

Potvrdenie: Cw)(”) = C(j)(”)Jf Z S(k)d(j)(” - k)

vk

Priklad1: N§jdite faktorizaciu filtrov:
1 . 1 4 3 1 | I

h(z)=—-z72+ -z +24+22--3
8 4 4 4 8
. 1 5, 1 4 1
Z)=—z "——z +-—
g(2) 4 2 4

RieSeniel :Vstupny signal je v tvare:
x(D=x(z)+zx,(z%)

Filtre su v tvare:



" 's_.v,_p"
7. ") 22"
t..:
o 1 , 3 1 — I 1
h(D)=——z'+=——z2 h(z)==+-
.(2) . 173 .(2) R
~ I 4 1 — 1
I)=—2Z +— I)=——
g.(2) 1 1 g,(2) 5
Polyfazova matica F, z nich vytvorena je:
1, 31 1 1 )
. —éﬁ +£—§Z ZI—FZIZ
Pla=1 %y 7 1
v 4 4 2



Jej determinant je mononom:

(1_131][1][11](1_11J1
——Z +—-——=Z|—=|-|=-*+t=-Z|-Z +—-|=—=
8 4 8 2) \4 4 A4 4 2

Zacneme striedavo odStiepovat’:
1) KROK A

I 1 ,
— FE 1 0
P(z) = 4 14 [?( ) 1]
s nEW Z
Z' ——
g, (2) >
T.j. hPadame riesenie pre:

1 o, 3 1 . 1 1 —
——z 4+ ———z=f(D—-+—z |+ Rz
()(4 4) S (z)
1

1 1
“zly—=T7 Z[__]ermw z
1 A R

Ak 1inicializujeme Euklidov algoritmus s ay = %.(z) and by= %,(z), mame po prvom kroku 3
moZnosti:



1, 31 |1 4 1)y /(1 1)
——Z 4+———z=%|—=z —= —+—z

8 4 8 v 2 2 \4 4

Z nich si vyberieme symetrické riesenie:
.

I 1
B 1 —+—z 1 0
Bin= 4| {1 51 J
2
Pokracovanim postupu dostaneme:

— 1 0 1 l_|_lz 1
P(z)= 0 _l 4 4 _lz‘l_l

Teraz uz len treba vysledky spravne interpretovat’.




Priklad2: Ak sme faktorizovanim BF dostali(vid’ predchadzajici priklad):

ﬁ()_ﬁ 01 L1+1z 1 0
AR IR CR N

Riesenie;: C(O)(n) = X(2”) d (O)(") = x(2” - 1)

Graficka reprezentacia je ako v Priklade C na zaciatku prednasky - az na opacné spajanie do
dvojic ako v obrazku na strane 16 po a) resp b).






