Vlastnosti ortonormalnych WR

Predpokladajme ortonormalnu MRA. Potom kazdu f(¢)€ L*(R) potom méZzeme
vyjadrit’ superpoziciou

fle)= de,n'ﬂm,n(f) d,., =<f(t), W o (t)> mne’z

m,nes

to, Ze sa jednd o odpovedajuce reprezentacie signalu, oznacujeme ako
/) e d,,

Linearita
Definujme operator r ako T £ ()] = {dm,n} = <f (¢), Wm,n(t)>. Potom Va,be R plati

Tlaf(e)+bgl)]=aT[f )]+ b Tlgl)]



Lokalizacia

Ked’ zobrazime koeficienty 4,,, ako stredy okien prislusnych waveletov ¥,,, v

casovo frekvencej rovine, dostdvame nasledovne diadické vzorkovanie ¢asovo-
frekvencnej roviny:
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Ako priklad je oznaCeny region koeficientov, ktoré si ovplyvné hodnotou
signalu f(t) v t=1,=16_ y(t) m4 kompaktnt podporu na intervale (-2.5,1.5)



a)lokalizacia v Case
Ak v(t) ma kompaktnt podporu na intervale (n.n,) potom v,, ma kompaktna

podporu na intervale <(” +n)2",(n+ ”z)2m> . Plati:
1) informacie o signale f(:) v Gase %, je vyjadrena iba v koeficientoch @,
pre ktorych indexy .7 plati: 2 "t —n, Sn<27"t, —n,
2) koeficient 4, ,, je ovplyvneny iba hodnotami f(¢) na intervale
t € <(n0 + 1, 2™, (n, + n, )2m°>

b)lokalizacia vo frekvencii

Nech ¥(@), fourierova transformacia W(f ) ma kompaktni podporu na intervale
(@pins @) . Potom ¥, (@) ma kompaktnt podporu na intervale <comm/ 2", 0,0/ 2’”>:

1)frekvenéna zlozka £ (a)) v @y ovplyvni d,, naGrovniach m, pre ktoré
/ @, )

2)koeficienty 4, , st ovplyvnené iba frekvenénymi zlozkami signalu

F(®), na intervale @ € <0)min /27, @ | 2m0>

log, (@, . /®,)< m<log,(w

max



Posun v ¢ase

Ak na vyjadrenie signalu statia waveletové koeficienty 9., iba to istej urovne
M, t.j. plati:

0= Sd, w0

nezZ m=—w
Potom pre posun signalu plati tzv. slaba viastnost posunu v case:
fe-2"k) > d, un,  —co<m<M
T.j. na vSetkych urovniech st waveletové koeficienty iba preindexované. Ak

signal posunieme o 2% ™", t.j. nie 0 2", uvedené pravidlo plati iba do urovne M-
u, koeficienty v poslednych u urovniach treba znovu prepocitat’.



Zmena mierky
Plati

f(Z_kt) Al 2k/2dm—k,n k e Z

o

Zmena mierky, ktord nie je mocninou 2 sa riesi reinterpoldciou pdvodného
signalu.

Otazky:

1)existuju vobec nejaké uroviiovo ohranicené signaly ? T.j. signaly uplne

vyjaditeI'né waveletovymi koeficientami d, . iba to iste] urovne M. Ako sa
konStruuju take signaly?



Vliastnosti funkcie mierky a waveletov

(0(1‘ ) , W(f ) - funkcia mierky a wavelet spliajica relacie zmeny rozlisenia

h(n), g (”) - koeficienty pre zmenu rozligenia 7, (”) y &mra (”), predstavuju
impulzovi odpoved’ FIR filtrov

H(»),G(®) - DTFT koeficientov #(1) a g(n)

Teorém 1 : Ak plati | 2 #0 potom 2.Hn)=2 pozn . podmienka
P potom 2

. et # 0 je nutna aby MRA bola kompletna.
Teorém 2 : Ak celodiselné posuny ¢(f) st navzajom ortonormalne, t.j.

[ p(ekplt = k)t = 5(k) potom Zn:h(n)h(n —2k)=5(k)

Dosledky: 2 #(2n)= 2 h2n +1)=2/2 zn;\h(n)\z -1

Teorém 3 : Ak ¢(t) ma kompaktnti podporu na intervale (0.N -1) a olt— k) su

linearne nezavislé, potom 4(n) ma kompaktnti podporuna 0<n<N -1 t,;.
h(n)=0 pre <0 apre >N —1 dizka sekvencie h(n) je N.



Vlastnosti Vlastnosti Vlastnosti H(®@). G(w) | Poznamka
o(1) w0 i), £0r) o
_[go(t)dt =1 > h(n)=+2 H(0)=+2 Teorém 1
[ p(eyple - k)t = 5(k) Zn:h(n)h(n —2k)=5(k) H(w) +|H(w+7)" =2| Teorém?2
ak k=0 plati
Zn:|h(n)‘2 =1
Yol=)=3l)=1] > h(2n)=3 n2n+1) H(z)=0
'[w(t)dtzO > g(n)=0 G(0)= 0
Jgo(t—n)//(t—m)dtzO g(n)zi(— l)n h(M —n) ‘G(a))‘ = ‘H(a) + M;z-)( Mje nepérne

2 hln)gln = 2k)= (k)

H(w)* +|Glo)" =2

Tab.PM1: Prehl'ad vlastnosti pri ortonormalnych WR a DWT




e Aby mohli byt’ splnené podmienky pre h(n), treba aby N, dizka h(n) bola
parna.
e Ak h(n) spiia uvedené podmienky, su zaréené iba zakladné vlastnosti olr)

(integrovatelnost’, ortonormalitu, ...) priCom (D(f ) moze mat’ extrémne
neregularny, pripadne fraktalovy charakter.

e Pri navrhu A(n) s dizkou N, ostava po splneni nutnych N/2+1 podmienok
eSte N/2-1 stupniov volnosti. Tieto moézeme vyuzit’ aby o), l//(f ) resp.

h(n) , 8 (”) mali pozadovane¢ vlastnosti, ako napr. isti regularitu,

aproximacn¢ vlastnosti ...
Pozn.1: nutnych N/2+1 podmienok je:

a) 1.podmienka: Zn: hln)= V2 kvoli existencii ¥ (t )

b)N/2 podmienok kvoli ortonormalite olt) -

> hlni(n —2k)=5(k) k=0,1,.,N/2~1

Pozn.2: Nech ‘H(Cf))‘z +|H(w +7T)‘2 =2 Oznaéme P(a))=‘H(w)‘2. Potom P je tzv.
Polpdasmovy filter t.j. v Z rovine plati : P(Z) T P(_ Z) =2



Kaskadové algoritmy, generovanie o(t)a v(t) vo
frekvencCnej a Casovej oblasti.

Ako vypocitat’ ¢(t ) a W(f ) ak pozname koeficienty pre zmenu mierky?

Vychadzajme s rovnic:

o)=32 X by, ()2t =) p(0)=32 Y, (nho(21 1)

n=—00

Tieto rovnice moZeme riesit’ iteraéne, pricom ak postup bude konvergovat’ k
pevnému bodu, potom je pevny bod hl'adanym rieSenim. Iteracie su definovang:

P I)=Z L o r-n) v )= T (o)

n=—a0

Uvedeny iterany postup sa nazyva aj kaskadovy algoritmus. Hl'adajme teraz
rieSenie vo frekvencénej oblasti.



Pouzitim fourierovej transformacie dostaneme:

04 (0)=——H,, (0/2) ©® (/2)

V2

rieSenim tejto rovnice pre k —> % dostdvame

O ()= D (0) ﬁ[% H, (60/2/‘)}

Ak tato limita existuje a je spojita v @ =0 potom (@)= o™)(0) . Analogicky:

¥(w)= %GW (@/2) fﬂ% H, (a)/2k )}

Vysledok oboch kaskadovych agoritmov nezavisi od tvaru 0" (t) ale iba od
hodnoty ®*)(0)= I(o(k)(f )t = 4, >0 ktora je invariantna vzhl'adom na iteracie.



Momentové viastnosti

k-te momenty olt), v (¢) su definované:
k)=[t*ple) m,, (k)= [ty (e)at
diskretne k-te momenty h(”) ,8 (”) su definovang:

1, (k)= n*(n) i, (k)=Zn:n"g(n)

z diskrétnych momentov #;,Hs moézeme vypoditat’ spojité momenty pomocou:

L I e 3 PO )

:1.

na zaciatku vypoctu si treba uvedomit’, ze ™y (O)



Pocet nulovych momentov 7, (k) dava informaciu o plochosti # (@) a hladkosti

w(t) ktoré rastu priamo umerne. Okrem toho, ¢im viac mame waveletovych
momentov je nulovych, tym lepSiu aproximaciu ziskame pri projekecii

signalu J (t)e L2(R) do V.

Cim v&csi pocet nulovych momentov 7, (k) je dolezity pri aproximacii signalu
f(t)e *(R) vo V,, pomocou vzoriek f(t) namiesto projekénych koeficientov.

Takisto sa zlepSuje aj symetria olr).

Prikladom waveletového systému, ktor¢ho dizajn je zaloZeny na momentovych

vlastnostiach ¢(¢) , W(t ) su tzv. Coiflets. Je to ortonormalny systém v ktorom sa
snazime nulovat’ momenty waveletu a rovnako aj funkcie mierky:

m,(k)=0_ m,(k)=0 k=12,.,L—1



K-regularne filtre

FIR filter s impulzovou odpoved’ou A(n), ktora spiia podmienky v Tab.PMI1 sa
nazyva K- reguldarny vtedy ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1) H(@) ma K-ndsobnii nuluv @ =7

2)prvych K-diskrétnych aj spojitych waveletovych momentov je nulovych,
e m,(k)=0 1,(k)=0 pre k=0L..,(K-1)

3)polynomické sekvencie stupiia <(K —1) mozu byt vyjadrené linearnou
kombinaciou posunov #(n).

4)polyndmy stupiia < (K —1) mozu byt vyjadrené linearnou kombinaciou
posunov olr)



Potom Z transformaciu #4(») : H (Z ) = Zn h(n)z " mozeme napisat’ v tvare:

1+z" :
H(z)= L(z)
2
pricom L(z) nemé4 7iadne poly v z=e" . Ak N je dizka filtra h(”) , potom

polyndm H (Z ) je stupna N-1 a L(Z ) stupna N-/-K. Aby L(z) zabezpecilo
splnenie nutnych N/2 podmienok pre ortogonalitu, musi byt” aspon stupnia N/2-
I.Potom K<N/2

Zaroven z podmienky existencie gp(t ) automaticky plati, Ze h(n) je aspon K =1
reguldrne. Takze plati :

ISKK<N/2



Navrh waveletov s K nulovvymi momentami

Nech #(n) s dizkou N je K-reguldrny filter ( prvych K momentov ¥ (f ) je
nulovych). Potom:

H<w>=(“;’” ]L<w>

spita |H (e X +|H (0)“[)‘ =1 vtedy a len vtedy, ak
‘L a))‘2 P(sm a)/Z))

kde
K-l(K—Hk

P(y)=3

jyk + yKR(1/2—y)

o\ k

a R(y) je antisymetricky polyném taky, ze ()’ ) >0 pre y<(0.1) . Ak R(y)=0,
potom dostavame wavelety s maximalnym poctom nulovych momentov N, tzv.
Daubechies wavelety. Ak N> 2K potom R(y) nam vyjadruje stupne vol'nosti,

ktoré mozeme pouzit’ na modifikaciu vlastnosti waveletov.

Pri vypoéte H(®) dostaneme potrebné L(») spektralnou faktorizaciou |L(@)’ .



Autokorelacia a spektralna faktorizacia.

Autokoreldciou sekvencie h(n) budeme nazyvat’ sekvenciu:

pln)=(hlk), hlk = n))

Pouzitim DTFT dostavame:

P)=Y pln)e ™ =3 S h(' (k - n)e " =1 (0)H(0)=|H(o)’

n=—00 n=—00 k=—o0

Vyjadrenim v Z-rovine dostaneme:

P(z)=H. (=" JH(z)

, kde oznacCenie * znamena konjugaciu koeficientov, nie celej funkcie. Vidime,
7e ak Zk jenula P (Z ) potom nula je aj 1/ z Z , t.J. nuly sa vyskytuju iba v paroch.

Naviac ak h(n) je realne, potom £ (Z) ma nuly aj v ZZ allz, .



Plati:
N,

Pe)=a T10-22 )i ) 1022023 )

i=1
Jkde N, je pocCet parov nal na jednotkovej kruznici( plati ‘le. ‘ =1, par je vlastne
dvojnasobny koreii ) a N, je pocet parov nil mimo jednotkovej kruZznice ( plati
‘Zzi ‘ <1 )

Pre dana £ (Z ) sa vyhovujuce H(z) nazyvaju spektrdalne faktory P (z). Tieto
faktory nie su jedine¢né, pricom ich ziskame pouzitim iba jednej nuly z kazdého
paru nal P (z). VSetky rieSenia majui rovnaki magnitadovu charakteristiku, liSia
sa 1iba vo fazovej charakteristike. Dolezite€ je riesenie s minimalnou fazou, t.J. pri
vytvarani 7 (Z ) pouzijeme iba nuly v a na jednotkovej kruznici. Potom:

H(Z)I\/; fll(l—zlizl)ﬁ(l—zzizl)

i=1



Priklad: Zistite koeficienty h(n) , pre Daubechies wavelety s minimalnou fazou
ak N=6.

RieSenie: Chceme max. pocet nulovych mometov, t.j. K=3, R=0.
Potom P(y)=1+ 3y +6y° :

.2 1 1 1 im 11 1
Yy =sin (a)/2):5(1 - cos(a)))za(l ——(e +e )} =——z+———z

nulové body su
{0.28725-0.152891, 2.71275+1.443891
0.28725+0.152891, 2.71275-1.443891 }

P(z)=c (1 - (0.28725-0.15289i)z~" )(1 - (0.28725 + 0.15289i )z )
(1-(0.28725+0.15289i)z ™ )(1 +(0.28725 - 0.15289i )z )



& zistime pomocou keficientu pri najvyZ$ej mocnine

o = % /[(0.28725 -0.15289i )0.28725 - 0.15289i )|

vytvorime faktor s minimalnou fazou:
L(z)=e (1-(0.28725-0.15289i)="" ) (1 - (0.28725 +0.15289i)- " |

Aby sme dostali ortonormalny systém, normujeme 4 (z) faktorom V2 , potom:
3
H(Z):ﬁ[i j 1(2)

¢o je numericky
H(z)=0.332672° +0.80689z + 0.45988z - 0.13501+ 0.08544z™" +0.0352327
Co odpoveda nekauzalnemu filtru.

Kauzalitu dosiahneme vynasobenim 7 (Z ) faktorom z°, t.j. oneskorenim h(n)
o 3 takty. Potom

h(”)={0.33267, 0.80689, 0.45988, -0.13501, 0.08544, 0.03523}



Biortogonalne wavelety a nulové momenty.

Predpokladajme vieobecné rieSenie faktorizacie (Z ) v tvare © (Z ) =F (Z )H (Z )
Nulové body £ (Z ) ozna¢me <; . Potom platia nasledovné pravidla:
1)aby £ (z)a H(z) boli prenosové funkcie redlnych filtrov, Z: a z; musime
pouzit’ v paroch
2)aby £ (z)a H(z) boli prenosove funkcie filtrov s Linearnou fazou, Zi
1/z; musime pouzit’ v paroch
3)Aby £ (Z)a H(z) mohli tvorit ortogondlne wavelety, z; a 1/z; musime
pouzit’ oddelene.

Zaroven plati: Symetricky ortogonalny FIR filter s prenosovou funkciou H(z),
moze mat’ maximalne 2 nenulove koeficienty, pricom plati :

H(Z)=(1+Z_N)/\/E

a N je neparne.



a)Vseobecné umienstnenie nul P(z) b) Umienstnenie nul pre maximalne hladky

polpasmovy filter so 14 nulami v P(z)
<

8/8 ortogonalne 9/7 symetricke 6/10 symetricke

./
./
L/

]/

<

c) Priklady faktorizacie P(z) z b)

NI
|/




T.j. st mozné 3 tvary filtrov pre biortogonalne wavelety:
1) filtre pre ortogonalne wavelety
2) filtre s linedarnou fazou, symetrické

o Vsetky st s nepdrnou dizkou impulzovej odpovede
o Vsetky sus  parnou dlZzkou impulzovej odpovede
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