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Fourierova transformacia a jej druhy
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Struc¢na historia waveletov

e Korene waveletove) analyzy, siahaju az k zaCiatku naSho storocia.

e Prvy "wavelet" skonStruoval I.Haar v r. 1910 pr1  konStrukcii alternativneho
ortonormalneho systému k Fourierovmu

e ... tedrie Littlewood-Paleyho, harmonickej analyzy, atomickej dekompoziciie
a teorie ramcov ....

e Vznik ucelenej waveletovej teorie - zaciatok 80tich rokov

e Objavenie tesnych vzt'ahov medzi bankami filtrov a waveletovymi bazami. -
S.Mallat, 1985

e Neskor .... konStrukcie waveletov tvoriace bazy pre mnohé¢ priestory funkeii (
Y.Meyer, [.Daubechies, Battle, Lemarie...)
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Casovo - frekvenCna analyza a waveletova transformacia

Pr1 analyze a reprezentacii signalov je Castokrat vyhodné pouzit’ transformaciu, ktora
reprezentuje signal suCasne v €ase aj frekvencii.

e Fourierova transformdcia rozklada signal na frekvenéné komponenty. Neposkytuje
informaciu, kedy signal vykazuje dané frekvencné charakteristiky (jej bazové
funkcie rovnomerne prekryvaju celu ¢asovu o0s)

e RieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier Transform), Géabor (1946),
posuva okno fixnej velkosti pozdlZ signalu a extrahuje frekvenény obsah v danom
intervale

j 1 (O)gle )™ ar{ £ (t)gle — 7). e’ )

kde g(r) je oknova funkcia a fl¢ (¢) vstupna funkcia. Ak oknova funkcia je
gaussovska funkcia, tak STFT sa vola Gaborova transformdcia.

Pre STFT plati:



e Bazove funkcie su generované modulaciou a posunom oknovej (prototypovej)

funkcie gl(t).

e STFT ma pre dant oknovu funkciu pevné rozlisenie vo frekvencii.

Kazdy signal moze byt zndzorneny v casovo-frekvencnej rovine, ktora charakterizuje
rozdelenie napr. energie signalu v Case a frekvencii.
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Zndazornenie signalov v casovo-frekvencenj rovine
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Rozlisenie v Case a frekvencii pre danu funkciu x(¢) a jej fourierovu transformaciu

X(w) je dané casovo — frekvencnym oknom. Jeho stred je v bode S = (9, @) , a vel'kosti
stran su 20,,20, . Plati:

ty = Hx _MX @y = HX J'a)‘X d (1.moment)
of = |xle)] " [(e =ty F|xle) e op =[X(@) " [(@-o,f|X() do (2.moment)

Poznl: Z definicie Fourierovej transformacie vyplyva [X () =27 |x(t).

Pozn2: Rézne 7@ pri STFT zodpovedajii posunom zakladného ¢asovo-frekvenénéo
okna v Case a frekvencii



Princip neurcitosti:

Pre x(z) iduce k nule rychlejsie ako 1/vr ak ¢ — +oo plati:
o ol >1/4

Rovnost’ plati, ak x(t) je Gaussova funkcia x(t)=Valze
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Casovo - frekvencnad rovina s prikladom rozlozenia casovo - frekvencnych okien pre a)
STFT b) Waveletovu transformaciu



Wigner-Villove rozdelenie(WVR) - predchodca waveletov

Wigner-Villove rozdelenie signalu x(t) je dané:

Wz, f)= jx(t +7/2)x" (1 —7/2)e > dr

T
WVR je:

1) Fourierova transformaciu autokorela¢nej funkcie signalu s rdznym posunutim 7 pociatku
v Case.

2) STFT, kde oknova funkcia je otoCena a posuvana kopia signalu x(f )

Vlastnosti:

1) WVR ponuka vo vSeobecnosti ovela lepSie Casovo-frekvencné rozlisenie ako STFT.

2) Pre WVR plati VVx(t S ) €R t.J. obor hodnot su redlne a nie komplexné Cisla

3) Problematicka rekonsStrukcia signalu



Informacia o signale ziskané pomocou FFT
amplitida amplitida
F

>
tas frekyencia

Informacia o signale v ¢asovo-frekvencnej rovine ziskané pomocou WVR
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Waveletova transformacia (WT) ma oprott STFT funkcie formované iba zmenou

mierky a posunom prototypovej funkcie (zakladneho waveletu) ¥ (f )

vy /\/\ f\ el

SR AR IR I

Haar CDF(2,2) * Daubechics 4  Antonini 9/7 Daubechies 10 Daubechies 20

Priklady roznych druhov zdakladnych waveletov v L,(R)

Spojitd waveletovd transformdcia (SWT) funkcie f(t)e I*(R) je definovana ako
zobrazenie L*(R)— L’ (Rz) vztahom

SWT,(a,b) = T Feyo (et ={£(t)w,, (1)) acR" . beR
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Funkcie V.,(t) st definované zo zdkladného waveletu w(t) pomocou parametrov
zmeny mierky a posunu @ ,b nasledovne:

vs= S0 e 2(®)

SWT v zavislosti od parametra @ poskytuje pruzné ¢asovo - frekvencné rozlisenie. Ak
casovo - frekvencéné okno w(t) ma rozmery o, .0, astred v bode S = (fo,a)o), potom

O, =d0, c, =0c,/a S, = (ato +b,m, /a)

@

T.j. obsah okna ostiva konstantne 40,0, .
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Priklad: Ak funkcia [f (f) ma nenulové hodnoty na intervale (fo,fl), kde bude
nenulova fl(t=b)/a] »

RieSenie: Hladame taky interval (thtl ) ktory sa danym prepisom zobrazi na (t0>t1),
tj.. t =(t§—b)/a a t =(l‘1*—b)/a z toho ty=aty+b, t, =at, +b. RieSenim je teda
interval (al‘o +b, at, +b).
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SWT je invertovatelnd, ak pre Fourierovu transforméaciu ¥(@) zakladného waveletu
plati:

dw < © ‘{’(O) = le(t)dt =

_T ¥(w)
0
tj. (@) ma charakter pasmového priepustu. Potom existuje inverznad SWT v tvare:

J [ ST @) v )dadb

L
C a

v —

Pozn.1:Zakladné wavelety maji zvy&ajne jednotkovu energiu, t.j. |v (e)=1.

Vo 0)) =l (1),

Pozn.2: Normalizacia 1/va pri vypoéte v,,(1) z w(t) zabezpeCuje
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Z.ovSeobecnenie

Pri SWT je mozZzn¢ pouzit’ pri rozklade a rekonStrukcii signalu r6zne zakladne wavelety
w(t) a wle):

)= [ [ (™

7w

<

Invertovatel'nost’ je podmienena vzt'ahom pre vypocet Cjy, nasledovne:

Priklady zakladnych waveletov ¥ () z rodiny ortogonalnych Daubechies waveletov:
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Priklady zakladnych biortogonalnych spline waveletov (l//(f ) zelené, W(f ) gervené )
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05
Wavelet "Mexicky klobuk™ (obratena verzia)
0 1 /2
, _r
0.5 , l//mex(t): (t _lk ?
Jio 0 10

Analyza s1gnalu f =cos(/10) pomocou l//mex( )

VAYAYANAVAVAYAY, | VAVAVAVAVAVAVAY,

___,________l.-'______- = i e mommn o e e — — i —" — [l

o
R —— ) T A A S
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N ] v ' v ' v ] v ]
P 1 PRI T R T T T 1 1 PRI S R R T T B 1 1 PRI S I T S S N L s ' ' [ . ' L . ' Lt ' ' A

I—'J o0 o 100 200 S00 —100 0 106 200 300
a)Zhoda f (t) s v,..(¢) s meniacou sa mierkou b)Znazornena vyslednd SWT

SWT(k,7) =k T FEW e [ = 7))t

(vysledok znazorneny bodkovane)
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Priklady skalogramov SWT, pouzity wavelet: ¥mex (t )

1 Vstupny signal 1 Vstupny signal
0.5/ — 0.5
0 0
05! 05!
o 50 100 150 200 250 1o 50 100 150 200 250

|ISWT koeficienty]| [SWT koeficienty|

—
Scale
h—\

N SRR SN
SLONPRPNSC

N

A A NNNN
SLONPNPNSC

=Y

Scale
—
—

—
—_—

—

N O1 0
N O1

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
time (orspace)b time (or space)b

2) f(t)=sin(?) a) f(¢) je kombinaciou sin(3t,10t,1t,2t)
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Vliastnosti SWT

Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho sucinu

Posun v case:

gt)=f(t=by) = SWT,(a,b)=SWT,(a,b~b,)
Zmena mierky.

S

g(t)=%f(tj = SWTg(a,b):SWTf(%,gj
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Z.akladné charakteristiky waveletov

1) Vlastnost kompaktnej podpory na intervale (a.b) vypoveda o tom, Ze funkcia
(wavelet) ma nenulové funk¢éne hodnoty len na danom intervale, mimo neho je
funk¢na hodnota nulova. Hovorime, Ze je na danom intervale podporovany.

k
2)Pocet nulovych momentov. K-ty moment v(t) definujeme ako m(k): _[t '//(t)dt :

Plati, 7e ak w(t) je K krat diferencovatelnd a pre t —+o klesa dostato¢ne rychlo,
potom prvych K-7 momentov bude nulovych. Potom ak /() je na nejakom
intervale polyndmom max. K-/ stupiia, pre wavelety Wast) podporované v tomto

intervale budu prisluiné waveletové koeficienty SW7; (@.b) nulove.

3)Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f (¢). Je to takeé

maximalne &islo 7 pre ktoré plati |[F (w)<c (1 +|o Hl), ®<R . Potom f(t) je r-1 krat
spojite diferencovatelna, r-td derivacia moze byt nespojita.




Priklady waveletov

I  pre0<t<0.5

t)=<-1 re0.5<t< -1
Haarov wavelet: l/j( ) P :

0 indé
sin ()
Sinc wavelet: w(t)=20(2t)- ¢(t), kde #l1)=
_ 1 —jwgt —t2/2
Morletov wavelet: l//(t) o € ¢ :
Wavelet Pocet nulovych |Regularita r |Charakter resp. |Charakter resp.
momentov podpora v Case |podpora vo frekvencii
Haar 1 0 <0,1> l/o
Sinc 00 00 1/t <, 2m>
Daubechies N |N a(N) <0, 2N-1> /@™
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Waveletové rady a ramce

Redundancia SWT (oba parametre a, b su spojité¢) sa da odstranit’ vzorkovanim a, b.
Potom hovorime o waveletovych radoch (WR). Pr1 volbe vzorkovania su dodlezité
otazky kompletnosti, redundancie a minimalnosti vyslednej mnoziny funkcii.

Standardné volba fypu vzorkovacej mriezky

m
o d=d,

o b=nbyay (volime tak, aby bola pomocou @b pri danej mierke a “pokrytd” cela
¢asova os )

Pre (1) (a analogicky pre #(r)) dostivame mnozinu funkcii:

m

Wmn(t) = a(;zl;y(a(;mt — nbo) , m,nec /
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Kazda f()e L’(R) potom modZeme vyjadrit superpoziciou vo waveletovych
ramcoch(Wavelet Frames — WF):

f(t) = ;;dmn&mn(t) dm,n = <f(f), Y inn (t)> mmneZ (WF)

ak mnoziny {‘// m.n }, {Wm,n} st kompletné dudlne ramce, pre ktoré Vf(t) e I*(R) plati:

C<a”ff

A <\ rwa ) < BlAf B A < SN f i)

Koeficienty 4,,, nazyvame waveletové koeficienty.

Ak A=B=1,

w e L’(R) potom nazyvame ortonogondalny resp. ortonormdalny wavelet.

v..|=1 rémec Wani tvori ortonormdlnu bdizu v L*(R). Funkciu
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NajbeZnejSia sa redundancia reprezentdcie vo waveletovych rdamcoch odstranuje
vol'bou vzorkovacej mriezky :

a, =2,b, =1
Plati :

m

Va)=2 2y (2771 -n)
funkciu ¥n.» (¢) potom nazyvame dyadicky wavelet a vztahmi (WF):

f(f)=§;dm,n'7m,n(f) dyn = <f(t)>Wm,n (f)> m,neZ

su definované waveletové rady (WR).
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Poloha bazovych funkcii(odvodenych od Db2) v dyadickych waveletovych radoch
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Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Pre ortonormadlne wavelety plati ¥ =y a
<Wj,k»‘//z,m>:5(f—l)5(k—m) j.k,,meZ
co charakterizuje ortogonalitu v rovnakych trovniach rozliSenia a aj medzi réznymi
urovinami.
Par (v.%) splia podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych waveletoch),
ak mnoziny Wonta W, st dudlne bazy, splhajuce prodmienku biortogonality:
<Wj,k,%,m>=5(j—l)5(k—m) jk,,meZ

Wavelet wel’ (R) J.k,l.meZ gy nazyva semiortogonalny (nazyvany aj pre-
wavelet), ak plati:

<Wj,k9'7”l,m>:5(j_l) Jok,lomeZ

t.]. je zachovand ortogonalita len medzi r6znymi irovhami rozliSenia.



26

Prechod k analyze viacurovinovym rozliSenim
(MultiResolution Analysys - MRA)

OznaCme :

I}(R) potom mdzeme vyjadrit’ ako priamu sumu podpriestorov ¥, resp. W,

FR)=.OW, @W,®W_ @..
(R)=..oW, ®@W,®W_, ®..

AKo odstranit’ nekone¢né sumy pri reprezentacii resp. aproximacii signalu ???
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