1 Hilbertove priestory a rozklady signalov

Definicia 1.1: Vektorovy priestor E nad komplexnymi C alebo redlnymi ¢islami R je
mnozina vektorov E spolu s operaciou scitania a skalarneho ndsobenia, pre ktoré
(E,+..) je linedrny priestor nad polom C alebo R.

Definicia 1.2: Podpriestor vektorového priestoru E je taka podmnoZina M c E | pre

ktoru plati:
1) Vx,yeM;x+yeM

2) VxeM apre a €C alebo a€R plati, ze oxeM
M je uzavrety , ak obsahuje aj vSetky limity 'ubovolnych postupnosti vektorovz M .

Definicia 1.3: Linedrny obal L(M) mnoZiny M c E s prvkami x; je podpriestorom E
a plati

L(M):{Zaixi ;a; € Calebo R, x; EM}



Definicia 1.4: Bdzou vektoroveho priestoru £ nazyvame neprazdnu podmnozinu
B c E prave vtedy, ak L(B)=E a B je mnozina linearne nezavislych vektorov.

Definicia 1.5: Hilbertov priestor E je vektorovy priestor E, ktory jekompletny
(obsahuje aj vSetky limity 'ubovol'nych postupnosti vektorov z E) a na ktorom je

definovany skaldrny sucin ktory oznacujeme ()

Definicia 1.6: Velkost vektora x (oznaCujeme I« ) je v Hilbertovych priestoroch dana
skalarnym st¢inom [x|=4/(x.x) .

Definicia 1.7: Nech M, ={x,;} a M,=1{y j} su podpriestory Hilbertovho priestoru £:
a) x; a ¥, suortogondlne(x; Ly;) ak <xi,y,->=0

b) x; a M, st ortogondlne(x; LM,)ak Vy;; <xl~,yj>=0

c) M, a M, st ortogondlne(M, LM,) ak Vx,.¥y,:(x.y,;)=0



Definicia 1.8: Nech M, su podpriestory Hilbertovho priestoru E. Ak kazdy vektor
x € E mdzeme jednoznaéne vyjadrit’ v tvare X =X, + X, +..+Xx; priCom X; €M, potom
E je priamou sumou porpiestorov M,. Piseme E=M, ©M, ©..OM,

Definicia 1.9: Nech M je podpriestor Hilbertovho priestoru E. Potom ortogondlny
doplnok k M v E je mnozina M* ={xeE;x LM},

Veta 1.1: Nech podpriestor M c E je uzavrety. Potom pre dany vektor z € £ existuje
xeMayeM” také,7e Z=X+Y Tj. plati E=M®M".



1.1 Separovatel’né Hilbertove priestory

Hilbertove priestory obsahuji  spocitatelné bazy vtedy alen vtedy, ak su
separovateln¢. Priklady takychto priestorov su:

Komplexné / redlne priestory

Komplexny priestor C" je mnoZzina vSetkych n-tic x = (,%5,.00%,) kone¢nymi
hodnotami X; na mnozine C. Skalarny sucin je definovany ako:

<x,y>=Z:xl.y;k x,yeC”
i=1

Analogické definicia plati aj pre R " Kvoli jednoznacnosti budeme pouZzivat’ aj

C L. = T
klasicka notaciu X _(xl Xy we xn) :



Priestor /,(Z)

Vektormi x v priestore /5(Z) st sekvencie x(n)eC, ne Z s kone&nou energiou || <.
Zvyc€ajne reprezentuju signaly distkrétne v Case. Skaldrny sucin je definovany ako:

o0

(x.y)= 2 xln)y(n) X,y €l,(Z)

n=—o

Priestor L,(R)

Vektormi x v priestore L,(R) su funkcie x(t)eC, te R, ktoré st po Stvorcoch
integrovatelné, t.j. o < o0 . Skalarny sucin je definovany ako:

()= @ xyeL,®)

Pozn.: Analogicky pre funkcie n premennych mozeme definovat priestory L, (R")



1.2 Ortonormalne bazy

Mnozina B=1{x,} je ortonormdlny systém ak
Vx;,x; €M, ; <xi=xj>:5(i_j)
B=1x, je bazou priestoru E , ak vietky € E mdzeme vyjadrit
Y= Zakxk
k

kde e, su spektralne koeficienty
Op = <xk ) y> .

Pre takyto systém plati Parsevalova rovnost
b =Xl VyeE

1

Analogicke tvrdenia platia aj pre ortogondlne systémy, vo vztahoch je iba pridana
normalizaCna konStanta.



1.3 Biortogonalne bazy

Nech mnoziny B = X} a B={} st bazami priestoru £. Tieto bazy st navzajom dudine
resp. biortogondline, ak:
a) \V/l,] € Z, <x,‘9$j>:5(i_j)
b) existuju kladné koneéné konstanty C,D,C.D, ze pre Vy € E plati:
2 ~ - 2~
W <Sforer <obl DE < < DI

Potom signal y € £ mozeme vyjadrit’ ako

Y =;<xk,y>fk :Z<)ch»y>xk

k

Parsevalova rovnost’ ma tvar:

b =X Ey)  Vyek

1



1.4 Ortogonalna projekcia a aproximacia signalu

Definicia: Ortogondina projekcia(priemet) vektora x do vektora s je zloZka vektora x

v smere vektora s nazyvana 9s s velkostou ||%s| = <a, S >/ ”S ” :
A
X3
17
d
)3 1 12 Xl

Obr. 1.1: Projekcia v E =R’ : projekcia vektora ¥ do podpriestoru daného L({x,,x, ).
Plati ¥ — 1z L L({x,x,}).
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Aproximujme Y € E v uzavretom podpriestore S; s bazou B, =1x,,x,,..x; }. Ozname
¥ ortogonalnu projekciu Y€ £ do S,.

Plati (y — Y ) 1§, azaroven
| = 3] = miny - s] Vs ¢S,

T.j. aproximacia ortogonalnou projekciou je najlepsia v zmysle najmensich Stvorcov.



Postupna aproximacia:

A) Nech B, je ortonormdlna baza S, . Oznaéme ortogonalnu projekciu y€E do

B)

S ako " :Z<xi’y>xi .KedZe *; st vzijomne ortogonalne (sta¢i aby baza B bola

1

ortogonalna), zachovava sa vlastnost’ najlepsej aproximacie v zmysle najmensich
Stvorcov. Plati vlastnost’ postupnej aproximacie, t.j.:

S kHD s (k) +<

Y xk+19y>xk+1 .

Ked By, baza Si nie je ortogonalna, neplati viastnost postupnej aproximdcie, t.j.
aproximdciu v S-1 nemdZeme priamo pouZit,, je nutné celt aproximaciu
prepocitat’ znovu.
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A
€
X
<x2>y >
Y
el>

j} D<x19y >x1 X1

a) Ortonormalna baza B b) B je neortogonalna

B={x,x,}={(1.5-0.5).011) B=1{x.x,}={v3/2.05)(0.5.43/2)

~

B ={x,,%,}=1{0.5,-0.5),(0.25,0.75)}

Obr: 1.2. Priklad reprezentacie signalu v ¥ ={L.0.5; E=R” v baze B: a) B je
ortonormalna b) B je neortogonalna pri rdznych bazach. VSimnime si pouzitel'nost’
aproximacie ¥ v podpriestore s k-1 bazovymi funkciami.
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1.5 Zmena suradnic pri prechode k inej baze v C".

Nech B, ={ei.€,.ne,} a By ={fi, forr fo} s bazy Hilbertovho priestoru c-.
Prepisanim do maticovej notacie dostaneme Stvorcoveé matice hodnosti n:

B, =(¢.%,,...8,)  B,=(f.fmr)
kde, e =¢/ a f =/ su stlpcové vekory.

Definicia: Kazdy vektor z 5> modZeme jednoznaéne vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu
vektorov bazy B, tj. plati B, =B,P, . Maticu 51, nazyvame maticou prechodu od
bazy B, k baze B, . Analogicky oznaéme £>; maticu prechodu od 5>k B;. Potom
plati:

P21 :Pl;l.
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Veta: Nech X € C" m4 v baze B, suradnice X(B,)=(x,,x,.,...x,)" av B, sturadnice
%(B,)=(31,¥2y,)" . Potom plati:

§(Bz): })1515(31): P21§(Bl).
V praxi st naSe vstupné vektory reprezentaciou diskrétnych signalov v ¢ase. Potom:
_ -1
b 1 — ! B, =B,
,kde 1 je jednotkové matica.

4 o . 7 A n .
Doprednou transformdciou signalu *(n) =x € C" potom budeme rozumiet’ zmenu

vektora X na vektor ¥ =X(B,). Ozna¢meT =P, =B, :

y =T
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Signal x rekonstruujeme (spdtnou transformdciou):

Ju o S ) (N ) ) )
f:T_l‘)_/:sz_/: :flyl +f2y2 ++fnyn
fnl fnn Vn
Pre ortonormalne bazy & = {bi} : plati T7'=B T=B"'=B"

Pre biortogonalne bazy B = {bz’}, B = {gl}, plati 7T7'=B T=B"
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Plati: Ak chceme vyjadrit’ nejaky vektor Yvo vektorovom priestore sbazou B,
robime jeho ortogonalnu projekciu do vektorov dudinej bazy B k baze B.
A X, Ozna¢me: B=(%, X,) B= ():CI 52)
Dualita: B' =B, Tj: B'B=1=BB’
Dosledky: 1) (%.x)=(%,.x,) =1

2) <3€1,x2> = <)~cz,xl> =0

ste)- 850 (0]

f([) = Bf(B) = [é;;ii((};))g = <$1aY>f1 T <%29J’>372

Geometricka reprezentacia(dosledok 2)
Plati: V = d; T d;  Ako ziskame % ?

1) spravime projekciu ¥ a *ido %
2) z podobnosti trojuholnikov a pouZzitim

dosledku 1 ziskame HalH a 4
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1.6 Ramce

Definicia: Ramcom vo vektorovom priestore £ nazyvame neprazdnu podmnoZinu
B={y,}, BCE prave vtedy, ak L(B)=E a Vf €E existuju kladné koneéné konstanty
C,D také, Ze plati:

2
<l

A <2 v

Ramce:

nie su nutne linearne nezavislé mnoziny

reprezentacia vektoru pomocou rdmcov moéze byt redundantna a nejednoznacna
ak 4= B, ramec sa nazyva fesny a naviac ak |y, |-1, potom 4 udava mieru
redundancie ramca oproti baze (ak A=2, potebujeme 2x viac vektorov na
vyjadrenie /).

ak A=B=1, |y,.,

=1 rAmec .| tvori ortonormdlnu bazu E
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