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Zoznam pouzitych symbolov , skratiek a pojmov

Skratky

1D,2D
CQF
DCT
DOT
DP
DWT
EC
EOB
EZW
FB
FIR
FFT
FWT
HP
KLT
IR
JPEG
JSM
MPEG
LOT
MRA
MSE
pdf

Q
QMF
SBC
SRT
STFT
SWT
TC
VQ
WPT
WT

Jednorozmerny, Dvojrozmerny

Konjugované kvadrattrne filtre

Diskrétna kosinusové transformécia

Diskrétna ortogonalna transformacia

Dolny priepust

Diskrétna waveletova transformacia

Entropicky koder

Koniec bloku (end of block)

Embedded zero-tree wavelet algoritmus

Banka filtrov (Filter bank)

Kone¢na impulzova odpoved’ (Finite impulse response)
Rychla Fourierova transformacia

Rychla waveletova transformacia (Fast wavelet transfrom)
Horny priepust

Karhunen-Loevova transformécia

Nekonec¢na impulzova odpoved’ (Infinite impulse response)
Joint Photographics Experts Group

Jednosmerna zlozka

Moving Picture Experts Group

Prekryvnéa ortogonalna transformacia (Lapped orthogonal transform)
Analyza s réznym rozlisenim (Multiresolution analysys)
Stredna kvadraticka chyba (Mean square error)

Funkcia hustoty pravdepodobnosti (Probability density function)
Kvantizator (Quantizer)

Kvadraturne zrkadlove filtre (Quadrature mirror filters)
Subpasmové kddovanie (subband coding)

Systemy s r6znym taktovanim

Kratka Fourierova transforméacia (Short time Fourier transform)
Spojitad waveletova transforméacia

Transformaéné kédovanie (transform coding)

\ektorovy kvantizator

Waveletova paketova transformacia

Waveletova transformacia

Matematické symboly

ZR

H(2)
h(n)

h(n)
(f.g)

d(n)

Mnozina celych a redlnych ¢isel
Prenosova funkcia v Z rovine
Impulzova charakteristika filtra
Casova reverzia h(n) , t.: ﬁ(n) =h(—n)
Skalarny stéin (f.0)=) f()ga) i 0z
Kroneckerov impulz 8(n) =1 pre n=0
dn)=0pre nz0



h(n)* x(n) Konvoldcia h(n)* f(n) = Z h(k)x(n—k) n,k 0Z

L*(R) vektorovy priestor meratel'nych, po Stvorcoch integrovatelnych funkcii
f(x);xOR

@(t) dualna funkcia k funkcii ¢ (t)

L (RZ) vektorovy priestor meratel'nych, po Stvorcoch integrovatelnych funkcii
f(x,y);x,y OR

o(t) komplexne zdruZend funkcia k funkeii ¢4(t)

(f,9) skalarny stéin (f,g)= [ gt t OR

si(t) si funkcia si(t) = sin(x) / x

spar{ Y(t — n)} mnoZina vietkych linearnych kombinacii funkcii Y(t —n), t.j:

span{(t-n)} ={ a,(t-i)a;, OR}

Slovnik pojmov

Basic wavelet (mother wavel et)
Bit allocation

Bit rate

Cefficient scaning

Compact support

Conjugate quadrature filters (CQF)
Decomposition relations
Dilatation

Fast wavelet transfrom (FWT)
Filter Bank (FB)

Halfband filter

Inner product

Interscale coefficients

Mirror filter

Multirate systems (SRT)
Multiresolution analysys (MRA)
Multiresolution decomposition
Multiresolution techniques
Orthogonal decomposition
Quadrature mirror filters (QMF)
Regularity

Scaling function

Scaling coefficient

Signal expansion

Subband coding (SBC)

Two scale relations

Wavelet series

Wavelet packet transform (WPT)

Zakladny wavelet
Alokécia bitov

Bitova naro¢nost’

Nacitavanie koeficientov
Kompaktna podpora
Konjugované kvadratirne filtre
Vztahy pre rozklad

Zmena mierky

Rychla waveletova transforméacia
Banka filtrov

Polpasmovy filter

Skalarny sucin

Koeficienty pre zmenu rozlisenia
Zrkadlovy filter

Systemy s r6znym taktovanim
Analyza s réznym rozlisenim
Rozklad s r6znym rozliSenim
Metody rézneho rozlisenia
Ortogonalny rozklad
Kvadraturne zrkadlove filtre
Regularita

Funkcia mierky

Koeficient mierky

RozSirenie signalu

Subpasmové kodovanie

relacie zmeny rozlisenia
waveletové rady

waveletova paketova transformécia



1 Uvod

Kompresia signalov, ktord je jednou =z hlavnych aplikacii DSP, pouziva
reprezentacie signdlov v réznych doménach ako hlavny komponent. Zmena reprezentacie
signalu je zvdcsa uskutocnena transforméciou ( vtedy hovorime o transforma¢nom koédovani
). Ked je zmena reprezentacie ekvivalentna rozkladu v banke filtrov, hovorime o
zovSeobecnenej  transformécii. Schéma kompresného /dekompresného  systému
pouzivajuiceho tento postup je na Obr. 1.1.

0
vstup . . vvstup
, Kodovanie ,
—>  Analyza 1 Syntéza ——>
a prenos
M-1

Zlozky signalu (pasma)
Obr.1.1. Struktiira systému pouzivajiiceho vieobecn( transformaciu

Klasické transformacné postupy pouzivaju diskrétne ortogonalne
transformacie (DOT) ako blokové transformacie bez prekryvu blokov alebo s moznym
prekryvom blokov (LOT). Oba pripady su Specialnym pripadom zovSeobecnenej
transformacie, t.j. mozno ich nahradit’ bankami filtrov[4] (Obr.1.2).

M-pasmovy rozklad

[ —1
M-pasmova Dvojpasmoveé Banky filtrov s hierarchickou (stromovou) Struktdrou
banka filtrov M = 2K
(L=M)
| A \ L
LOT(L=2M) Nepravidelny Pravidelny strom Strom s dyadickym
| strom (rovnaké pasma) delenim (pyramida)
Blokova t t
transformacia Waveletova paketova Diskrétna waveletova
(L=M) transformacia transforméacia

Obr. 1.2 Prehlad rozkladov signdlu na M pdsiem
(L - dizka vstupného signdlu, M - pocet pdsiem rozkladu signdlu)



Uzito¢né vlastnosti zovSeobecnenej transformacie su :

* dekorela¢na vlastnost

* transformac¢nd doména je vhodnejSia na kvantizaciu s ohl'adom na percepéné kritéria

e percepcné kritérium je zohladnené pri nizkych vypoctovych narokoch

Kodery pre kompresiu obrazu odstrania po transformacii zo signalu informéaciu nepodstatni
pre I'udsky vizualny systém, t.j. ide o stratovu kompresiu.

Waveletova transformécia (WT) a jej modifikdcie sa tiez Specidlny pripad
zovseobecnenej transformacie. Banka filtrov ma $pecidlnu Struktaru a filtre v nej pouzité
musia spifiat’ ur&ité dodatoéné podmienky (kap. 3). Waveletové kompresné postupy st v
sucasnosti najvykonnejSie pre oblast strednych a vysokych kompresii, kde uz
najpouzivanej$i Standard JPEG zlyhava kvoli silnému blokovému efektu [4]. V sucasnosti
prebieha vyvoj novych Standardov pre kompresiu statického aj pohyblivého obrazu ( MPEG
IV) pouzivajiacich WT.

Waveletova transforméacia vznikla syntézou viacerych oblasti. Je sucast'ou systémov s
roznym taktovanim pri¢om waveletova tedria je v matematike silny aparat analogicky
Fourierovej analyze. Tieto oblasti st spomenuté v kap. 2, resp. v kap. 3. Specifika realizacie
WT pri aplikécii na obraz su uvedené kap. 4. Kompresné postupy zaloZené na bankach
filtrov (a waveletoch) su uvedené v kap. 5.

1.1 Transformacéné kodovanie

V transformacnom koédovani je transformacia len jednym z  troch hlavnych
komponentov. Dal$ie si kvantizacia a entropické kodovanie. Medzi tymito tromi ¢astami
su tesné vztahy, na ktoré treba pri ndvrhu systému brat” ohl'ad [1][3][7]. VSeobecna
schéma transforma¢ného kddera s blokovou transformaciou je nasledovna:

Rozdelenie L L Entropicky
— abl oky > Transforméacia > Kvantizator —» ) 010
Vstupny Skomprimované
signal T data
Vyhodnotenie
spektra

Obr. 1.1: VSeobecnd schéma transformacného kodera

Niektoré z d’alSich mozZnych odlisSnych postupov su uvedené napr. v [3][19].

V transforma¢nom bloku mozeme pouzit’ rozne blokové transformacie, uvedené napr.
v [1][2]. Optimalna je KLT [3]. Z fixnych blokovych transformacii je najuspesnejSia
DCT, navrhnutd ako aproximacia KLT pre Gauss-Markovovské procesy 1. radus velkym
korelatnym koeficientom. Pri kompresii obrazu je na nej zaloZeny Standard JPEG. Pri
blokovych implementaciach sa vSak neodstrafiuje medziblokova korelacia a naviac vznika



rusivy "blokovy efekt". Tento s vyhodou odstraiuja Lapped orthogonal transforms (LOT)
[4]. Dalsim z rieSeni ako sa zbavit uvedenych tazkosti je pouZit subpasmové alebo
waveletové postupy, ktoré aplikuji metddy rozneho rozliSenia . Prirodzene zohladiuju
vlastnosti 'udského vizualneho systému a preto sa daji s vyhodou pouzit’ pri kompresii
obrazu. Princip metdd r6zneho rozliSenia bol pre obraz zavedeny jednoduchou a
flexibilnou metédou - pyramidalnym kdédovanim Burta a Adelsona. S vyhodou sa da spojit’
so subpasmovym a waveletovym kddovanim.

Kvantizacia je mapovanie realnych hodndt vzoriek do koneénej diskrétnej abecedy.
Prehl'ad r6znych foriem kvantizacie - skalarna, vektorovéa a prediktivna, ako aj vysledky pre
optimalne kvantovanie daného signalu su uvedené napr. v [1][3]. Na kvantizator je tesne
naviazany problém alokdcie bitov, pricom ide o minimalizaciu kritéria (najCastejSie
strednej kvadratickej chyby) pri zachovani rovnakého objemu reprezentacie dat. Problémy
alokacie bitov su rieSené napr. v [1][3][7].

Poslednym stuptiom je entropicky kdéder, ktory vykonava reverzibilné mapovanie
zdrojovych symbolov do novej mnoziny symbolov, pri si¢asnom minimalizovani bitovej
naro¢nosti. VacSina sucasnych algoritmov je zalozena na Huffmanovom kddovani a jeho
modifikéciach. Iné postupy st uvedené napr. v [19].



2 Banky filtrov a systemy s réznym taktovanim.

V systémoch s réznym taktovanim (SRT) st vzorky signdlu spracovavané v astiach
systému s roznymi taktovacimi frekvenciami. Zmeny taktovacej frekvencie su uskuto¢nené
operaciami decimacie a interpolécie (Obr. 2.1).

u(n) x(n) y(n) x(n) y(n) v(n
RN ) LV y ey Kt

T fr/M M.fr
a) b)

Obr. 2.1: Operécie v SRT a) decimécia a b) interpoléacia

Decimacia je proces redukcie vzorkovacej frekvencie celoCiselnym faktorom M.
Najprv je signal filtrovany antialiasingovym filtrom s impulzovou charakteristikou h(n)a
potom je podvzorkovany. Vysledny signal po decimécii je:

y(n) = Z h(Mn - K)u(k) (2.1)

Interpolacia je proces zvySenia taktovacej frekvencie signalu celociselnym faktorom
M. Signdl je najprv nadvzorkovany (vlozenim M -1 nul medzi kazdé 2 vzorky) a potom
interpolovany filtrom s imp. char. g(n). Vysledny signal po interpoldcii je:

v(n) = g(n-MKk)x(k) (2.2)

Na transformacné kédovanie sa da pozerat’ ako na Specidlny pripad SRT, v ktorych sa
signél rozdeli pomocou baniek filtrov na subpasma a tieto sa potom kdéduju primeranym
spésobom (subpasmové kddovanie - SBC). Je to dosledkom mozZnosti reprezentacie
Diskrétnej ortogonalnej transforméacie (DOT) ako banky filtrov. Banka filtrov (FB) je sustava,
v ktorej filtre, pouzité v operaciach decimécie a interpolacie, umoziiuju signal rozloZit
(analyza) a spitne zlozit'(syntéza). Ak je vystupny signal identicky so vstupnym, potom FB
ma vlastnost’ perfektnej rekonstrukcie.

2.1 Dvojkanalova banka filtrov.

V dvojkanalovej banke filtrov (Obr. 2.2) je najprv signal rozdeleny na dve pasma
pomocou filtrov pre analyzu. Ziskané signaly s potom podvzorkované. Ich spatnym
nadvzorkovanim, interpolaciou filtrami pre syntézu a naslednym scitanim signal
zrekonstruujeme. Ciel'om je navrhnat’ banky filtrov, ktoré rusia aliasing a dosahuju perfektna
rekonstrukciu. Na kodovacie ucely je pritom dolezité zohl'adnit’ viaceré ¢asto protichodné
poziadavky [7] (kap. 4.4).
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I& Cast analyzy ——><—— Cast'syntézy %I
Obr. 2.2: Schéma dvojkanéalovej banky filtrov

Nech H,(2),H,(z) a G,(2),G,(2) st prenosové funkcie filtrov pre analyzu a syntézu v
Z rovine. Konvencia je, Ze filtre v hornej vetve maju charakter dolného priepustu (DP) a
filtre v dolnej vetve charakter horného priepustu (HP). Popisom signalov v hornej vetve
dostavame:

9,(2) = Hy()X(2) Vi(2) = 3[@o(2) + 0, (-7")]
R(2)=%(2) Y%,(2) = G, (2R, (2) (2.3)

Analogickym popisom pre dolnu vetvu a s¢itanim bude obraz vysledného signalu v Z rovine:

X(2) = [H,(2)Go(2) + Hy ()G, (2)]X(2) + £[Ho(-2)Gy(2) + H,(-2)G, (2] X(-2)
=T(2)X(2) + Y2)X(-2) (2.4)

Podmienky na perfektnd rekonstrukciu sa [4] :

1. S(z)=0, pre vietky z (2.5)
2. T(z2)=cz™, kde c je konstanta (2.6)

RieSenim podmienky (2.6) (eliminé&cia aliasingu) dostavame:

Gy(2)=-H,(-2) % () = (=1)"*h(n) (2.7)
G,(2) = Hy(-2) 6.(n) = (-1)"hy(n) (2.8)

Na splnenie podmienky (2.6) boli navrhnuté viaceré rieSenia a to analyzou najma:

e v Casovej oblasti

* pouzitim AC (alias cancelling) matic (uzito¢né vo frekvenénej oblasti)

e pouzitim modulaénych matic

» polyfazovou dekompoziciou - uzito¢né v Case aj vo frekvencii
Vseobecné riesenie je aby suciny H,(2) G,(z)a H,(z) G,(z2) boli prenosové funkcie
polpasmového filtra[21]. V sucasnosti sa vel'a namahy vynaklada na optimalizaciu baniek
filtrov z hladiska maximalizacie zisku kodovania a minimalizacie chyb. V [43] napr.
odvadzaju optimalne FB s perfektnou rekonStrukciou, s Kkritériom minimalizacie
aproximacnej chyby. Priklady ortogondlnych (Obr.A.1) a biortogonalnych rieSeni (Obr.A.2)
st uvedené v Prilohe A ako implementacie waveletovych transformacii.



2.1.1 RieSenie vo forme kvadraturnych zrkadlovych filtrov (QMF).

Nech h,(n) je impulzova charakteristika DP FIR filtra s realnymi koeficientami.
Potom [4] zrkadlovy filter je definovany

h(n) = (-1)"h(n) (2.9)

Takéto filtre maju zrkadlové prenosove funkcie H,, H,okoloQ = % Filtre, ktoré maju tato

vlastnost’ a st energeticky komplementarne, t.j:
Ho(e) +[Hi(e™) =1 (210)

sa nazyvaju kvadratarne zrkadlové filtre(QMF).

Takéto filtre boli po prvykrat pouzité v r. 1977 (Esteban, Galand) v bankéach filtrov
dvojpasmového kddera na elimindciu aliasingu (v literatlre st spominané aj ako Standardné
QMF banky filtrov) vol'bou:

Ho(2) = H(2) G(2)=H(?)
H(2)=H(-2) G(2)=-H(-2) (211)

kde H(z)je prenosova funkcia DP prototypového filtra. Vztahy (2.11) podmienku (2.6) vSak
iba aproximuju, tj. banka filtrov nedosahuje perfektnd rekonstrukciu. Vhodnou
optimalizdciou vSak mozno dosiahnat’ prijatel'né rieSenia. NajznadmejSie si optimalizécie
Johnsona [7]. V [38] je uvazovany navrh komplexnych filtrov

s linearnou fazou s optimalizaciou na minimalizovanie imaginarnych koeficientov

s ich néslednym zanedbanim .

2.1.2 FIR paraunitarne rieSenie (ortogonalne rieSenie)

Toto rieSenie prvy krat pouzili Smith a Barnwell (1984) vo forme konjugovanych
kvadratarnych filtrov (CQF). Tieto filtre dosahuju perfektna rekonstrukciu.

Nech Hy(z), H,(2) st prenosové funkcie FIR filtrov, s dizkou impulzovej odpovede
N, pricom N je parne. Potom [4]:

H@=2 M(77) A= (RN -1-n)
Ho(2) = H(2) hy(n) = h(n) (212)
pricom

Nih(k)h(k +2n) = (n) (2.13)



Nasledne (zohl'adnenim podmienky 2.5) dostaneme impulzové odpovede filtrov pre syntézu:
%(n) = ,(N -1-n) & (n) = (=1)"hy(n) (2.14)

Toto rieSenie zaruduje, Ze Hy(z), H,(2) st zarovei aj energeticky komplementérne. Filtre pre
analyzu a syntézu maju rovnaku vel'kost’ a su iba navzajom ¢asovo reverzng.

RieSenie sa nazyva paraunitarne vd’aka paraunitarite polyfazovych matic filtrov [7]. RieSenie
je ortogonalne, t.j. filtre spifiaju podmienky ortogonality:

Z h(K)h(k+2n)=8n), =01
Zhl(k)ho(k+2n) =0 (2.15)

2.1.3 Biortogonalne rieSenie

Vaidyanathan (1985) ukéazal, Ze ortogondlne FIR filtre s linedrnou fazovou
charakteristikou nemozu (okrem 2 trividlnych pripadov) dosahovat’ perfektnu rekonstrukeiu.
Biortogonalne rieSenie ako alternativu k paraunitdrnemu rieSeniu poskytli Vetterli, Herley
[71[16][26].

Biortogonalne rieSenia umoznuju navrh baniek filtrov s FIR filtrami s linedrnou féazou.
Umoziiujii pouzivat pri analyze a syntéze filtre s roznou dizkou impulzovej odpovede,
priCom pri analyze delia spektrum na nerovnako vel'ké casti. V dosledku aliasingu pri
naslednom podvzorkovani moze kvantizacia subpasiem sposobit’ viac degradacie signalu ako
pri paraunitarnych rieSeniach s takmer linearnou fazovou charakteristikou.

Rusenie aliasingu sa dosahuje vol'bou prenosovych funkcii:

Gy(2) = _Z_lHl(_Z) G(2) = Z_lHo(_Z) (2.16)

Pricom filtre s prenosovymi funkciami  H,(z), H,(z) nie st vzajomnym zrkadlovym

obrazom a perfektna rekonstrukcia (2.6) sa dosahuje splnenim nasledovnych biortogonalnych
podmienok, ktoré zavadzaju ortogonalitu pozdlZ analyzacnej a syntetiza¢nej Casti banky
filtrov:

(G(n-2K),h(n-2))=0  (Go(n—-2k),h,(n)) = 5(k)
(G(n-2k),h(n-2))=0  (g,(n-2k),h(n)) = 5(k) 2.17)

kde operator ~ znamena Casovu reverziu, t.j napr. ﬁ(n) =h(-n). Teda konstrukcia je

nasledovna:
Ak méame dané impulzové charakteristiky h,(n) a @,(n). ostatné vypocitame ako ich

ortogonalne doplnky [33] pomocou vzt'ahov

h1(n) = (_ 1)n go(l_ n) gl(n) = (_ 1)n ho(l_ n) (2.18)



10

Pre biortogondlne filtre s linearnou fazou su mozné tri formy rieSenia banky filtrov a
to ked’ pre impulzové charakteristiky h,(n) a g,(n) plati:
*  obe su symetrické, neparnej dizky, rozdiel ich diZok je mocnina dvoch
 jedna je symetrickd, druhd antisymetrickd, obe maju parne dizky, bud’ rovnaké alebo
liSiace sa mocninou 2
* jedna je neparnej dizky, druha parnej, obe su symetrické alebo antisymetrické, alebo jedna
je symetricka a druha antisymetricka

2.1.4 Dvojpasmové banky filtrov s hierarchickou Struktarou

Kaskadovanim zakladnych blokov dvojpasmovej banky filtrov moZeme realizovat’
stromové Struktary, ktoré maju uplatnenie pri réznych kédovacich postupoch (Obr. 2.3).

LLL LLH LHL LHH HLL HLH HHL HHH LL LHL LHH HL HH LLL LLH LH H
/2 nQ /2 nQ /2 n Q
a) b) c)

Obr.2.3: Rozklad na subpasma pri réznych hierarchiach dvojpasmovych baniek filtrov: a)
pravidelny strom b) nepravidelny strom c¢) dyadicky strom (pyramida)

2.2 1R Banky filtrov

Vacsina zdrojov sa zameriava na FIR banky filtrov. Pri¢ina je v tazkosti realizaci IIR
baniek filtrov s perfektnou rekonstrukciou. Neexistuje stabilné kauzalne paraunitarne rieSenie
s perfektnou rekonstrukciou ako v pripade FIR filtrov.

Mozné rieSenia su:

» Filtre pre syntézu sa budu aplikovat’ nekauzélne, t.j. filtrovanie sa uskuto¢ni reverziou
signalu v Case a aplikovanim kauzalneho filtra - prijatelné pre spracovanie obrazu
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(Kronander, ASSP 1988). Osetrenie vystupov z IIR filtrov (teoreticky nekone¢nej dizky)

sa v praxi rieSi dvoma spésobmi:

1. Pri analyze sa po dosiahnuti konca vstupného signdlu ulozi stav filtrov a pouzije sa
ako pociato¢ny stav pri syntéze.

2. Vyuzije sa vlastnost, Ze po skonceni vstupného signalu vystupné hodnoty z
analyzacnej banky filtrov rychlo klesaji a uloZi sa teda len kone¢ny pocet vzoriek
signalu.

* Neuvazuje podmienku perfektnej rekonstrukcie, avSak zachovava koncept paraunitarity.

Vystup je bez aliasingu a amplitidového skreslenia, no toleruje sa isté fazové skreslenie.

Je to dosiahnuté energeticky komplementarnymi filtrami (Vaidyanathan 1990)

Hlavnéa vyhoda IIR baniek filtrov je dobrd frekven¢na selektivita a mala vypoctova
naro¢nost. Napriek tomu su kvoli uvedenym t'azkostiam menej populdrne ako FIR. Viac
detailov je uvedenych napr. v [7].

2.3 Viacrozmerné banky filtrov

Trivialnym rieSenim problému viacrozmernosti je aplikovanie vSetkych metdd
postupne v jednotlivych rozmeroch. V dvojrozmernom (2D) pripade to znamend, Ze
namiesto N1xN2 bude N1+N2 stuptiov vol'nosti, pric¢om budii mozné len obdiznikové delenia
spektra.

Neseparovatel'né rieSenia maju namiesto toho tazs$i navrh a vysSiu komplexnost,
pri¢om existuju dva sposoby riesSenia:

* Pouziva sa separovatel'né vzorkovanie a neseparovatel'né filtre.
* Vzorkovanie aj filtre su neseparovatelné.

Névrh viacrozmernych baniek filtrov moze byt zalozeny na viacerych pristupoch.

Najpouzivanejsie st:
e Priamy navrh pomocou kaskadovych Struktur.
» Transformacia z jedného do viacerych rozmerov:

1. Metoda separovatelnych  polyfazovych  komponentov [7] - perfektna

rekonstrukcia nie je vo vSeobecnosti dosiahnuta

2. McClellanova transformacia [7] - aplikovatel'na len v biortogonalnom pripade,

umoZiiuje navrh bank filtrov s linearnou fizou, spiiia podmienku perfektnej
rekonstrukcie
Oba uvedene postupy zachovavaju nulové body prenosovych funkcii filtrov na
frekvenciach aliasingu, ¢o je dolezité pri navrhu viacrozmernych waveletov ( kap. 3.7.6).

2.3.1 Dvojrozmerné (2D) banky filtrov

Okrem separovatelnych pripadov, 2D banka filtrov nie je jednoduchym
rozSirenim 1D pripadu. NajznamejSie neseparabilné vzorkovania st Quincunx a hexagonalne
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vzorkovanie (Obr.2.4). V 2D pripade podvzorkovanim zachovavame vzorky lokalizované na
mriezke, reprezentovanej maticou pre podvzorkovanie D.

Ak je systém separabilny, matica D je diagondlna. Decimaény faktor je urceny
M= det D |, ¢o vo vSeobecnosti vedie k M pasmovej banke filtrov. Substitdciami

_ 0 —zmllj _:EZ1D I g =mjn d, 0
L B e = R T

22
je periodicita signalu v 2D pripade vyjadrena
x(M)=x(n+Dr) ; OF (2.20)

\ektory reprezentované bodmi v periodicky opakovanom regione sa nazyvaju vektory
asociované s maticou D. Ich pocet je M. Pre podvzorkovany signal potom dostaneme

V() =4 MEX(zﬂ’le‘iZ"D'Th ) (2.21)

Spektrum podvzorkovaného signalu je tvorené M-1 obrazmi povodného spektra, ktoré su
mapované do regidnov, obklopujucich zékladné pasmo posunutim pomocou 277(D‘1)TIZI
( kde k je mnozina vektorov asociovanych sD").

Podmienky na perfektni rekonstrukciu mozu byt vyjadrené analogicky ako v 1D
pripade. Medzi inymi mozu byt realizované aj paraunitarne rieSenia (Karlsson, Vetterli 1990)

n, n, n,
. . . ° . .
. .
. . . . .
r-1x . nx nx
Q, Q,
. n . 7i
- A
7 LWy g
. .
a) b) c)

Obr.2.4: Vzorkovacie mriezky a zodpovedajiice mapovanie spektra pre
a) separovatelné vzorkovanie b) Quincunx c) hexagondlne vzorkovanie
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2.5 Pyramidalne kodovanie

Pyramidou sa nazyva hierarchicka Struktura reprezentacie obrazu [7]. Kazdéa vrstva
reprezentuje pdvodny obraz s ¢oraz niz$im rozliSenim, ¢o je dosiahnuté operaciou decimacie
pri pouziti DP filtra. Na Uplnu reprezentdciu treba uchovat’ aj diferencie medzi vrstvami
(detaily). Tato schéma bola zavedenad Burtom a Adelsonom (1983). Kvéli Laplaceovskému
tvaru pdf interpolacnej chyby, zvykne sa pouzivat' nazov Laplaceova pyramida.

Vyhodou pyramidalnej schémy je, Ze mozu byt pouzité nelinearne decimacné a
interpolacné operatory. Pre kddovacie ucely je vSak nevyhodou jej nadbyto¢na reprezentacia.

Tato schéma moze byt vSak modifikovand zavedenim dotato¢nych podmienok
(ortogonalita, biortogonalita ... ) pre operacie interpolacie a decimacie. Takato reprezentacia
signalu je ekvivalentna s rozkladom signalu pri pouziti dyadickej stromovej Struktiry banky
filtrov (Obr. 2.3 ¢).
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3 Waveletova transformacia

Hoci aplikacia waveletov v spracovani signalov a obrazov je stara iba niekol’ko rokov,
pohl'ad do histérie odkryva mnoho roznych pdvodov waveletovej analyzy. Ich korene siahaja
az k zaciatku nasho storocia. Vela prace sa vykonalo v 30. rokoch (Littlewood, Palley,
Franklin, Lusin ...), avSak vysledky sa nejavili ako Casti koherentnej teorie, neobjavilo sa
slovo wavelet ani zodpovedajlci koncept [14].

Prvy "wavelet" skonstruoval I.Haar v r. 1910 (samozrejme - nevolal ho wavelet) pri
konstrukcii alternativneho ortonormélneho systému k Fourierovmu. V matematike vyvoj
d’alej pokracoval dyadickym delenim Fourierovského spektra (techniky Littlewood-Paleyho
v 30. rokoch) s vyastenim do harmonickej analyzy (Calderon-Zygmund operatory r.1960) [7].
VSeobecnejsi pristup v analyze sa vyvinul v tedrii Hardyho priestorov pod ndzvom "atomicka
dekompozicia" v r. 1960 - 1980. Prvé ortogonalne wavelety objavil Stromberg zaciatkom 80.
rokov. Nezavisle od tychto vyvojovych trendov v harmonickej analyze, bola waveletova
transformacia Studovana vo svojej spojitej podobe, spadajuc takto pod "tedriu ramcov"[18] .

V mnohych oblastiach vedy a techniky sa wavelety objavili na konci 70. rokov. Boli
v8ak vyrobené vedcami a inziniermi “na kolene” - nevznikli nadviazanim na vysledky
matematikov.[14]

Prvu syntézu podnietili prace J.Goupillauda, J.Morleta a A.Grossmana (zaciatok 80.
rokov), od ktorych pochadza aj vyznam slova "wavelet” . V kontexte geofyziky skdmali
alternativy k Lokalnej Fourierovej analyze, zalozenej na jedinej prototypovej funkcii, jej
posunov a zmeny mierky (pozn: Calderonove dielo obsahovalo ich "revolu¢né" vysledky uz
pred 20-imi rokmi). V tom case zacalo byt zrejmé, ze prostriedky z tedrie Calderona-
Zygmunda, predovSetkym reprezentacie Littlewooda-Paleyho, maju diskrétnu analdgiu a
moézu byt efektivnou ndhradou Fourierovych radov v numerickych aplikaciach. Doéraz sa
zacal klast’ skor na sposob reprezentacie samotnej a to, ¢o predtym spadalo pod rdmec tedrie
Littlewooda a Palleyho, sa odteraz zacalo volat’ waveletova tedria[14][18].

Novy start podnietil S.Mallat (1985), ktory objavil tesné vzt'ahy medzi: QMF filtrami
pre digitalne prenosové systimy (Crossier, Esteban,Galand), pyramidalnym algoritmom
pouzivanym na spracovanie obrazu ( Burt, Adleson) a ortonormalnymi waveletovymi bazami
(Stromberg).

Postupne vznikali konStrukcie waveletov, ktoré tvoria ortonormalne bazy pre mnoheé
priestory funkcii ( Y.Meyer, 1.Daubechies, Battle, Lemarie...) [4][7][15].

Formalizaciou tychto konstrukcii do jednotného ramca S.Mallat a Y.Meyer(1988 -
1990) vytvorili "analyzu s rdznym rozliSenim", kde vytvorili vzt'ahy k metédam pouzivanych
v inych odvetviach [7].
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3.1 Casovo - frekvencna analyza a waveletova transformacia

Pri analyze a reprezentacii signalov je Castokrat vyhodné pouzit’ transforméciu, ktora
reprezentuje signal sucasne v Gase aj frekvencii. Standardna Fourierova analyza rozklada
signdl na frekvenéné komponenty. Neposkytuje vSak informaciu, kedy signél vykazuje dané
frekvencéné charakteristiky. Ak sa frekven¢ny obsah signalu v ¢ase meni, potom Fourierova
transformécia

F(w) = J’ feedt =(f(t),e'*) (3.1)

nezaregistruje ziadne lokalne anomalie, lebo jej bazové funkcie prekryvaja celi ¢asovu os.

Gébor (1946) navrhol rieSenie vo forme oknovej STFT (Short Time Fourier
Transform), ktora postva okno fixnej velkosti pozdiz signalu a extrahuje frekvenény obsah v
danom intervale

Flw,1)= } f(tg(t - r)e “dt = (f (t)g(t - 1),e™*) (3.2)

kde g(t)je oknova funkcia a f(t)vstupna funkcia. Ak oknovéa funkcia je gaussovska

funkcia, tak STFT sa vold Gaborova transformacia. Bazoveé funkcie su generované
modulaciou a posunom oknovej (prototypovej) funkcie g(t). STFT ma pre dani oknov(

funkciu pevné rozliSenie vo frekvencii. RozliSenie v Case a frekvencii pre dant oknovu
funkciu je dané casovo - frekvencnym oknom, ktorého velkosti stran su definované ako
disperzie :

, Itz‘g(t)‘ dt 2 :J’aJZ|G(a))|2da) 33)

0-1 - 2 w 2
ﬂg(t)‘ dt I|G(a))| dw

Princip neurcitosti (Papoulis 1976) zarucuje, Ze

1
o [, 2 \/; (3.4)

pri¢om rovnost plati, ak g(t) je gaussovska funkcia. Rdzne 1,0 vo vztahu (3.2) zodpovedaju

posunom zakladného okna v Case a frekvencii (Obr 3.1).
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a) b)
Obr:3.1: Casovo - firekvencnd rovina s prikladom rozloZenia casovo - frekvencnych okien pre

a) STFT ab) WT.

Waveletova transformacia (WT) ma oproti tomu bazové funkcie formované zmenou
mierky a posunom  prototypovej funkcie (zakladného waveletu) ¢ (t).

Spojita waveletova transforméacia (SWT) funkcie f(t) OL?(R)je definovana ako zobrazenie
*(R) - L*(R?) vztahom

W, (@)= [ 1O, @t =(f W, 0) adR bOR (3.5)

kde bazové funkcie W, st definované zo zakladného waveletu ¢ (t) pomocou parametrov
mierky aposunu a,b nasledovne:

Yo®)=(¢(5), wt)oL(R) (3.6)
Pre frekvenéné charakteristiky tychto bazovych funkcii plati :

9o _onst 3.7)
a - .

pricom sa hovori, Ze maji rovnaku kvalitu Q (analdgia s tedriou rezonan¢nych obvodov).
SWT v zavislosti od parametra a poskytuje pruzné ¢asovo - frekvenéné rozlienie, pricom
Sirka okna sa meni nasledovne:

, _ 1

2 _ A2 2
Oy, =& U7 oy 5

=W (3.8)

Ak je okno pre(t) centrované v ¢asovo - frekvenénej rovine na (to,a)o), potom okno pre
i (%2)je centrované na(t,, e, / @) (Obr.3.1).

Tato transformaécia je invertovatel'na, ak plati
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2

| W(w
C, =I% dw< o (3.9
0
z ¢oho vyplyva podmienka
W(0)= J’t//(t)dt =0 (3.10)

t.j. jednosmernd zlozka ¢ (t) je nulova. Potom existuje inverzna SWT v tvare:

dadb
a2

(0= [[ W (ab),0)

U -0

(3.11)

kde (@(t) je dualny wavelet k ¢ (t).
Redundancia SWT (oba parametre a, b su spojité) sa da odstranit’ vzorkovanim a, b.
Potom hovorime o waveletovych radoch. Pri volbe vzorkovania su doblezité otazky

kompletnosti, redundancie a minimalnosti vyslednej mnoziny funkcii.
Zavedenim vzorkovacej mriezky pre ¢ (t) (a analogicky pre {i(t))

a=ay b =nbya’ (3.12)
dostavame
Wo(t) =3 (8"t —1ly) , mnOZ (3.13)

Ak su mnoziny {l]Jmn},{lIlmn} kompletné v L?(R), potom modzeme vyjadrit kazdu
f(t) OL*(R) superpoziciou

f)= > dplm)  mnOZ (3.14)
kde d,, st waveletove koeficienty
A = (F (). 0 m(1)) (3.15)

MnoZiny {ljJ mn} a {@ mn} sa nazyvajui dualne bazy. Najbeznejsia vol'ba vzorkovacej mriezky,

tzv. dyadicka, je a, =27*,b=1. Potom

U® =292 -n) G, 0)=2"F(@"-n) (3.16)

a vzt'ahmi (3.14), (3.15) je definovana Diskrétna waveletova Transformacia (DWT).
Par (l]JlTJ) spiiia podmienku biortogonality, ak mnoZiny {l]Jmn} a {@mn} definované vztahmi
(3.16) tvoria dualne bazy a plati:
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(00T =8(i-1) kI, mOz (317)

Ortonormalnu bazu v L*(R)tvori takd kompletnd mnozina {qun} tzv. ramec, pre ktoru by sa
odstranenim jednej badzovej funkcie porusila jej kompletnost a plati
o 2
m Y@)
bylog(a,) -, [ed

dw=1 (3.18)

Funkcia @ OL*(R)sa nazyva ortogonalny wavelet, ak mnozina {ller} definovana

vztahom (3.16) formuje ortonormalnu bazu priestoru L2(R). Ak ¢ =T, tj. wavelet ma
realnymi funkéné hodnoty, potom plati:

Y=g (3.19)

F0)=3 S (FO.0, O, (3.20)
kde o

<mjk,w|m>=6(k—m)E&S(j—|) j.k,I,mOz (3.21)

¢o charakterizuje ortogonalitu v rovnakych urovniach rozliSenia a aj medzi rdéznymi
uroviami.
Wavelet ¢ O L?(R) sa nazyva semiortogonalny (nazyvany aj pre-wavelet), ak plati

(Wwin)=3(-1)  1kImOZ (3.22)

tj. je zachovana ortogonalita len medzi rdéznymi uroviiami rozliSenia [6],[17].
Semiortogonalne wavelety zaviedli nezavisle Auscher, Chui a Wang (1989-1990). Prikladom
uvedenych waveletov je perspektivna mnozina splinov a kardinalnych B-splinov [6].

3.2 Wybrané vlastnosti waveletov

1. Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie. Je definovana ako
maximalne ¢islo r, pre ktoré plati :

C .
W(Q) < @y QOR (3.23)

Regularita suvisi s po¢tom nul prenosovej funkcie generujuceho filtrana Q = 1.
2. Vlastnost' kompaktngl podpory na intervale <a,b> vypoveda o tom, ze funkcia (wavelet)

ma nenulové funkéné hodnoty len na danom intervale, mimo neho je funkéna hodnota
nulova.
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3.3 Analyza s roznym rozliSenim a ortogonalne wavelety

V analyze s rdznym rozlisenim (MRA) (Mallat 1985) sa signal f OL*(R) vyjadruje
ako limita aproximacii signalu. Aproximécie signalu zodpovedaju pri roznych rozliseniach
vyhladenym verziam poévodného signalu. Tieto verzie sa ziskaju projekciou p6vodného
signalu do podpriestorov V., , ktoré zodpovedaju prislusnému rozliseniu.

MRA pozostava zo sekvencie uzavretych podpriestorov{vm; m ] Z} , s vlastnost'ami:

1) obsaznost’
N, Ovov,ov,dv,... (3.24)

rozliSenie  — hrubSie  jemnejSie -

2) kompletnost’
AV.={0} UV.=L(R (3.25)
mZ mz

3) vlastnost’ zmeny mierky
Of (x) OL*(R) ; f(x) OV, = f(2x)0V,, (3.26)

4) existencia bazy
C¢(x) OV,;OmOZ mnozina

{om() =2 g2t -n)} (3.27)

tvori ortogonalnu bazu pre V.. Funkcia ¢(t) sa nazyva funkcia mierky.

Nech W/, je ortogonalny doplnok V_doV, _,. Potom plati:
V..,=V,0W, a V,0OW, (3.28)

v ddsledku ¢oho

L2(R)=...0W OW_,..OW,..O0W, OW, ...
=V, OW,..OW,, OW. ... (3.29)

Vztah (3.29) sa nazyva ortogonalny rozklad priestorul’(R). Priestory W, sa nazyvajl
diferencné a priestory V.. sumacné (dosledok vzt'ahu (3.28)).
Nech P,,Q, su projekéné operatory z L*(R)doV, resp W, . Potom vlastnost’ (3.2.5)

zarucuje Of O*(R); f = lim P,f. Z vlastnosti (3.2.4) vyplyva rastica presnost

m- —co

aproximadcie s klesajicim m. Pouzitim vztahu (3.28) dostavame rovnost’

P =R.f+Q.f (3.30)

Ked ¢(t) OV, , z vlastnosti (3.2.7) vyplyva
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v, = span{ gt - n)} (3.31)

dosledkom &oho je existencia waveletovej funkcie ¢ (t) OW, , pre ktord analogicky

W, = spar{/(t - m)} (3.32)

Mnozina

{Wm)=2"p(2"t-n)mn0Z} (3.33)

potom formuje ortonormalnu bazu definovanud v (3.27) a ¢ (t) OW, je ortogonalny wavelet.
Pouzitim (3.28) a v dosledku vlastnosti (3.2.4) plati[6]:

o) =2 b2t -n)
w()=23 h(w2t-n) 334

kde hy(n),h(n)sa nazyvaji koeficienty pre zmenu rozliSenia a vztahy (3.34) sa nazyvaju
relacie zmeny rozliSenia pre dand MRA .

3.4 Interpretéacia koeficientov pre zmenu rozliSenia

Koeficienty pre zmenu rozliSenia je vyhodné interpretovat ako impulzové odpovede
filtrov filtra¢nej banky.( h, pre DPfilter, h, pre HPfilter).

Pri pouziti FIR filtrov (sekvencie h,(n),h,(n) maju kone¢nt dizku) st funkcia mierky
@(t) a zékladny wavelet (t) kompaktne podoporované - tj. ich funkéna hodnota je

nenulova len na istom uzavretom intervale (kap. 3.2).
Nech H,a H, st prenosové funkcie filtrov s impulzovymi odpoved’ami h,(n),h(n).

Potom Fourierova transformacia funkcie mierky a zakladného waveletu
je ich nekone¢nym produktom [4] :

ol 0,20 0,20 ol 0,20
»(Q) = q:(o)l:l Hy e[ w(Q) = Hy[e ETD(O)D Hoe g (335)
Aby vztahy (3.35) konvergovali, musi pre H,(2), H,(2) platit:
HO(—l) =0 Hl(l) =0 (3.36)

t.j. Hy(2), H,(2) musia mat minimélne jednu nulu v bode z=- 1 resp. z=1.

Podmienka (3.36) je nutna, nie postacujica. Nutna a posta¢ujuca podmienka na
konvergenciu je zalozena na koncepte regularity (kap. 3.2). Filtre st regularne, ak
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@(t), w(t) definované podra (3.35) su po ¢astiach hladké funkcie.

Funkcia mierky a zakladny wavelet su jednoznacne dané filtrami s prenosovymi
funkciami Hy(2), H,(2), vztahmi (3.35). Je ziaduce pouzit také filtre, ktoré vedd k hladkym
funkciam @(t), W(t) s kompaktnou podporou v ¢ase a zaroveii dostatoénou lokalizaciu vo
frekvencii. T.j. je nutné Specifikovat vlastnosti H,(z)aH,(z)resp. h,(n),h,(n) aby nekone¢ny

produkt (3.35) konvergoval na hladku funkciu (s ¢o najvacsou regularitou) a nie na fraktal.
Ak maji{e@,, }.{¢/,n} formovat ortonormalne bazy, musia platit unitarne podmienky

vo frekvencii:

Z |D(Q +2kn)| =1 Z W(Q+2km)| =1 (3.37)

Da sa dokézat, Ze filtre s prenosovymi funkciami H,(z),H,(z) ktoré spiiiaju podmienku
(3.37), sucasne spitiaju podmienky kladené na filtre pri paraunitdrnom rieseni dvojpasmovej
banky filtrov. Z uvedeného vyplyva, ze paraunitarne rieSenie dvojpdsmovej banky filtrov so
splnenou podmienkou (3.37) vedie k ortonormélnym waveletovym bazam.

3.5 Rozklad s roznym rozlisenim a rychla waveletovéa transformacia

Analyza s roznym rozliSenim (kap. 3.3) sa da s vyhodou pouzivat’ v procese
analogickom pyramidalnemu kodovaniu (kap. 2.5), t.j. rozkladu signalu na vrstvy s nizSim
rozliSenim pri uchovavani rozdielov medzi vrstvami. Tento proces sa nazyva rozklad s
réznym rozliSenim (Multiresolution decomposition). Umoziuje vypocet DWT rychlym
algoritmom, rychlou waveletovou transformaciou (FWT).

Zatiname projekciou signdlu s(t)do priestoru V,. Oznalenim tejto projekceie
f (t) dostavame

ft)=Rs ; OV (3.38)

Za predpokladu (3.31) f(t) mozeme vyjadrit

()= cudlt-n)=Y 6. ) (3:39)
kde n n
Con = (£, @50} = [ F(OAt - el

Ked’ze plati (3.28), tj. V,=V,0OW, f(t)sa d& vyjadrit ako suma projekcii do tychto
priestorov:

fO=Rf+Qf =3 @O+ d ., (t)= 1O+ () (3.40)

kde koeficienty mierky c,, a waveletové koeficienty d,, st dané vztahmi:
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G = (1 @) = & [ LD —n)et
Ay =(fh ) =% | fr®) (L - n)t (3.41)

Pouzitim (3.41), (3.40) a zovSeobecnenim na vztahy medzi uroviiami | a | +1, dostdvame

vztahy pre rozklad.
CI+1,n = \/EZ hD(k - 2n)Cl,k

d..,=+2 g h(k-2n) (3.42)

a vztah pre rekonstrukciu:
O
G, =v2 & Guaxho(nN=2K) + Z dh,ah(n - Zk)F (343)

Ak je vstupny signal diskrétny, je vyhodné povazovat ho za reprezentaciu nejakého signalu v
priestore \,. Nech vstupny signal x(n) ma dlzku N. Potom:

Con = X(n) pre n=01..,N-1 (3.44)

Struktura banky filtrov, ktora realizuje rozklad a rekonstrukciu signalu - ako je
definované vztahmi (3.42) a (3.43) je na Obr.3.2. Aby vztahy pre rozklad (3.42) boli
ekvivalentné s operaciou decimacie (2.1), filtre v analyza¢nej cCasti maju impulzovu
charakteristiku ¢asovo obratent.

Filtre pouzité v banke filtrov su ekvivalentné s paraunitarnym rieSenim banky filtrov.

_ Cn[~ Cin
h, /1\2 h,
CO,n —> CO,n

d, d,

ﬁl@ i " 62—,

Obr.3.2: RieSenie banky filtrov pri ortogonalnom rozklade

V praxi sa pracuje s kone¢nym rozliSenim, t.j. rozklad signdlu sa vykonava iba po
istd uroven L. Signdl je potom reprezentovany sumou projekcii

f(t)=f,(t)+ fo(t)+ f, 7 (t)+. .+ (1) (3.45)

Graficky je situdcia znazornend na Obr. 3.3.
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G e A8

CO,n > Cl,n > 0 > CL,n
Obr.3.3 Rozklad signalu na waveletové koeficienty a koeficienty mierky

Pri rozklade signalu sa signal decimaciou postupne rozklada na vysokofrekvencné
zlozky d, , (projekcie do diferen¢nyvh priestorov W, ) a na nizkofrekvenéné zlozky ¢ , (

projekcie do sumacnych priestorovV, ) (Obr.3.3). Pri rekonstrukcii su zlozky signalu spétne

interpolované a s¢itané.

3.6 Biortogonalne wavelety a rozklad signalu

Ak zakladny wavelet a jeho dudl (qJ, lTJ) spiiiaji podmienku biortogonality,
analogicky k nim existuju funkcie mierky ¢, 5 také, Ze mnoziny {cpmn}a {Eﬁmn}tvoria bazy
pre podpriestory V., resp. \7m a mnoziny {ller} a {lTJmn} tvoria bazy pre podpriestory W, resp.
W, .V MRA potom existuju dve hierarchie (Cohen, Daubechies, Feauveau):

L\, OV.OV, 0V, OV,...
L\, OV, OV, 0V, 0V, (3.46)

pricom plati Ze W je komplementarne k V, v priestoreV,_;, ale nie je to ortogonalny

komplement. W, je namiesto toho ortogonalny komplement\7j. Analogicky VT/J je

ortogonalny komplementV, (Obr.3.4).

Obr.3.4 Priemety funkcie f do biortogonalnych priestorov

Analogicky k (3.28) platia nasledovné vztahy:

11
<
= =

-1

u
n

Il
<

v
v (3.47)

-1

Relacie zmeny mierky su dané vztahmi:
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o) =25 n(def2t-n)  w)=23 hne2t-n)
#0=2y ,at-n)  TO =2y G0t -n) 349

kde koeficienty pre zmenu rozligenia st h,(n),h(n)a §,(n),d,(n). Rozklad signalu do

navzajom biortogonalnych priestorov implementuje biortogonalne rieSenie banky filtrov
(Obr.3.5). Prenosové funkcie pouzitych filtrov pri tom musia spifiat podmienky (3.36),
podobne ako tomu bolo v pripade ortogonalnych waveletov.

Obr.3.5 Riesenie banky filtrov pri ortogonalnom rozklade

Ostatné podmienky na konstrukciu filtrov su identické s biortogonalnym rieSenim
banky filtrov (kap. 2.1.3).

3.7 Typy a konstrukcie waveletov
3.7.1 Ortogonalne wavelety

Okrem trividlnych pripadov waveletov (Haarov wavelet - 1910, Shannonov wavelet)
existuje viacero moznosti pristupov a konstrukcii [4] [6] [7] [15] [17].

» Konstrukcia vo frekvenénej oblasti [18][6] (Meyerove , spline wavelety) - postupne
zjemiiuja spektrum si(t) funkcie a nasledne konstruuja funkcie mierky tvoriace MRA, t.j.

so splnenou podmienkou ortogonality. Z nich sa konStruuju wavelety uz standardnymi
metodami.
* Wavelety odvodené z iterovanych baniek filtrov - konStruované iteraciou impulzovych
odpovedi ¢islicovych filtrov. (Daubechies 1988)
Medzi ortogonalnymi waveletmi ma zvlaStne postavenie rodina Daubechies
waveletov, ktoré odpovedaju filtrom s maximalne plochou prenosovou funkciou.
Priklady waveletov ich funkci mierky a prenosové funkcie nim odpovedajucim
filtrom sG uvedené v Prilohe A. Strata presnosti aproximacie obrazu pri orezani subpasiem
pre rozne wavelety je v Prilohe B, Obr 8.4.
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3.7.2 Biortogonalne wavelety

Biortogonalne wavelety sa mozu konstruovat’ nasledovnymi spdsobmi[7], [9]:

* Wnechanim ortogonalizovania baz pri ndvrhu ortogonalnych waveletov ( napr. Battle-
Lemarie wavelet).

» Zacat z biortogondlnych baniek filtrov a pouzivat’ metddy pre iterované banky filtrov ako
v ortogonalnom pripade - s tym , ze teraz musia byt iterované filtre pre analyzu aj
syntézu.

e Lifting schemou [53]

Tazkostou pri navrhu biortogonalnych waveletov je zarudit’ regularitu zaroven pre
obe dualne bazy. V tom pripade je vyhodné pouzit' funkciu mierky a wavelet s vysSou
regularitou v Casti syntézy [14].

Priklady biortogonalnych waveletov, funcii mierky, ich duélov a prenosovych funkcii
filtrov odpovedajucej banky filtrov st uvedené v Prilohe A.

3.7.3Wavelety alIR filtre

IIR filtre m6zu byt takisto ako FIR filtre pouzité na generovanie waveletov pomocou
iteracii [7],[26]. Okrem ortogonalnych rieSeni existuju aj biortogonélne. Relacie zmeny
mierky (3.34) pri IR filtroch maji potom v sume nekoneény pocet funkcii¢(2t—n).
Existuje trieda waveletov, analogicka Daubechies waveletom, ktora vedie k maximalne
plochym 1IR filtrom s exponencionalnym poklesom hodnét impulzovej charakteristiky.
Wavelety s najvacsou regularitou, ktoré su ziskané touto analdgiou, su zaloZené na klasickych
Butterworthovych filtroch.

3.7.4 Wavelety naintervale

Originalna definicia waveletov pouziva funkcie definované na celej realnej osi.
DalSou mozZnost'ou je definovanie $pecidlnych waveletov na intervale: tieto pozostavaju z
obvyklych waveletov, ktorych podpora je Uplne vnutri intervalu a Specialnych *“okrajovych”
waveletov. Prvé takéto ortogonalne mnoziny skonstruoval Y.Meyer z Daubechies waveletov,
boli viak numericky nestabilné. Dalsie konstrukcie nasledovali (Cohen, Andersson, Alpert,
Auscher). Priklad konStrukcie je uvedeny v [18].V [21] su rieSené hrani¢né filtre
implementujuce ortogonale aj biortogonalne wavelety. Konstrukcie zalozené na spline
waveletoch zaviedli Chui, Wang [6]. V sacasnosti existuji viaceré konstrukcie pre
ortogonalne aj biortogonalne pripady.

3.7.5 Multiwavel ety

O multiwaveletoch hovorime, ak st pouZité pri reprezentécii signalu viaceré zakladné
wavelety ( z ¢oho vyplyva existencia viacerych funkcii mierky ) [25]. Pre takto navrhnuta
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mnozinu zakladnych waveletov sa da zostrojit’ pyramidalny algoritmus podobne ako s jednym
zakladnym waveletom (kap. 3.3). Dosiahnutie symetrie bazovych funkcii - t.j. linearnej
fazovej charakteristiky systému je mozné.

Multiwavelety sa zameriavaji iba na dekorelaciu v ¢asovej oblasti. V [24][25] su
uvedené implementécie pomocou vektorovych baniek filtrov.
Multivavelety st v literatire oznacované aj ako wavelety druhej generacie [53].

3.7.6 Viacrozmerné wavelety

V kap. 2, venovanej bankam filtrov, bolo uké&zané rozsirenie konceptu 1D baniek
filtrov na viaceré dimenzie. o vSeobecnosti sa navrh moze riesit’:

e priamym navrhom

» transformaciou z 1D pripadu
Najjednoduchsou konstrukciou 2D waveletov je pouZitie tenzorového sucinu ich 1D
naprotivkov. Zavedenim analogického konceptu ako v kap. 2.3.1, dostavame relaciu zmeny
mierky v tvare

At)=~2 3 h(MH(DE -n) (3.49)

Navrh viacrozmernych waveletov tesne suvisi s navrhom viacrozmernych baniek
filtrov. V pripade waveletov - matice pouzivané na podvzorkovanie maju viac
obmedzovacich podmienok a ich tloha je dolezitejsia. Originalny filter, nasledovany
podvzorkovanim, mdZe konvergovat' pre to isté podvzorkovanie (avSak reprezentované
roznymi maticami D) do roznych limit. Zaujimavy priklad konvergencie Haarovho waveletu
do fraktalu je uvedeny v [7] (konstrukcia podla Grodeninga a Madicha) . Uloha je
komplikovana usilim vkladat’ nuly istého radu na frekvencie aliasingu. Regularita sa dosahuje
tazSie (je ovplyvnena aj maticou D) a dodnes neboli nijdene ortogondlne wavelety s
I'ubovol'ne vysokou regularitou[16].

V biortogonalnom pripade moéze byt na navrh pouzitd transformacia z 1D
biortogonalnych baniek filtrov s naslednou iteraciou.

PodrobnejSie su rieSenia popisané v [7][26].
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4 RieSenia waveletovej transformacie pri spracovani
obrazu

Waveletovu transformaciu je vyhodné implementovat’ bankami filtrov, ako je to
explicitne uvedené v kap. 3.5 a 3.6. Ked'ze vstupny signal (obraz) je kone&nej dizky je treba
oSetrit’ okraje signalu, t.j. uréit’ typ konvolucie (periodicka, ...) ktora bude vykonavat’ filtraciu
v banke filtrov. Prehl'ad spdsoby oSetrenia okrajov su uvedené v kap. 4.1. Postup decimacie
a interpolacie 1D signalu pri dyadickom rozklade v bankéach filtrov, t.j. rychlej waveletovej
transformacie je uvedeny v kap. 4.2. V kap. 4.3 najdete druhy rozkladov pouzivané v
dvojrozmernom pripade. Prehlad vlastnosti filtrov pouzivanych pri rozkladoch obrazu je
uvedeny v kap..4.4

4.1 RozSirenia signalu

Pri aplikaciach, kde je potrebné pracovat so signalom koneénej dizky - napriklad pri
spracovani obrazu, vznika problém na zaciatku a konci signalu. 'V kontexte subpasmového
kédovania obrazu sa zaoberali v [52] rozSireniami signdlu za G¢elom navrhu analyzacnej a
syntetizacnej ¢asti FB s FIR aj IIR implementaciami. Vysledky st smerodatné aj pre DWT
implementovani bankami filtrov.

Pouzivané postupy rieSenia s nasledovné[7][18][52]:

1. doplnenie nulami - vnasa diskontinuity na okrajoch signalu

2. periodifikacia signalu - ma za néasledok periodifikaciu analyzy s r6znym rozliSenim
(MRA), ¢o je v praxi implementované kruhovou konvoluciou pri filtrovani v case.
Vysledky su lepSie ako v 1. pripade .

3. symetrické rozSirenie - je podmienené pouzitim filtrov s linearnou fazou [23]. Nutné a
postacujuce podmienky pri roznych druhoch symetrii su uvedené v [36].

S vyhodou sa pouzivaju pri implementaciach biortogonalnych baniek filtrov, kde zvysuju
zisk kodera.

4. Priama extrapolacia. Nepredpokladame Ziadnu symetriu, pricom okrajové hodnoty
mimo hranic signdlu sa vyjadruji pomocou transformaénych koeficientov. V [22] sa
uvazuje linearna zavislost’” hrani¢nych hodnét, priCom vo vSeobecnosti zavislost’ moze
byt nelinearna, polynomicka [21].

5. Netrivialne rieSenie, ktoré vyuziva vyhody spdsobu realizacie waveletového rozkladu
bankou filtrov, je pouzitie Specidlnych modifikovanych hrani¢nych filtrov pri filtracii na
okrajoch signalu. Existuje cely priestor ortogonalnych rieSeni hrani¢nych filtrov, t.j. je
pomerne velky stupenl volnosti pre optimalizaciu. Z hladiska baniek filtrov je
problematike venovany priestor v [45].
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4.2 Rychla waveletovéa transformécia (FWT)

Jg zéklad tvori implementécia rozkladu s ré6znym rozlisenim (kap. 3.3) pomocou
dvojpasmovych baniek filtrov (kap. 2.1). Podet operacii je O(L), t.j. FWT je asymptoticky
rychlejia ako FFT, ktora pozaduje O(L [InL) operacii[21].

Pri analyze a syntéze v banke filtrov je signal konvolvovany s impulzovymi
charakteristikami filtrov. V dosledku pouzitia istého typu oSetrenia hranic signalu (kap. 4.1)
su bazové funkcie deformované, t.j. poprekryvané. V pripade kruhovej konvoldcie (moZnost
2 v kap. 4.1) su priklady bazovych funkci na Obr. 4.1 .

Nova metoda vypoctu je tzv. “lifting”schéma [53]. MdzZe zredukovat’ pocet operacii
pri FWT az na polovicu a to optimalnym vyuzitim podobnosti medzi DP a HP filtrom.

1 r\‘ f/;’—‘ 1 i
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o P S . I e
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a) b)

Obr 4.1 Priklad bazovych funkcii pri kruhovej konvolucii
(Velkost bdzy je 256, zobrazenych je len prvych 8 funkcii).
a) Daubechies 4 b)Brislawn (10,10)

4.3 Spbsoby rozkladu obrazu
4.3.1 Separovatelné rozklady

Zakladné metody pouzivaju separovatelné rozklady - t.j. rozklady, kde sa pouziva
separovatelné vzorkovanie. Obvykle sa pouzivaju aj separovatelné filtre . Ak vzorkovanie aj
filtre s separovatel'né, implementacia je vel'mi efektivna, lebo rozklad sa moze realizovat
kaskadou 1D pripadov ( jednotlivé riadky a stipce ). Nevyhodou je moznost’ izolacie len
obdiznikovych Gasti spektra.
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a) b) c)

Obr. 4.1 RozloZenie subpdsiem pri roznych typoch rozkladov
a) rovnomerny b) Standardny dyadicky c) neStandardny dyadicky
(smerom vpravo dole rastie vysokofrekvencny obsah subpdsiem)

NajcastejsSie pouzivané rozklady su:

Rovnomerny rozklad. Pri subpasmovom kdédovani sa zvykne pouzivat’ delenie signalu na
rovnako vel'ké pasma ako je naznaCené na Obr 4.2 a). Vyslednd Struktura pasiem je
analogicka pravidelnému stromu (Obr.2.2). Signal sa rekurzivne deli na Styri pasma LL,
LH, HL ,HH (L - Low,H - High) az po Zelant troven. V implementécii pomocou
dvojpasmovej banky filtrov sa v jednej drovni rozkladu obraz rozdeli na dve pasma v
jednom smere (napr. po riadkoch) a potom v druhom smere znovu na dve pasma (po
stipcoch).
Dyadicky rozklad. Je analogicky 1D rozkladu uvedenému v kap. 3.5. V 2D pripade moze
mat’ vSak 2 formy:
¢ Standardny dyadicky rozklad
Pri tomto type sa vykona uplny rozklad (az po zvolent uroveii) najprv v jednom

smere, napr. po riadkoch a potom v smere druhom. Rozlozenie subpasiem ukazuje
Obr.4.2 b), Obr.B.2. Bazové funkcie si v tom pripade tvorené jednoducho
tenzorovym sucinom 1D bazovych funkeii :

G xg(v)  GU)xg(v) ¢, Wxgl) g W=y (v) @1

kde i,] =123,...

¢ Nestandardny dyadicky rozklad
V tomto pripade sa namiesto tenzorového sucinu 1D bazovych funkcii uvazuje
tenzorovy sucin ich analyz s viacnasobnym rozliSenim (MRA) [15]. Ked
definujeme funkciu mierky a tri zakladné wavelety nasledovne:

o9, y) = ex)ely) we(x,y) = w(y)e(x)

@p(x,y) = ex)u(y) Wy(x,y) = w(y)w(x) (4.2)

bazové funkcie su potom  tvorené uvedenou funkciou mierky a vSetkymi
moznymi posunmi a zmenami mierky zakladnych waveletov. V praxi sa rozklad
vykondva nasledovne: obraz sa rozdeli na Styri pasma podobne ako  pri
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rovnomernom rozklade, pricom rekurzivne sa d’alej deli iba pasmo LL. RozloZenie
subpasiem je na Obr.4.2 ¢) a v Prilohe B, Obr B.3.
Pri rozklade obrazu sa najviac pouziva neStandardny dyadicky rozklad. Ma mensi pocet
potrebnych operacii oproti Standardnému rozkladu, priCom po zaradeni di kompresného
systému poskytuje spravidla aj lepSie vysledky.

4.3.2 Neseparovatel’né rozklady.

Z predpokladu rotacnej invariancie spektra obrazu vyplyva, Ze separovatelné systémy
nie su najvhodnejSie na izolovanie DP a HP pasma. Dva najddlezitejSie systémy pre
spracovanie obrazu su zalozené na Quincunx [7] a hexagonalnom [7] vzorkovani (kap. 2.3.1).
Quincunx je tvarom spektra vyhodny pre I'udsky vizualny systém, ktory je citlivejsi na
horizontalne a vertikalne frekvencie ako na diagonalne. Tuto vlastnost’ vyuziva aj Standard
HDTV. Quincunx schéma moéze byt v DP kanali iterovana, pricom vedie ku frekvenénej
dekompozicii na Obr. 4.3.

Obr.4.3 Delenie spektra pri iterovanom Quincunx systéme

4.3.3 Adaptivna ¢asovo - frekvenéna lokalizacia

Pri tomto spdsobe kompresie [42] sa namiesto klasického frekvenéne orientovaného
pristupu pri waveletovom kddovani navrhuje priestorovo - frekvencné delenie, aby sa tGplne
vyuzili vyborné lokalizacné vlastnosti waveletov v oboch oblastiach. V praxi to znamena, ze
vstupny obraz rozdelime na isté regiony (Casové oblasti), kde urobime samostatné rozklady,
so samostatnou alokaciou bitov. Vel'ké ¢asové bloky su vyhodnejSie na lokalizaciu vo
frekvencii a malé bloky na lokalizaciu v Case.

4.3.4 Waveletové pakety

Nazyvaju sa nimi l'ubovolné stromové Struktary pri dekompozicii. Na rozdiel od
klasickej waveletovej dekompozicie pouzivajucej dyadické delenie iba DP vystupu banky
filtrov, waveletové pakety umoziiuji najst’ najvhodnejsiu stromovu Strukturu na reprezentaciu
daného obrazu. To je ekvivalentné s hl'adanim najlepsej bazy pre dané kritérium z mnozstva
ponukanych (Wickerhauser, Coifman, Meyer).
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Na Obr.4.4 je znazorneny priklad mozného rozdelenia subpasiem pri pouziti
waveletovych paketov. Je to analdgia postupu nepravidelného tvorenia stromovej Struktury -
ako tomu bolo v 1D pripade (Obr.2.2 c¢). Hlavny rozdiel oproti DWT dyadickému rozkladu
(kap. 3.5) je v tom, Ze je mozné delit’ aj diferencné priestory W .

Delenie moze nastat’ pri splneni zvoleného kritéria. Ked” optimalizujeme algoritmus v
zmysle skreslenia a bitovej naro¢nosti , mozno pre kazdy uzol do hibky K vyjadrit’ nakladovt
funkciu

L(A)=D+/AR (4.3)

kde A je Lagrangeov koeficient, D - skreslenie, R - bitova naro¢nost’.

Tato moézeme optimalizovat’ [7] podobne ako je tomu pri probléme alokécie bitov pri
kvantizacii. Ak potom pre uzolr a jeho dvoch nasledovnikov c;,c, v strome plati

L (1) < Lu(2) + L,(A) (4.4)

tak sa strom v danom uzle uz d’alej nedeli. V literature je najcastejSie nakladova funkcia
pocitana na zaklade Shanonovej entropie [40].

i SENE
_i_ [ ||
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a) b)
Obr4.4 Rozklad na subpdsma pouzitim waveletovych paketov
a) iba frekvencné delenie b) frekvencné aj casové delenie

Rozsirenim tejto myslienky je pouzitie aj casového delenia [42], t.j. v rdoznych
Castiach obrazu je mozné pouzit’ rézne waveletové pakety - analogicky, ako tomu bolo v kap.
4.3.3. Rozlozenie subpasiem je zndzornené na Obr.4.4 (Hrubé Ciary predstavuju delenie v
Case a tenké vo frekvencii).

Podrobny popis metddy je uvedeny v [7][16][40].
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4.4 Poziadavky na filtre pri kodovani obrazu

Pri kédovani obrazu pomocou rozkladu na pasma, je dolezitych viacero, Casto
protichodnych poziadaviek. V dalSom texte uvadzam ich kratky prehlad, pricom sa
zameriavam na poZiadavky na filtre pri implementécii DWT (poziadavky pri SBC su menej
prisne, lebo sa neuvazuje rekurzivna filtracia, ako pri DWT.)

1. Ortogonalita. Ortogonalne filtre implementuji unitarne transformécie signalu do
subpasiem.V désledku zachovania energie plati potom pre celkove skreslenie

D= z D, , i - pre vSetky pasma (4.5)

v dosledku ¢oho mozu byt pouzité optimalne algoritmy na alokéciu bitov.
2. Kompakcia energie. Nech vZje varianénd a R, kovarianénd matica vstupnych dat.

Nech v? a v? su disperzie DP a HP vystupov banky filtrov a impulzovu charakteristiku
filtra vo vektorovom tvare. Potom:

1
vizz(vf+v2H), v2 =h"R h (4.6)
a zisk banky filtrov
Gy =1 (4.7
FB ~ ¢ . .Y :
[VZLVZH]%

Vidno, 7e maximalizécia v? je dostato¢na na maximalizaciu zisku.

Ak uvazime , ze je bankou filtrov realizovana transformacia, potom definujeme zisk

transformac¢ného kodovania
1l v,

L
M £
Gre = 7w (4.8)

M
M-1 5
(|_|1=0 oi)

kde M je pocet pasiem a 0]? disperzie jednotlivych pasiem.
G, udava pomer rekonstrukénych chyb pri PCM kdédovacej schéme a aktualnom TC pri
rovnakom objeme vystupnych dat. Vzt'ah (4.8) plati za predpokladu ortogonality banky
filtrov. V [54] je uvedeny vztah pre pripad biortogonalny.
Vyssi zisk kodovania podmienuje spravidla vyssia regularita filtrov.

3. Aliasing energie. Vsetky ortogonalne metody pre rozklad signalu  zabezpecuju
podmienky pre ruSenie aliasingu. Ak sa vSak pri syntéze nepouziju vSetky subpdsma, alebo
v subpasmach je rozny kvantiza¢ny Sum, bude rekonstruovany signal nad’alej obsahovat
neziaduce komponenty (dosledok aliasingu). Optimalne rieSenie ma minimalizovat
energiu aliasingu, danu vztahom:

= JIHE) s e ) 9

kde S, je spektralna hustota vstupu, H (ej"’) je prenosova funkcia filtra.
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4. Impulzova charakteristika filtra a “ringing” efekt. Dobré oddelenie pasiem alebo
vysoka regularita pozaduje dlhé filtre. Ich nevyhodou je, Ze Siria kodovacie chyby, ¢o na
hranach v obraze spdsobuje tzv. “zvonivy efekt" (désledok striedania znamienok v
impulzovej charakteristike filtra). Hrany v obrazku mozu byt priblizne reprezentované
jednotkovym skokom . Cielom je minimalizovat’ rozdiel medzi jednotkovym skokom a
odpovedou filtra na jednotkovy skok, t.j. minimalizovat’ chybovu funkciu

N-1 k

E, = Z S [h(m)-1]° (4.10)

n=0

kde h(n) je impulzové odpoved’ filtra

Vztah medzi odpoved’ou na jednotkovy skok a aliasingom je analogicky vzt'ahu medzi
rozliSenim v ¢ase a frekvencii.

5. Hornopriepustné filtre s nulovym priemerom impulzovej charakteristiky
Najviac energie signalov pouzivanych v praxi sa koncentruje okolo jednosmernej (JSM)
zlozky. Preto by praktické metody rozkldu mali byt schopné reprezentovat JSM zlozku
len jednou bazovou funkciou. T.j. treba zabezpecit', aby:

Y (-)'h(n)=0. (4.11)

n

To je ekvivalentné podmienke, aby prenosova funkcia filtra mala aspon jednu nulu pri
Q =7, ¢o je zaroven aj nutnou podmienkou existencie regularnych waveletov, t.j. na
konvergenciu vztahu (3.35).
6. Dekorelované subpasma. KvalitndA metdda rozkladu do subpasiem pre kddovacie
aplikacie by mala poskytovat’ dekorelované subpasma. Mierou dekorelacie je kross-
korelacia subpasiem v tvare

E{y (M. vu(n)}=R.(0)=Y 2 (='h(Dh(n=1)R,(n) (4.12)

kde R, je autokorela¢na funkcia vstupu, Yy, ,Y,, Su sigaly na DP a HP vystupoch banky
filtrov.

7. Linearna faza. Je dolezita pri minimalizacii vizualne rusivého fazového skreslenia na
hrandch v obraze. V dvojpasmovych bankach filtrov s perfektnou rekonstrukciou je ju
mozno dosiahnut’ iba pri zavedeni konceptu biortogonality. V ostatnych pripadoch je pri
optimalnom dizajne dolezita miera nelinearity fazy definovana ako

E, =S [h(n)-h(2N -1-n)] (4.11)

8. Zohladnenie Statistiky vstupu. Pre optimalny dizajn niektorych predchadzajucich
vlastnosti je nutné poznat’ autokorela¢nu funkciu zdroja. Pre redlne obrazy je dostato¢na
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aproximdacia autoregresivnym AR(1) modelom s korelaénym koeficientom o =0.95.

Potom je autokorela¢na funkcia dana:

Ry (m)=p" m=0,£1+2,... (4.12)

9. Regularita. Regularita (kap. 3.2) mdze zvysit’ zisk kédovania a degradacia obrazu moze
pOsobit’ menej rusivo, t.j. pri rovnakom MSE je kvantizécia menej poznatel'na ako pri
menej regularnych filtroch. Z analyzy (Rioul [47]) vyplyva, Ze istd regularita je potrebna,
avSak d’alSie zvySovanie regularity kompresiu podstatne nezlepsuje. V biortogonalnych
systémoch (kap. 3.6, 3.7.2), nie je mozné dosiahnut’ regularitu pri analyze aj syntéze. V
tomto pripade je lepSie pouzit’ regularnu syntézu, zabranime tym tzv. Sachovnicovému
efektu.

10. Posun subpasiem. Pri waveletovom kddovani st zlozky v jednotlivych subpasmach
prislichajlce jednej oblasti v pdvodnom obraze navzajom poposuvang, v zavislosti od ich
polohy. Je do v dbsledku vlastnosti, Ze DWT nie je invariantnd vo¢i ¢asovym posunom.
Tieto posuny zélezia od pouzitého filtra.

V [37] su uvedené objektivne aj subjektivne porovnania vykonnosti vyse 20 typov
waveletov s lin. fAzovou charakteristikou na kédovanie obrazu. Vyplyva z nich, zZe regularita
nie je dolezitd v porovnani s vol'bou tvaru waveletu, pouzitého pre syntézu, ktory uréuje
viditeI'nost’ kédovacich chyb.

V [41] su navrhnuté filtre, ktoré nevytvaraju posun subpasiem. Navrh spociva v tom,
7e sa vypocitaju koeficienty pre vSetky kruhové posuny vstupnych dat. Z nich sa nasledne
vyberie najvhodnejSia reprezentacia pomocou vhodnej nakladovej funkcie. Ako priklad je
uvedena aplikacia v geoakustike, kde podstatne redukuje MSE skomprimovanych dat. Filtre,
ktoré nevytvaraji posun pasiem su takisto pouzité v FBI Standarde na kompresiu otlackov
prstov [41].

V [46] je uvedeny prehlad a porovnanie (vzhladom na regularitu, odpoved na
jednotkovy skok a impulz ) 4300 filtrov, prichadzajucich do Uvahy pre kddovanie obrazu
(dizka filtra <36), s moZnostou vybrat’ si vhodny typ na pozadovany typ aplikacie. Rioul [47]
skamal efekt regularity verzus frekvencna selektivita, z ktorej vyplyva, Ze regularita je viac
smerodatna a to Specialne pre filtre s kratkou imp. charakteristikou.

V [7] st poziadavky zhrnuté: pre kodovanie obrazu treba relativne kratke a "hladké”
filtre s ur¢itou regularitou.

V biortogonalnom pripade v [21] navrhuja volit HP filtre s kratkou impulzovou
charakteristikou kvoli minimalizacii “ringing” efektu a DP filtre naopak s dlhou impulzovou
charakteristikou kvéli lepSej reprezentacii plochych regionov v obraze.

Priklady aproximacnych vlastnosti r6znych waveletovych ortogondlnych filtrov pri
reprezentacii  obrazu obmedzenym poctom vzoriek po rozklade v banke filtrov s v
Prilohe B, Obr 8.4.
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5 Subpasmové a waveletové kodovanie obrazu

Subpasmové (SBC) a waveletové kodery maju v poslednom case narastajucu
popularitu najma v oblasti kodovania obrazu. Ich opodstatnenie je uz v samotnej
psychofyziologii videnia, kde sa na processing v zrakovom nerve(cortex) najlepsie uplatiiuja
mnohokanalove modely [29]. Pod ndzvom waveletové kddovanie sa v stasnosti rozumeju
metddy tesne zviazané so subpadsmovym koédovanim, pricom s pouzité filtre Specidlne
navrhované na istu regularitu. Hlavny rozdiel medzi nimi a pyramidalnym kédovanim je, ze
pouzivaju kriticky vzorkovanu schému a ¢asto ortogonalnu dekompoziciu (kap. 3).

Uvod do kompresie obrazu pomocou subpasmového kddovania je uvedeny napr. v
[21]. ZovSeobecnenie subpasmového a waveletového rozkladu na 2D pripad je nenarocné,
$pecialne v separovate'nom pripade [7]. Aplikacie na kompresiu obrazu sa stali popularnymi
[28][34] , pre farebny obraz [35] ako aj pre dvojuroviiovy obraz [64]. Pouzitim Quincunxu
[7] a hexagonalneho vzorkovania sa s vyhodou uplatiiuju aj neseparovatel'né dekompozicie. .
V [28] su analyzované viaceré kompresné algoritmy.

Spojenim fraktalovej a waveletovej kompresie sa zaoberaju autori v [39]. Pri
fraktdlovom kodovani, ktoré je obvykle v ¢asovej oblasti, vznika blokovy efekt. Navrhovana
koncepcia vyuziva vlastnost podobnosti subpasiem, vzniknutych  po waveletovej
dekompozicii obrazu, pricom je zalozend na predikcii subpéasiem s vysokofrekvenénym
obsahom z nizkofrekven¢nych subpasiem. Vysledkom je zniZenie blokového efektu a
zlepSenie MSE rekonstruovaného obrazu.

Waveletové kompresné postupy su Standardizované pre kompresiu otlatkov prstov
(FBI fingerprint standard) [21], kde zvitazili nad konkurenénym algoritmom JPEG, ktory
zlyhava pri kompresiach 15:1 - 20:1 (prilis velky blokovy efekt).

5.1 Zakladné kompresné postupy

Prva generacia kompresnych postupov pouzivajicich DWT ma vicsinou podobnu
Strukturu ako transformacény koder (Obr.1.1). Namiesto doprednej a spitnej transformadcie sa
pouzivaju rozklady signalu bankami filtrov (kap. 2). Je pri tom mozné pouzit’ aj adaptivne
metddy rozkladu (waveletové pakety, adaptivna casovo-frekvencnd lokalizécia).Vlastnosti
filtrov pouZitych na rozklad su diskutované v kap. 4.4. Specifika dalsich ¢asti kompresného
postupu st uvedené v nasledujucich ¢astiach.

5.1.1 Kvantizacia a alokacia bitov

Vseobecné charakteristiky kvantizacie si uvedené v kap. 1.1. Podl'a [7] zmenou
banky filtrov pre syntézu s ohl'adom na pouzity kvantizator sa daji odstranit’ vSetky chyby
zavislé od signalu , t.j. chyba rekonstruovaného signalu bude néhodnda, nekorelovana so
signadlom. Pri strednych a nizkych bitovych rychlostiach vystupu je vizudlny systém ¢loveka
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menej citlivy na vysoké frekvencie. Ak sa pasma nebudu starostlivo vahovat’, dochadza k
rozostreniu obrazu (blurring efekt). Preto je vyhodné volit’ viac kvantizaénych urovni pre
nizke a stredné pasma na ukor pasiem vysSich [21]. Podla [7] sa pouzivaju dva zakladné
pristupy kvantizacie:
. nezavisla kvantizacia subpasiem
Subpédsma su skutocne nezavislé len v pripade, ak je vstupom ndhodnd premenna
gaussovskeho charakteru a filtre signal dekoreluju. Predpoklad nezavislosti je kvoli
jednoduchosti. Pritom sa vyuZzivaju nasledovné vlastnosti:
¢ najnizSie pasmo ma charakter povodného obrazku, t.j. moézu byt pouzité
tradi¢né kodovacie metédy (DMCP....)
¢ najvysSie pasma maju zanedbatelni energiu, preto moézu byt zrusené bez
evidentnej straty kvality obrazu
Ako kvantizatory sa mézu pouzit:
1. Loydove kvantizatory
2. uniformné kvantizatory s tzv. "mrtvou zonou", ktord mapuje originalne
hodnoty na nulu
3. vektorové kvantizatory [32]
4. adaptivne kvantizatory - rozlisuju dolezité a nedolezité regiony v subpasmach.
Doélezita tivaha pri tom je relativna dolezitost’ roznych subpasiem, ¢o vedie k
vahovaniu MSE pre rézne subpasma.
. kvantizacia pozdiZ pAsma
Je zaloZzend na tom, Ze pasma nie su nezavislé a moze sa teda pouzit vektorova

kvantizécia medzi pasmami namiesto vnutri pasiem. Problém je v tom, ze pokial’ napr.
hrana je v subpasmach vizualne zachovana, presné hodnoty v réznych pasmach silne
zavisia na polohe hrany a teda je ich tazko predikovat z pasma do pasma. Pomoc pri
rieSeni predstavuje vol'ba filtrov uvedena v kap. 4.4.
Porovnanie kvantiza¢nych technik pouzivanych v TC a SBC obrazu ako skalarne
kvantovanie, pyramidalne vektorové kvantizatory (VQ), vahované pyramidalne VQ,
zovSeobecnené VQ, je uvedené v [44].

Kvantizacia moze byt riadena algoritmom alokécie bitov, ktorej cielom je optiméalne
prerozdelit’ pAsmam dany objem bitov. Ak su filtre ortogondlne, mozu sa pouzit” Standardné
metody alokacie bitov, kde celkové skreslenie je sumou skreslenia v subpasmach. RieSenia,
vratane optimalnych st uvedené v [1], [2], [3].[21].

Podla [21] méZeme uvaZovat rieSenie alokacie bitov s kritériom minimalizacie

kvantiza¢ného skreslenia pouzitim uniformného kvantizatora. Pre dand priemernt bitovu
naro¢nost’ R, zistime otpimalne priradenie bitov pasmam. Nech:

N - pocet bitov origindlneho obrazu b, - pocet bitov vzorky k-teho pasma
M - pocet pasiem o; - disperzia pasma
a, =N, /N relativna velkost pdsma w, - vahovaci koeficient (vizualne)

Potom
1. [@Pw.o:log,20

b =—log,——— 5.1
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kde X = g2 ool oty 2n g (5.2)
Pre malé R, a pre pasma s malou disperziou moéze vyjst' b, zaporné. V tom pripade su tieto

pasma vynechané a vypocet je treba zopakovat'. Itera¢ny algoritmus je:
1.Pomocou (5.1) zisti priradenie bitov pasmam©b,

2.Zredukuj pocet pasiem (pre negativne b, odstran prislusné pasmo)
3. Nastavnové R, = 3 " a,b,. Opakuj krok 1 pokial' Tk ; b, 20

Kvantiza¢ny krok sa potom prirad’uje jednotlivym pasmam podl'a zisteného b, .

5.1.2 Nacitavanie koeficientov a entropicky koder

Aby sme vyuzili vlastnost DWT, je vyhodné pouzit’ nacitavanie koeficientov podla
Obr.5.1. Pritom sa vyuziva koreldcia medzi pasmami, ktoré st vzajomnymi aproximéciami
pri rdznych mierkach (napriklad pasma 2,5,8).

Na ziskané sekvencie striedavych koeficientov sa potom aplikuje Run-Lenght kdd,
pouzitim EOB stratégie s naslednym Huffmanovym kodom. Podobny postup bol pouzity aj
pri JPEG Standarde.

~
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\3 | & T |
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Obr. 5.1: Nacitavanie koeficientov pri DWT

Problém vol'by entropického kodera suvisi s volbou nacitdvania koeficientov a je
analogicky ako v kap. 1.1. Ak sa v kddovacom postupe pouzije nacitavanie podl'a Obr 5.1
vysledny koder sa zvykne nazyvat “baseline” kdéder. Pouzivaju sa rozne modifikacie
Huffmanovho kodu, napr. vektorovy Huffmanov koéd. Takisto sa pouzivaju aj adaptivne
entropické kody - kvoli zmene Statistiky obrazu.

Ako priklad je v Prilohe B (Obr. B.1) uvedené porovnanie waveletoveho kompresného
postupu WBC (wavelet baseline coder) s JPEG Standardom.
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5.2 Pokrocilé kompresné metody

5.2.1 Metody zalozené na wavelet maxime

S0 nazyvané aj ako druha generacia waveletovych koderov. Principom je, Ze sa
snazia extrahovat’ a zachovat’ isté charakteristiky obrazu, ktoré povazuji za smerodatné.
KedZe hrany v obrazkoch su kritické pre ich vnimanie, je tu silnd motivacia najst’ kompresné
schémy, ktoré obsahuju hrany ako hlavné informacie. Tymto spésobom pracuje algoritmus
Mallata a Zhonga [6], ktory je zaloZeny na kédovani obrazu pomocou maxim v reprezentacii
signalu, transformovaného waveletovou transformaciou.

Pouzita dekompozicia je redundantnd a aproximuje spojiti waveletovi transformaciu.
Ak je DP filter navrhnuty na detekciu hran, dostdvame po transformécii reprezentéaciu hran vo
vSetkych mierkach pomocou zvolenych maxim a minim. RekonStrukcia sa vykonava
pomocou iteraénych procedur zaloZenych na striedavych projekcidch do konvexnych mnozin
a je mozna vdaka pouzitiu redundantnej reprezentacie signalu. Algoritmus je vypoctovo
naro¢ny, najmi kvoli iteraénym algoritmom rekonstrukcie. Ak sa v obraze vyskytuju textary,
je nutné ich oddelené kodovanie. Podrobnejsi popis metddy sa da najst’ v [6][29].

5.2.2 Stromy nul (zero trees)

Pre vécSinu obrazov s klesajicim spektrom je nepravdepodobny vyskyt vyznamnej
energie vo VF casti spektra, ak v tom istom regiéne v NF pasme je energie malo. Tieto
pozorovania vedld k metdde pre waveletové kdédovanie s nazvom “zero trees”, ktora je
alternativou k zig-zag naberaniu koeficientov a EOB stratégii (JPEG). Hlavna myslienka
spociva v definovani stromu nul taktiez nulovym koretiom, oznacenym EOB symbolom.
Vidime , Ze pocet nul v strome rastie s mocninou 4.

>80

Obr. 5.2 Priklad rozloZenia stromov nul v subpasmach pri EZW koderi

Spojenim s kddovanim bitovych rovin vznika tzv. EZW algoritmus (Shapiro [49]).
Koeficienty mézu byt” oznac¢ené ako korene stromu, ked’ su nevyznamné vzhl'adom k danému
prahu T, tj. [X <T . Predpoklad je, Ze aj vSetky nasledovné body v strome budu nevyznamné.
Pri kédovani sa postupuje z nizSich pasiem do vysSich, pricom sa vynechavaju oblasti uz
stromu priradené. Podrobnejsi popis metddy je uvedeny napr. v [7], [49].
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6 Zaver

Kompresia obrazu pouzitim waveletov sa javi ako perspektivny spdsob stratovej
kompresie obrazu. Specidlne to plati pre oblast’ strednych a vysokych kompresii, kde JPEG
Standard zlyhava v dosledku velkého blokového efektu. Niektoré nové kompresné postupy
ako napr. fraktalové kompresné postupy taktiezZ nevykazuju (pre obraz s beznou Statistikou)
dostato¢ny vykon. Medzi hlavné vyhody kompresie pomocou waveletov patri aj zavedenie
konceptu rézneho rozliSenia obrazu, ktory predstavuje najvhodnejSi spdsob reprezentacie
obrazu vzhl'adom na l'udsky vizudlny systém.

Tato praca sa zaoberala popisom waveletove] transformaécie, jej povodom a vztahom
k aparatu pouzivanom v kontexte DSP a konkrétnymi spdsobmi implementacie v
transformaénych koéderoch pre kompresiu obrazu. V prvej kapitole je ukazany vztah
waveletov k bankam filtrov a k ortogonalnym transformaciam. Taktiez je zhrnuty klasicky
transformaény kompresny postup. V druhej kapitole su popisané banky filtrov s dérazom na
Casti tesne sa tykajliice waveletov. V tretej kapitole je spracovany uvod do waveletovej tedrie s
uvedenymi linkami veducimi k bankam filtrov. Zaroven je uvedeny prehlad pouzivanych
typov waveletov s dérazom na ortogonalne a biortogonalne wavelety. Vo Stvrtej kapitole su
popisané praktické sposoby realizacie waveletovej transformacie, pricom priestor je venovany
najmi typom rozkladov pouZivanych pri spracovani obrazu a analyze vlastosti potencidlne
pozitelnych filtrov. = V piatej kapitole je uvedeny prehlad v sucastnosti pouzivanych
kompresnych postupov vyuzivajicich WT, pripadne analogické postupy so zachovanym
konceptom r6zneho rozlisenia.

Sucasné trendy v kompresii obrazu jednoznacne rataju so zachovanim konceptu
rozneho rozliSenia, ktory je implicitne podporovany waveletovymi kompresnymi postupmi.
Tieto trendy su silne podmienené vyvojom v teoretickej matematike (vyvoj novych skupin
waveletov so Specifickymi vlastnostami, formalizacia aparatu, ... ) a aj stavom a
poziadavkami existujucich DSP technoldgii . Zahriiujii najmé oblasti :

¢ Vvyvoj tykajuci sa samotnej transformacie

e navrh a optimalizacie waveletovych filtrov (viacrozmerné wavelety,
komplexné filtre, filtre pre wavelety na intervale, filtre netvoriace
priestorovy posun pasem ...)

* vyvoj neStandardnych postupov na rozklad signalu ( waveletove paketové
transformacie, optimalizacie rozkladu s hl'adiska ¢asovo - frekvenéného
delenia, ...)

» navrhy oSetrenia hranic vstupného signalu ( wavelety na intervale, rdzne
rozSirenia signalu )

* hladanie novych metdd za istych podmienok urychl'ujucich vypocet WT
(napr. lifting schéma)

 vyvoj a aplikacie multiwaveletov, semiortogonalnych waveletov,
vektorovych baniek filtrov

¢ vyvoj kompresnych postupov ako celku



40

* VyVOj postupov zameranych na nasledné stupne kvantizatora a entropického
kodera priCom sa pouzivaju rozne pridavné datové manipulacie, najma
zmena spdsobu nacitavania (EZW algoritmus, “baseline” algoritmus, ...).

* kompresné postupy extrahujiice dolezité ¢rty v obraze s ich adekvatnym
kddovanim

* kombindcie waveletovych kompresnych postupov s inymi pouzivanymi
postupmi ( wavelety - fraktaly, wavelety - neurdnove siete)

V d’al'Sej praci by som chcel sledovat’ uvedené trendy s dorazom na transformacnu cast
kédera. Okruhy prace moézem formulovat’ nasedovne:

* Skumanie vztahov medzi roznymi typmi waveletovej transformacie a klasickymi

ortogonalnymi transformaciami.

» Zaviest' viac stupniov volnosti do samotnej transformacie pri zachovani ( aspon
priblizného ) konceptu rdzneho rozlisenia podobne ako je tomu napr. pri
multiwaveletoch a semiortogonalnych waveletoch. Ziskat' ¢o najviac z pripadnej
neortogonality transformaécie.

* Na nedekorelované spektra navrhntt’ Statisticky ¢o najprispdsobenejsie kddery.

e Skuimat” vplyv metdd predprocessingu a nasledného postprocessingu, pripadne iné
pridavné manipulacie s ddtami za ucelom ¢o najlepsej kompresie ( napr. aplikovat’
princip Burrows - Wheelerovho algoritmu na triedenie blokoy, ...).
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Priloha A

b) Daubechies 4
ol | e
IRV’

d) Coiflet 6 e) Coiflet 18

Obr A.1 Priklady ortogonalnych waveletov, ich funcii mierky a prenosovych
funkcii filtrov odpovedajlcej banky filtrov (pozri Tab.A.1)
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¢) Spling(6,4)

B
AR

¢) Brisawn(10,10)

Obr A.2 Priklady biortogonalnych waveletov, funcii mierky, ich dualov a
prenosovych funkcii filtrov odpovedajlcej banky filtrov (pozri Tab.A.2)
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Typ filtra ho(n)

Haar 0.7071067812 0.7071067812

Daubechies4 | 0.4829629131445341, 0.8365163037378077,
0.2241438680420134, -0.1294095225512603

Daubechies 20 | 0.026670057901, 0.188176800078, 0.527201188932, 0.688459039454,
0.281172343661, -0.249846424327, -0.195946274377, 0.127369340336,
0.093057364604, -0.071394147166, -0.029457536822, 0.033212674059,
0.003606553567, -0.010733175483, 0.001395351747, 0.001992405295, -
0.000685856695, -0.000116466855, 0.000093588670, -0.000013264203

Coiflet 6 0.0385807777, -0.1269691254, -0.771615555,
0.6074916414 0.7456875589  0.2265842652
Coiflet 18 -0.0016918510194918, -0.00348787621998426, 0.019191160680044,

0.021671094636352, -0.098507213321468, -0.056997424478478,
0.45678712217269,  0.78931940900416, 0.38055713085151,
-0.070438748794943, -0.056514193868065, 0.036409962612716,
0.0087601307091635, -0.011194759273835,  -0.0019213354141368,
0.0020413809772660, 0.00044583039753204, -0.00021625727664696

Tab A.1 Koeficienty impulzovych charakteristik filtrov pre vybrané ortogonalne waveletov

Spline (4,8) ho(n) 0.1767766953, 0.5303300859, 0.5303300859, 0.1767766953

g‘o(n) 0.0662912607, -0.1988737822, -0.1546796084 , 0.9943689110,
0.9943689110, -0.1546796084 , -0.1988737822, 0.0662912607

Spline (6,4) h, (n) -0.1767766953, 0.3535533906, 1.0606601718, 0.3535533906,
-0.1767766953, 0.0
oR (n) 0.0, 0.3535533906, 0.7071067812, 0.3535533906

0.026913419, -0.032303352, -0.241109818, 0.054100420,

Brisawn (10,10) | h, (n) 0.899506092,  0.899506092, 0.054100420, -0.241109818,
-0.032303352,  0.026913419

0.019843545, 0.023817599, -0.023257840, 0.145570740,

g.(n) 0.541132748, 0.541132748, 0.145570740, -0.023257840,

0.023817599,  0.019843545

3.7828455506995356.02, -2.3849465019379866-02,
h(n) | -11062440441842266.01,  3.774028556126536e-0L,
8.5269867900940226-01,  3.774028556126537€-01,
_ -1.106244044184226e-01, -2.384946501937986e-02,
Villasenor (9,7) 3.7828455506995356-02
-6.4538882628938566-02, -4.0689417609558676-02,
§(n) | 4180922732222124e01,  7.884856164056651e-01,
4.1809227322221246-01, -4.0689417609558676-02,
-6.4538882628938566-02

3.7828455506995356-02, -2.384946501937986€-02,
h(n) | -1:106244044184226e-01, 3.774028556126536e-0L
8.5269867900040226-01,  3.7740285561265376-01,
o -1.106244044184226e-01,  -2.3849465019379866-02,
Antonini (9,7) 3.782845550699535¢-02
-6.4538882628938566-02, -4.0689417609558676-02,
4.180022732222124e-01,  7.8848561640566516-01,
4.1800227322221246-01,  -4.068941760955867e-02,
-6.4538882628938566-02

G(n)

Tab A.2 Koeficienty impulzovych charakteristik filtrov pre vybrané biortogonalne wavelety
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Priloha B
a) Original “Nella.pic”, 8 bpp, b)WBC: MSE 39.55
velkost’ 256x256 (65536 B) CR 20:1 (3278 B)
b)WBC: MSE 119.17 b)WBC: MSE 170.8
CR 65:1 (1010 B) CR 102:1 (643 B)

Obr B.1: Vysledky kompresie obrazu pomocou waveletov a porovnanie s JPEG.
Pozn.: bpp - pocet bitov na bod, CR - kompresny pomer, v zdtvorke je velkost
vystupu v bytoch, WBC - Wavelet Baseline Coder 3.0 (G Davis 1996) pouZivajiici
biortogondlne wavelety, “baseline” algoritmus nacitavania, algoritmus optimdlnej
alok&cie bitov a aritmeticky koder.

b) JPEG 5.2 (volby: quality 15, b) JPEG 5.2 (volby: quality 4,
optimize, baseline, dct float) optimize, baseline, dct float)
CR 21:1 (3182 B) CR 58:1 (1137 B)
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Obr.B.2: Standardny diadicky rozklad Obr.B.3: NeStandardny diadicky rozklad
pouzitim Daubechies 4 waveletu pouzitim Daubechies 4 waveletu
a) Haar b) Daubechies 4
¢) Coiflet 18 d) DCT

Obr. B.4: Degradacia obrazu pri orezani 95 % spektralnych koeficientov pre vybrané
ortogonalne wavelety a Diskrétnu kosinusovu transforméaciu



