Vliastnosti SWT

Linearita:
Vyplyva priamo z linearity skalarneho stcinu

Posun v case:

gt)=f(t-b,) = SWT,(a,b)=SWT (a,b-b,)

Zmena mierky.

g(t)=%f[tj — SWTg(a,b):SWTf[%,gj

A)
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Z.akladné charakteristiky waveletov

1) Existencia nosica na intervale vypoveda o tom, Ze funkcia (wavelet) ma nenulové funkcné
hodnoty len na danom intervale. Ak st mimo neho funkéné hodnoty presne nulove, ovorime, Ze
na danom intervale (a.b) md kompaktny nosi¢. Ak s ,,priblizne* nenulové, t.j. zanedbatelne
mal¢ hovorime, Ze ma efektivny nosic

k
2)Pocet nulovych momentov. K-ty moment w(t) definujeme ako m(k)= It 1073 Plati, 7e ak w(t)

je K krat diferencovatelna a pre t — to klesa dostatoCne rychlo, potom prvych K-/ momentov
bude nulovych. Potom ak f(¢) je na nejakom intervale polynémom max. K-I stupiia, pre

wavelety Wast) podporované v tomto intervale budu prisluSné waveletove koeficienty
SWT, (a.b) nulové.

3)Regularita (Daubechies 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Je to také maximalne

Cislo r pre ktoré plati F (a)){ < C/ (1 + \w\m), ®<R . Potom f(t) je r-1 krat spojite diferencovatelna,
r-ta derivacia moze byt nespojita.



Priklady waveletov

I  pre0<t<0.5

l//(t): -1 pre0.5<t<-1

Haarov wavelet:

0 indc
sin (721)
Sinc wavelet: w(t)=20p(2t)- (0(f), kde ()= -
. 1 —j,t —1%/2
Morletov wavelet: W(t) - Jor € ¢
Wavelet Pocet nulovych |[Regularita r |Charakter resp. |Charakter resp.
momentov podpora v Case |podpora vo frekvencii
Haar 1 0 <0,1> l/o
Sinc 00 00 1/t <, 2m>
Daubechies N |N a(N) <0, 2N-1> /@™
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Casové a frekvencné priebehy trividlneho Haarovho a Sinc waveletu.



Waveletové rady a ramce

Redundancia SWT (oba parametre a, b st spojite) sa da znizit', pripadne odstranit’ vzorkovanim a, b.
Potom hovorime o waveletovych ramcoch (Wavelet Frames — WF) resp. waveletovych radoch (WR).

Pri vol'be vzorkovania su doleZite otazky kompletnosti, redundancie a minimalnosti vysledne;j
mnoZiny funkcii.

Standardna vol'ba fypu vzorkovacej mriezky
e =4,

Oap, pri danej mierke a “pokrytd” cela ¢asova os )

o b=nbyay (volime tak, aby bola pomocou
T,.
Parameter m urCuje uroven rozlisenia
Parameter n urCuje posun v case

Pre v(t) (a analogicky pre ¥(t)) dostivame mnozZinu funkcii:

m

l//mn(t) = a;EW(aamt —nbo) , mneZ
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Kazda f(t)e I*(R) potom moZzeme vyjadrit’ superpoziciou vo waveletovych ramcoch(Wavelet Frames
— WF):

f(t) — szm,nﬁm,n (t) dm,n — <f(t)9 Wm,n (t)> m,nec /
Koeficienty 4., nazyvame waveletové koeficienty.

Rekonstrukcia je mozna, ak

AT < Z( S )

2 2
<B|/]". vr (i) e I2(R)
Moznosti na volbu 7 mon J je viacero. Standardna vol'ba je tzv. dudiny ramec:

< AT vr() e 2(r)

B < 2N )
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NajbeZnejsia sa redundancia reprezentacie vo waveletovych ramcoch odstranuje vol'bou vzorkovace;j
mriezky :

a, = 2,b, =1

Plati :

m

Vo (1)=2 2 w(Z‘mt — n)
funkciu ¥o.» (¢) potom nazyvame dyadicky wavelet a vztahmi (WF):

fe)= ;Zn:dmn&mn(t) d,,= <f(f), Yoo (f)> mmneZz

su definovan¢ waveletove rady (WR).

Triadickeé wavelety? M-adiclkeé wavelety?



Poloha bazovych funkcii (odvodenych od Db2) v TS rovine pri dyadickych waveletovych radoch
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d30I

t-T, 't,  tFT,

d

m.;n v TS rovine. Koeficienty

d

m,n Pri Wonn (¢) s kompaktnym nosicom

d

Priklad zobrazenia koeficientov m,0 sU zvyraznene. V strede je

znazornena sféra vplyvu signalu v Case Iy na koeficienty

na intervale (to—71,t0+ 72>.

Oblast’ TS roviny pouzita v predchdadzajucom obrazkuje sivo zvyraznena.
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a) vstupny signal

(@)

b) spektrogram (STFT,, Hanningovo okno, vel’kost’ okna 50, prekryv 48)
a

c) Skalogram (SWT;, ako y(t) pouzity Db2 )

log,(a

d) diskrétny Skalogram (WR¢, ako y(t) pouzity Db2 )
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Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Pre ortonormadlne wavelety plati W =v" a

(W iovin)=0(=08(k=m)  jkilmeZ
co charakterizuje ortogonalitu v rovnakych Grovniach rozliSenia a aj medzi réznymi
uroviami.

Par (v.w) splia podmienku biortogonality (hovorime o biortogondlnych waveletoch), ak mnoZiny
Wonia Wont st dudlne bazy, spliajice prodmienku biortogonality:

(Wi Wim)=0(-00(k=m)  jklmeZ

Wavelet w e L’ (R) J.k,[,m e Z g nazyva semiortogonalny (nazyvany aj pre-wavelet), ak plati:

<'7”j,kal//l,m>:5(j_l) j,k,l,WlEZ
t.]. je zachovand ortogonalita len medzi r6znymi urovinami rozliSenia.
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Prechod k analyze viacuroviiovym rozliSenim
(MultiResolution Analysys - MRA)

OznaCme :

FR)=.OW, @W,®W_ ..
- OWOW,OW_, ®..

Ako odstranit’ nekone¢né sumy pri reprezentacii resp. aproximacii signalu ???



Analyza signalu viaciroviovym rozliSenim

Signal pri analyze viacuroviiovym rozlisenim (AVR) rozkladame do systému hierarchickych
podpriestorov, pricom kazdy z podpriestorov charakterizuje rozne rychle zmeny v signale. AVR

pozostava zo sekvencie uzavretych podpriestorov priestoru L*(R):

0}..cV,cVicV,cV.,cV_,..I[*(R)

<horsia aproximacia lepSia—

Otazky:
e Casovo frekven¢né okna a viacurovnovost’

e Ako to odpoveda hierarchii priestorov V ?



Vlastnosti MRA:

e kompletnost’

Voo = {0} V_o = {LQ(’R)} |

e Invariancia vzhl'adom na
zmenu mierky - f(f)e V., < f(2mt)€ Vo, VmeZ
posun v case - f(l‘)eVo <:>f(t—n)eV0 VneZ

e Existencia bazy - existuje také ¢ €V, Ze mnozina lolt—n)nez; je ortonormalnou bazou

Vo . Funkciu ¢ €V, nazyvame funkcia mierky

e Existencia bdzy ortogondlneho doplnku. Nech W,, je ortogonalny doplnok V,, do V-1 .
Potom existuje taky ortonormalny wavelet ¥ €W, ze mnoZina Wwlt—n)\nez; je
ortonormalnou bazou podpriestoru %5 .



Dosledky:
e Aby AVR bola iplna, musia mat’ funkcie mierky jednosmernui zlozku, t.j. _[(D(f )dt #0
° {(pm,n(f): 2_'"/2(#(2_'"1 - n)n € Z} je bazou V.
. {‘//m,n ()= 2_m/2‘//(2_mt_”)9” < Z} je bazou W,

Platia nasledovné relacie:

L(R)=.OW, oW, ®@W,®@W_ ®W._, ...

\—Y—J
@ Wm+l "

Vo

4

V., =

m+1

Vidime, Ze priestory V,, maju aproximacny charakter, pricom W, obsahuju iba detaily na
roznych urovniach rozlisenia.



__reprezentdcia

signdalu pri WR
@»---»Vél—)» ék)% %% ék)» cos \/&-j-)»v >eee S[R)

reprezen’rocno signdalu vstup d|skreTneho signdlu  projekcia spou’reho signdalu
pri DWT pri vypoete DWT pri vypoete WR

Hierarchia aproximacnych/V,, a diferenénych W, podpriestorov v MRA

W, W,
W,

Znazornenie hierarchie aproximacnychV,, a diferenénych W,, podpriestorov v rovine.



Kedze Vs je obsiahnuté vo Vi, pre olt)ev, plati aj, ze @(t)€V., . Bazou vo Vi je
{\/5§0(2t - ”), nez }, takze §D(f ) mozeme vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu:

o()=~N2 3 b, (n)o(2t - n)

N=—00

Na zéklade vlastnosti ortogonalnom doplnku plati analogicky

Tieto dva vztahy sa nazyvaju reldcie zmeny rozlisenia resp. dilatacné rovnice.

Koeficienty /- a &m charakterizuja vztahy medzi bazami na susednych trovniach rozli$enia a
nazyvaju sa koeficienty pre zmenu rozliSenia resp. dilatacné koeficienty



Uvedomme si, ze plati (na zaklade vlastnosti AVR)

¢m+l,n (t) — 2_1/2 ¢m,n (t / 2) l//m+1,n (t) — 2_1/2 Wm,n (t / 2)
Wio W, Wo,o W, \VJ%O — W,
142 T

|2 t \1 t 0.5 t

Do V1 Poo Vo P-Lo V—l

5 1
1/~/2
I \

2 t 1 t 0.5 t
Na bazovych funkciach pre Haarovu WT mdZeme vidiet, Ze

1) Priamy stcet podpriestorov ¥, a W, je V,, tj. bazové funkcie ¥, sa daju vyjadrit’ ako linearna
kombinacia bazovych funkcii ¥} a W,

2) Bazy vo Vi a W, mézeme vyjadrit’ pomocou bazy ¥, , t.j.:
P (t ) = (%,n (t ) T Do i1 (t ))g = h,,. = (@ ) %

=00, -0, O)V2 = g, =(2-2)
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Obr. 1.14. Priklady funkcii mierok ¢(t) a zodpovedajtucich dilatacnych koeficientov
h.r(n) pre Daubechieovej (Db) wavelety radu 1, 2, 4, 20. Vidime, ze dlzky h,,,(n)
presne zodpovedaju nosicom funkeii mierky.

+ DEMO V MATLABE




Algoritmus vypoctu Waveletovych radov a disktrétnej waveletovej transformacie

Nech funkcia 9 (f ) € L (R) . Potom stiradnice jej priemetu do priestoru V,, mézeme vyjadrit’
ako:

¢, (1) =(s(2).0,., (1))

Ziskavame diskrétnu mnoZinu koeficientov mierky ¢, (”) .
Aka informacia sa do nich ulozila? = spravme spatnu rekonstrukciu

o0

5, (0=, ¢, (n)p,, (1)

n=—c

Ziskavame $y, (1) €V, - aproximdciu (4P,,) funkcie () vo V,,.

Analogicky priemetom $(¢) do W, ziskame waveletové koeficienty d,(n):

d,, (n)=(s(t).¥,, (1))

Aka informacia sa do nich ulozila? = spravme spitnu rekonstrukciu



5, (0= d, (), (1)

n=—oo

Ziskavame Sy, () €W, _ detail (de,) funkcie S() vo W,,.

Projekciou $ (t ) do V..aa W, mbzeme ziskat’ koeficienty:

o (1) = ((1), @10 (1))
dm+1 (n) - <S(t)’wm+1,n (t)>

priamo. A podobne do vsetkych ostatnych priestorov #; (to predsa chceme, nie?)

= Ked pozname vzt'ahy medzi bazami podpriestorov na susednych urovniach rozliSenia,
mozeme tieto koeficienty vypocitat’ rychlejsie?



Odpoved je ANO:

rozklad: Cm+1 (n)zzhmr (k _Zn)cm (k) dm+1 (n)zzgmr (k —21’1)Cm (k)
k k
donttrukeig. | Cn(1)= 2 b (0 =2k)e, (k) + 3 g, (n—2k)d,,, (k)
) k k

d (n) - d,(n) . d_. (n)

R LM

e e cn) ¢ o Con(M ¢, (n)

d,(n) . d,(n) . d_.(n)

B . a a a

Y61 MY X (1) ISP M ) I )

Rozklad(a) a rekonstrukcia(b) koeficientov mierky pri vypocte WR a DWT



Odvodenie:
Chceme odvodit’ vzt'ah: Comsl (n) - Zk: - (k —2n )Cm (k )

Vieme, Ze plati: Do, (t) - 2_m/2¢(2_mt - n)

olt) =32 3, (mho(21 1)

Vynasobme obe strany druhej rovnice 27" azat dosadme 27"t —n:

222"t —n)=2""22"3" b, (kW22 - n) k)
k
gpmn thr ) ~(m-1)12 (2 (m_l)t—Zn—k)z

— Z hmr ¢m—1,2n+k
k



Vypocet waveletovych radov

Pri vypo&te waveletovych radov z s(t)€ L*(R) mdzeme zvolit pociatocné V., tak, aby

Sy (t) €V, aproximovalo § (f ) s 'ubovol'nou presnostou. T.j. zacneme:

cn(n)=(s(t)0,., (1))

a dalej pokracujeme v diskrétnej oblasti pomocou vzt'ahu na vypocet rozkladu, ¢asto iba po
Zelanu uroven rozkladu (napr. U).

V tejto reprezentacii mézeme Sy, () €V, vyjadrit’ sumou rekonstrukeii signalu z koeficientov v
prislusnych podpriestorov, t.j. (zbytkovej) aproximacie signalu S, () a postupnym pridavanim

detailov Sy, () :

sy () =5, O)+s, @O)+s, @)-..+5, ()
t.J. napr. pre m=0:

ap,(t) =ap,, (t)+de, (t) +de,_ (¢t)...+ de,(¢)



vstupny | vstupny
signal S'Tal
ap,
200 400 600 800 1000 |ap, \ de,
 ap,
ap, de,
200 400 600 800 1000 73 des
| ap,
a de
. P4 4
200 400 600 800 1000 425 \J%
_aps
ap de
P 6 6
200 400 600 800 1000 J3P7 \Jes
apg
a de
. Ps 8
200 400 600 800 1000

-1"

o(t) T w(t)
0.5 0.5
0 N N

YT

0 2 4 8 0 2 4 6

200 400 600 800 1000

| de;+dey

200 400 600 800 1000

| de;+deg

200 400 600 800 1000

| de;+deg

200 400 600 800 1000



VypocCet DWT

Pri vypocte diskrétnej waveletovej transformdcie (DW'T) interpretujeme vstupne data

x(n) ,n € Z ako projekéné koeficienty ¢ (n) nejakeho spojitého signalu § (t ) do ¥y a dalej
pokracujeme rozkladmi ako pri WR.

Ak je signal koneénej dizky L, potom pre max. podet Girovni rozkladu U plati

U <log, L

Ked’Ze vstupny signal aj vypocet projekcnych koeficientov je diskrétny v ase, baza
projekénych priestorov bude diskrétna, vytvorena z koeficienov pre zmenu rozlisenia.

Cela transformacia potom moze byt vyjadrend v maticovom tvare ako ostatné diskrétne linearne
transformacie.

rozklad: Cmtl (n) = Z hmr (k o 27’!)Cm (k) dm+1 (n) = Z 8 mr (k - 272)Cm (k)
k k
rekonstrukcia: Cm (n) - Z hm’” (n B 2k)cmﬂ (k ) T Z E mr (n -2k )d m+1 (k )
: - -

Vypocet WR a DWT sa v praxi realizuje bankami filtrov.



Vysledna reprezenticia U=log(N)=3

(spektrum) - — =

Vilem) < Viig(n) V. Vv, v,
: - <+ Cz(n)

W, d(n) < W, dn) « o) ’

Vo dm) <« 2 d,(n)

W, W, « ¢ N8
d(n) < d,(n) J

Vypocet koeficientov pri DWT a velkosti vstupného vektora 8.

Ft V, W, W,

am

7 Q
TE/ 8 n/ - n/ 2 T
Oznac¢me diskrétny vstup pre DWT ako f(n). Na priklade jeho DTFT {(Q) je znazornen¢, ktoré Casti
spektra budu vyjadrené v ktorych podpriestoroch.
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~uroven3 = udroven2 uroven 1 pociato¢na baza

LI 5 Vapr, V2

impluzov. Pri rozklade signilu do d’al'Sich podpriestorov predstavuji bazoveé vektory Coraz lepSiu
aproximaciu waveletov.
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Bazove¢ funkcie diskrétnej waveletovej bazy o velkosti N=32 pre Haarov wavelet
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Prvych 32 bazovych funkcii diskrétnej waveletovej bazy o vel'kosti N=128 pre FBI(9,7) wavelet
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