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2.1.3 Momentové vlastnosti a K-regulárne filtre . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.4 Wavelety ako diferenciálne operátory . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2 Biortogonálne wavelety a rozklad signálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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2.4 Druhy a návrh ortogonálnych waveletov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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3.4 Výpočet waveletových radov a DWT bankami filtrov . . . . . . . . . . . . 66
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4.5 Waveletové pakety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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6.4.1 Separabilné Hilbertove priestory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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Predhovor
Čitatel’ dostáva do rúk skriptá, ktorých ciel’om je priblı́žit’ problematiku waveleto-
vej transformácie a bánk filtrov. Matematický aparát, o ktorý sa skriptá opierajú,
je dost’ široký. Sú potrebné základné znalosti z lineárnej algebry, Fourierovej ana-
lýzy, Z-transformácie a čı́slicového spracovania signálov. Predpokladám, že čitatel’ sa
s väčšinou týchto oblastı́ už stretol. Preto sú priamo do učebného textu vložené iba tie
informácie, ktoré privel’mi nenarúšajú spojitost’ výkladu. Zvyšok potrebných informá-
ciı́ je uvedený v dodatku.

Na mieste, kde je nejaký pojem vysvetlený, je tento pojem zvýraznený tučným
pı́smom. Ak je na toto miesto odkaz v registri, je zodpovedajúce čı́slo strany napı́sané
taktiež tučným pı́smom.

Vzhl’adom na rôznorodost’problematiky bol častokrát problém vysvetlit’dané pojmy
skôr, ako sú na inom mieste skrı́pt použité. Preto sú kapitoly 1 a 2 koncipované viac
z pohl’adu matematického (predovšetkým lineárna algebra a Fourierova analýza) a
kapitola 3 rieši problematiku výhradne z pohl’adu čı́slicového spracovania signálov.

V skriptách je vysvetlená predovšetkým teória súvisiaca s uvedenou problemati-
kou. Snažil som sa v nich umiestnit’ dostatok riešených prı́kladov, ktoré by prı́padné
nejasnosti pomohli objasnit’, avšak vzhl’adom na dovolený rozsah skrı́pt to bola úloha
vel’mi obtiažna. Na viacerých miestach sú uvedené aj neriešené prı́klady a problémy,
ktoré by pozorný a hĺbavý čitatel’ mal vediet’ vyriešit’.

Koncepcia skrı́pt je mierne ovplyvnená snahou o to, aby si čitatel’ l’ahko mohol
väčšinu zı́skaných vedomostı́ overit’ a aplikovat’ v programe Matlab (viaceré obrázky v
skriptách vznikli taktiež pomocou programu Matlab).

Všetky prı́padné doplnkové informácie k skriptám budú uverejňované na interne-
tovej stránke http://www.ktl.elf.stuba.sk/˜vargic/wabf/skripta.

Skriptá sú určené pre študentov 1. ročnı́ka inžinierskeho štúdia v odbore teleko-
munikáciı́ na FEI STU. Na Slovensku z uvedenej oblasti zatial’ žiadny učebný text v
podobnom rozsahu publikovaný nebol, preto verı́m, že skriptá nájdu svojich čitatel’ov
aj v širšej akademickej a odbornej obci.





Kapitola 1

Wavelety a waveletová transformácia

1.1 Stručná história waveletov

Hoci v oblasti spracovania signálov sa začala waveletová transformácia použı́vat’ iba
v ostatných desat’ročiach, v matematike (predovšetkým v oblasti harmonickej analýzy)
sa podobné princı́py použı́vali už dlhšie. Korene waveletovej analýzy siahajú až do za-
čiatku minulého storočia. Prvý „wavelet“ skonštruoval I.Haar v r. 1910 pri konštrukcii
alternatı́vneho ortonormálneho systému k Fourierovmu. Vel’a práce sa vykonalo v 30.
rokoch, výsledky sa však nejavili ako časti koherentnej teórie, neobjavilo sa slovo
wavelet ani zodpovedajúci koncept. V matematike vývoj d’alej pokračoval dyadickým
delenı́m Fourierovského spektra (techniky Littlewood-Paleyho) s vyústenı́m do har-
monickej analýzy (Calderon-Zygmund operátory). Prvé ortogonálne wavelety objavil
Strömberg začiatkom 80. rokov. V mnohých oblastiach vedy a techniky sa wavelety
objavili už na konci 70. rokov. Boli však vyrobené vedcami a inžiniermi „na kolene“ —
nevznikli nadviazanı́m na výsledky matematikov.

Prvú syntézu podnietili práce J. Goupillauda, J. Morleta a A. Grossmana (začia-
tok 80. rokov), od ktorých pochádza aj význam slova „wavelet“ . V kontexte geofyziky
skúmali alternatı́vy k Lokálnej Fourierovej analýze, založenej na jedinej prototypovej
funkcii, jej posunov a zmeny mierky. V tom čase začalo byt’ zrejmé, že prostriedky z
teórie Calderona-Zygmunda, predovšetkým reprezentácie Littlewooda-Paleyho, majú
diskrétnu analógiu a môžu byt’ efektı́vnou náhradou Fourierových radov v numeric-
kých aplikáciách. Dôraz sa začal klást’ skôr na spôsob reprezentácie samotnej a to,
čo predtým spadalo pod rámec teórie Littlewooda a Palleyho, sa odteraz začalo volat’
waveletová teória.

Nový štart podnietil S. Mallat (1985), ktorý objavil tesné vzt’ahy medzi: QMF filtrami
pre digitálne prenosové systémy (Crossier, Esteban, Galand), pyramidálnym algorit-
mom použı́vaným na spracovanie obrazu (Burt, Adleson) a ortonormálnymi waveleto-
vými bázami (Strömberg). Postupne vznikali konštrukcie waveletov, ktoré tvorili bázy
pre mnohé priestory funkciı́ (Y. Meyer, I. Daubechies, Battle, Lemarie . . . ). Formalizá-
ciou týchto konštrukciı́ do jednotného rámca S.Mallat a Y.Meyer (1988–1990) vytvorili
„analýzu s viacúrovňovým rozlı́šenı́m“, pomocou ktorej vytvorili vzt’ahy k metódam
použı́vaným v iných odvetviach.

V súčasnosti predstavuje waveletová transformácia (WT) mocný nástroj na analýzu
a reprezentáciu spojitých aj diskrétnych signálov a to najmä kvôli svojim časovo-
frekvenčným vlastnostiam..

Oblasti použitia waveletov sú rôznorodé, patria medzi ne napr.: matematika [19],
[20], [27], [28], [25], rôzne technické odbory (pri analýze fyzikálnych dejov) [26], [30],
počı́tačová grafika [29], [43], čı́slicové spracovanı́e signálov [9], [10], [11], [12], [13] a
multimediálne komunikácie [24], [50], [14]. V súčasnosti existuje viacero monografiı́,
ktoré sa venujú waveletom a prı́buzným oblastiam, či už z pohl’adu matematického
[18], [20], alebo skôr z pohl’adu čı́slicového spracovania signálov [17], [21], [22], [23].
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1.2 Spektrá a časovo-frekvenčná analýza signálov

Pod pojmom „signál“ rozumieme vektor v niektorom z Hilbertových priestorov1 [21].
Signál zvyčajne predstavuje diskrétny alebo spojitý priebeh nejakej meniacej sa veli-
činy v časovej oblasti. Transformáciou signálu sa dostávame do tzv. transformač-
nej oblasti, kde je reprezentovaný tzv. spektrom. Spektrum je tvorené spektrálnymi
koeficientmi signálu. Najznámejšou transformačnou oblast’ou je Fourierovská, kde
je signál reprezentovaný frekvenčným spektrom. Fourierova transformácia (pozri
dodatok 6.1) rozkladá signál iba na frekvenčné zložky. Neposkytuje však informáciu,
kedy signál vykazuje dané frekvenčné charakteristiky (jej bázové funkcie rovnomerne
prekrývajú celú časovú os) — nevie žiadne charakteristiky lokalizovat’ v čase.

Pri analýze a reprezentácii signálov je častokrát výhodné použit’ transformáciu,
ktorá reprezentuje signál súčasne v čase aj frekvencii.

Riešenie vo forme krátkodobej Fourierovej transformácie — STFT (Short Time
Fourier Transform), Gábor (1946), posúva okno fixnej vel’kosti pozdĺž signálu a extra-
huje frekvenčný obsah v danom intervale [2], [17]:

STFTf (ω, τ) =

∫ ∞

−∞
f (t) g (t− τ) e−jωtdt =

〈

f (t) , g (t− τ) ejωt
〉

, (1.1)

kde g(t) je oknová funkcia2 a f(t) vstupná funkcia. Vidı́me, že reprezentácia je vý-
razne nadbytočná (je funkciou dvoch spojitých premenných ω ,τ ). Preto funkcie, po-
mocou ktorých sme transformovali sú lineárne závislé, takže netvoria bázu, ale vše-
obecnejšiu množinu expanzných funkciı́. Expanzné funkcie sú pri STFT generované
moduláciou a posunom oknovej funkcie. Ak oknová funkcia je Gaussova funkcia, tak
STFT sa volá Gáborova transformácia. Nadbytočnost’ STFT môžeme odstránit’ vý-
berom vhodných spektrálnych koeficientov, tzv. kritickým vzorkovanı́m3 spektra.
Potom však STFT stráca dobré časovo-frekvenčné vlastnosti (pozri Balianova-Lawova
veta [21, str. 326]).

Pre znázornenie časovo-frekvenčných vlastnostı́ funkciı́ resp. signálov sa často po-
užı́va tzv. časovo-frekvenčná (TF) rovina [17]. V TF rovine je každý signál repre-
zentovaný tzv. časovo-frekvenčným oknom. To charakterizuje umiestnenie energie
signálu v čase a frekvencii. Označme náš signál ako f(t) a jeho Fourierovu transfor-
máciu F (ω). Ak f(t) ∈ L2(R), potom4 jeho TF okno má konečnú vel’kost’. Jeho stred
je v bode Stω = (t0, ω0) a vel’kosti strán sú 2σt, 2σω. O ω0 zvykneme hovorit’ ako o tzv.
strednej (uhlovej) frekvencii signálu. Prı́klad zobrazenia TF okna reálneho signálu
(modulovaná Gaussova funkcia, t. j. Gáborova funkcia) je na obr. 1.1. Pre polohu a
rozmery okna platı́ [19, str. 7]:

t0 = ‖f (t)‖−1
∫∞
−∞ t |f (t)|2 dt σ2t = ‖f (t)‖−2

∫∞
−∞ (t− t0)

2 |f (t)|2 dt . (1.2)

Vo frekvenčnej oblasti analogicky môžeme pı́sat’ 5:

ω0 = ‖F (ω)‖−1
∫∞
−∞ ω |F (ω)|2 dω σ2ω = ‖F (ω)‖−2

∫∞
−∞ (ω − ω0)

2 |F (ω)|2 dω . (1.3)

1Základný popis Hilbertových priestorov a operáciı́ v nich je v časti 6.4.
2Za oknovú môže byt’ považovaná [19, str. 54] taká funkcia g(t) ∈ L2(R), pre ktorú platı́ t.g(t) ∈ L2(R).
3Pri vzorkovanı́ vyberáme hodnoty ω = mω0, t = nt0, m,n ∈ Z. Ak t0ω0 = 2π, vzorkovanie je kritické

[21], t. j. nadbytočnost’ je úplne odstránená.
4Pre definı́ciu priestoru L2(R) pozri str.119
5Vzt’ahy (1.3) vystihujú situáciu iba pre signály s jednosmernou zložkou, ktorú chceme v TF okne

obsiahnut’ (uvedomme si, že platı́ ω0 = 0, t. j. okno je symetrické okolo časovej osi). Ak náš signál nemá
jednosmernú zložku, resp. táto je zanedbatel’ná, výstižnejšie je (1.3) použit’ v tvare pre jednostranné
frekvenčné spektrá (t. j. integrovat’ od nuly a použit’ dvojnásobnú energiu F (ω)).



Wavelety a waveletová transformácia 9

Obr. 1.1. Prı́klad reprezentácie funkcie oknom v časovo-frekvenčnej rovine pre funkciu
f (t) = e−(t−4)

2
cos(6(t− 4)) (modulovaná Gaussova funkcia)

Treba si uvedomit’, že rozmery okna sú pomocou vzt’ahov (1.2), (1.3) definované šta-
tisticky (2. moment) na základe koncentrácie energie signálu v časovej a frekvenčnej
oblasti. Pozor, neznamená to, že mimo okna má signál nulové hodnoty. Taká repre-
zentácia by bola v princı́pe neuskutočnitel’ná, lebo spojité signály ohraničené v čase
nie sú ohraničené vo frekvencii a naopak.

Aby sme boli schopnı́ v transformačnej oblasti reprezentovat’ l’ubovol’ný signál,
musia bázové funkcie pokrývat’ celú TF rovinu, t. j. rovinu si svojimi TF oknami musia
medzi seba rozdelit’6.

Najznámejšie delenia TF roviny sú zobrazené na obr. 1.2. V časti a) naprı́klad
vidı́me: To, že bázové funkcie STFT sú generované moduláciou a posunom oknovej
funkcie znamená, že STFT má pre danú oknovú funkciu pevné rozlı́šenie vo frekvencii
a rôzne τ , ω v rovnici (1.1) vlastne zodpovedajú iba posunom základného časovo-
frekvenčného okna v čase a frekvencii.

Pri transformácii nejakého signálu resp. pri analýze pomocou transformácie sa
nám do jednotlivých spektrálnych koeficientov uložı́ informácia iba do tej miery, do akej
sa prekrývajú v časovo-frekvenčnej rovine jednotlivé expanzné funkcie s analyzovaným
signálom. Celá situácia je znázornená na obr. 1.3, kde sme ako transformáciu použili
STFT.

TF okno nám vlastne hovorı́, aké drobné detaily sme schopnı́ v signáli sledovat’.
Čı́m menšia plocha okna, tým lepšie.

Pri časovo-frekvenčej analýze signálov sa výsledky zvyknú znázorňovat’ vo forme
tzv. spektrogramu (SPG) [31], [30], čo je vlastne pohl’ad na TF rovinu, resp. jej čast’,
kde sú zobrazené magnitúdy spektrálnych koeficientov v strede TF okien zodpoveda-
júcich bázových7 funkciı́.

Prı́klady spektrogramov sú uvedené na obr. 1.4. Ide o diskrétnu aproximáciu spoji-

6TF okná sa pri delenı́ TF roviny nemusia nevyhnutne dotýkat’, môžu sa prekrývat’, resp. nedoliehat’,
záležı́ na konkrétnom tvare bázových funkciı́.

7Zvyčajne ide o bázu, avšak môže ı́st’ aj o nadbytočnú, prı́padne neúplnú množinu funkciı́.



10 Wavelety a waveletová transformácia

Obr. 1.2. Najznámejšie prı́klady delenia TF roviny pri reprezentácii signálov (znázor-
nené schématicky): a) pri STFT — bázu tvoria modulované oknové funkcie b) bázové
funkcie sú generované zmenou mierky a posunom prototypovej funkcie (neskôr uvi-
dı́me, že ide o dyadické waveletové rady) c) časová oblast’— bázu tvoria Diracove delta
funkcie d) pri FT — bázu tvoria nekonečne dlhé komplexné harmonické funkcie

Obr. 1.3. TF rovina — schématické znázornenie signálu s(t) a jeho spektra pri STFT.
Signál ovplyvňuje najviac tie spektrálne koeficienty, ktorým zodpovedajúce expanzné
funkcie sa svojimi TF oknami s TF oknom signálu najviac prekrývajú. Miera ovplyv-
nenia spektrálnych koeficientov je znázornená krúžkom (čierny = max. ovplyvnenie)
v strede TF okien zodpovedajúcich expanzných funkciı́. Ovplyvnené sú aj spektrálne
koeficienty, pre ktoré platı́, že im prináležiace okná sa priamo s oknom signálu ne-
prekrývajú.
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Obr. 1.4. Spektrogramy syntetického signálu s(t): a) signál s(t) zložený zo 4 častı́:
I) 2sin(5t)sin(15t) II) sin(15t) III) sin(t) + sin(7t) IV) sin(7t) b) Spektrogram — diskrétna
aproximácia, fvz = 64Hz, diskrétna STFT s Hanningovými oknami s vel’kost’ou 12 a
prekryvmi 10 c) ako b) avšak vel’kost’ okna je 60 a prekryv 58

tého prı́padu. Frekvenčný rozsah je potom obmedzený do fvz/2. Všimnite si schopnost’
lokalizovat’ zmeny charakteru signálu v čase a schopnost’ lokalizácie vo frekvencii
v závislosti od vel’kosti okna STFT.

Na relevantné znázornenie signálu v TF rovine vo forme spektrogramu sa použı́-
vajú predovšetkým STFT, Wigner-Villove rozdelenie [21, str. 80] a jeho modifikácie a
waveletová transformácia.

1.2.1 Princı́p neurčitosti

Pre reprezentáciu signálov v časovo-frekvenčnej rovine platı́ tzv. princı́p neurčitosti
(niečo ako princı́p neurčitosti z kvantovej fyziky). Nech pre x(t) ∈ L2(R) platı́

t.x(t), X(ω), ω.X(ω) ∈ L2(R) . (1.4)

Potom pre TF okno x(t) platı́ [19, str. 56]:

σ2t · σ2ω ≥ 1/4 , (1.5)

pričom rovnost’ platı́, ak x(t) je Gaussova funkcia8 v tvare

x (t) =
√

α/π e−αt
2

α ∈ R, α > 0 . (1.6)

Prakticky nám to hovorı́, že signály sa nedajú s l’ubovol’nou presnost’ou lokalizovat’
naraz vo frekvencii aj v čase, t. j. zı́skat’ l’ubovol’ne malú plochu TF okna. Plocha TF
okna je vždy minimálne 2, pričom minimálnu plochu zaberajú signály, pre ktoré platı́
(1.6). Dôkaz princı́pu neurčitosti je uvedený napr. v [19, str. 58], [22, str. 68].

8Rovnost’ zostáva zachovaná aj pri modulácii funkcie x(t) a ako neskôr uvidı́me aj pri zmene mierky
funkcie, pozri vzt’ah (1.9).
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Obr. 1.5. Prı́klady základných waveletov ψ(t): Daubechieovej (Db) wavelety rádu 1, 2,
4, 20

1.3 Waveletová transformácia

Už z názvu waveletová transformácia (WT) sa dá tušit’ pomocou akých funkciı́ budeme
signály rozkladat’ a skladat’ (angl. „wavelet“ = vlnka). Ide o wavelety, ktoré vlastne
predstavujú časovo lokalizované vlny9, t. j. vlnové balı́ky. Waveletová transformá-
cia (WT) má všetky funkcie vytvorené z jednej prototypovej funkcie tzv. základného
waveletu ψ(t) pomocou 2 základných operáciı́10: a) zmena mierky b) posun v čase.

Ako môžu vyzerat’ základné wavelety je znázornené na obr. 1.5. Všimnite si, ako sa
zo zvyšovanı́m rádu11 wavelety čoraz viac podobajú na vlnový balı́k.

Waveletových transformáciı́ existuje viacero základných druhov. V d’alšom texte
začneme spojitou WT a postupne prejdeme k diskrétnej WT.

1.3.1 Spojitá waveletová transformácia (SWT)

Spojitá waveletová transformácia (SWT) funkcie f (t) ∈ L2(R) je definovaná [17]
ako zobrazenie L2(R)→ L2(R2) vzt’ahom:

SWTf (a, b) =

∫ ∞

−∞
f (t)ψ∗

[a,b] (t) dt =
〈

f (t) , ψ[a,b] (t)
〉

a ∈ R+, b ∈ R . (1.7)

Expanzné funkcie ψ[a,b] (t) sú definované zo základného waveletu ψ(t) pomocou pa-
rametrov zmeny mierky a posunu a, b takto:

ψ[a,b] (t) =
1√
a
ψ

(
t− b
a

)

ψ (t) ∈ L2(R) . (1.8)

Vidı́me, že reprezentácia signálu pomocou spektrálnych koeficientov SWT je značne
nadbytočná — parametre a aj b sú spojité. V závislosti od parametra a SWT poskytuje
pružné časovo-frekvenčné rozlı́šenie. Ak časovo-frekvenčné okno ψ(t) má rozmery
σt, σ$ a stred v bode Stω = (t0, ω0), potom pri wavelete ψ[a,b](t) nastanú zmeny

σt ⇒ aσt σω ⇒ σω/a (t0, ω0)⇒ (at0 + b, ω0/a) . (1.9)

Vidı́me, že zmeny rozmerov okna sú funkciou parametra a, ktorým je daná úroveň
rozlı́šenia v čase aj frekvencii. Ak a > 1, wavelet v čase roztiahneme, čı́m znižujeme

9Porovnaj z CTFT, kde signál rozkladáme pomocou nekonečne dlho trvajúcich vĺn bez časovej lokali-
zácie.

10Porovnaj z STFT, kde funkcie tvorı́me pomocou modulácie a posunu oknovej funkcie.
11Pod rádom waveletu rozumieme počet nulových momentov waveletu (pozri čast’ 1.3.2, str. 15)
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Obr. 1.6. Zmena mierky a posun v čase. Wavelet „Mexický klobúk“ (obrátená verzia)
ψMex = (t2 − 1)e−t2/2 a jeho verzia pri zmene mierky a = 1/2 a posune b = 6 a) situácia
v čase a frekvencii b) posun a zmena vel’kostı́ strán okna waveletu v TF rovine (σt

.
= 1.08,

σω
.
= 0.486)

schopnost’ rozlišovat’ signály v čase, zı́skavame však lepšie rozlı́šenie vo frekvencii. Pre
a < 1 je všetko presne naopak. Rôzne hodnoty b zase vytvárajú všetky možné posuny
waveletu pri danej úrovni rozlı́šenia. Zo vzt’ahu (1.9) je zrejmá dôležitá vlastnost’ wa-
veletov, že obsah TF okna zostáva konštantne 4σtσω, nezávisle od parametrov a a b.
Vd’aka zmenám rozmerov okna je však SWT oproti STFT12 efektı́vnejšia pri deteko-
vanı́ signálov s vysokými frekvenciami a analýze signálov s nı́zkymi frekvenciami (pri
STFT sa rozmery okna nemenia). Zo vzt’ahov (1.9) vyplýva aj d’alšia dôležitá vlastnost’
a to, že pomer výšky okna a polohy stredu okna vo frekvencii ostáva stále konštantný.
Označme ho Qψ. Platı́ Qψ = 2σω/ω0. Analogicky s teóriou rezonančných obvodov sa
Qψ označuje ako kvalita waveletu. Situácia pri zmene mierky a posune základného
waveletu je ilustrovaná na obr. 1.6.

Základné wavelety majú zvyčajne jednotkovú energiu, t. j. ‖ψ(t)‖ = 1. Faktor 1/
√
a

vo vzt’ahu (1.8) zabezpečuje zachovanie energie aj pri zmenenej mierke, t. j. ‖ψ[a,b](t)‖ =
‖ψ(t)‖. SWT je invertovatel’ná, ak pre Fourierovu transformáciu Ψ(ω) základného
waveletu platı́ tzv. podmienka prı́pustnosti [21]:

Cψ =

∫ ∞

0

∣
∣
∣
∣

Ψ(ω)

ω

∣
∣
∣
∣

2

dω <∞ . (1.10)

Wavelet je potom prı́pustný, čo prakticky znamená [2], [21]:

Ψ(ω)|ω=0 = 0
∫ ∞

−∞
ψ (t) dt = 0 , (1.11)

t. j. ψ(t) nemá jednosmernú zložku13. Potom existuje inverzná SWT v tvare:

f (t) =
1

Cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
SWTf (a, b) · ψ[a,b] (t)

dadb

a2
. (1.12)

12Nezabúdajme, že pri STFT je vel’kost’ okna zvolená na začiatku a všetky frekvencie budú analyzované
s tým istým rozlı́šenı́m v čase aj frekvencii.

13Toto je principiálny rozdiel oproti STFT. TF okná waveletov spĺňajúcich podmienku (1.11) sa môžu
iba blı́žit’ k nulovej frekvencii, nikdy ju však neprekryjú. Niektoré wavelety napr. Morletov, spĺňajú pod-
mienku prı́pustnosti iba približne, avšak nepresnost’ je zanedbatel’ná (pri Morleteovom wavelete rádovo
10−7).
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Obr. 1.7. Škálogram funkcie f(t) = cos(t) pri použitı́ waveletu „Mexický klobúk“ z
obr. 1.6. V l’avej časti sú zobrazené prı́klady waveletov (čiarkovane) a rezy spektrom
SWT (bodkovane) na zodpovedajúcich úrovniach rozlı́šenia. Pozn.: škálogram je na
krajoch deformovaný kvôli ohraničeniu signálu pri výpočte SWT programom Matlab

SWT umožňuje zaujı́mavé zovšeobecnenie a to použit’ pri rozklade a rekonštrukcii
signálu rôzne základné wavelety ψ1(t) a ψ2(t). Tieto musia spĺňat’ podmienku [21]:

Cψ1,ψ2 =

∫ ∞

−∞

|Ψ1 (ω)| |Ψ2 (ω)|
|ω| dω <∞ . (1.13)

Potom môžeme každú f(t) ∈ L2(R) vyjadrit’ ako:

f (t) =
1

Cψ1,ψ2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

〈

f, ψ1[a,b]

〉

ψ2[a,b]
dadb

a2
. (1.14)

Spektrum SWT sa znázorňuje vo forme tzv. škálogramu (SCG) [32], [30], čo
je vlastne istá forma zobrazenia časovo-frekvenčnej roviny s vynesenými magnitú-
dami spektrálnych koeficientov. Frekvenčná os je však nahradená parametrom zmeny
mierky a, takže ide o zobrazenie v tzv. TS (z angl. Time-scale) rovine.14 V dôsledku
posunu TF okien waveletov v závislosti od parametra a (pozri obr. 1.6, vzt’ah (1.9)) je
škálogram a TS rovina oproti spektrogramu a TF rovine „hore nohami“. Ak prema-
pujeme súradnice (t, a) na (t, ω), stredy TS okien by sa nám zobrazili do stredov TF
okien prı́slušných waveletov.15. Prı́klad škálogramu reálneho signálu je na obr. 1.7.
Maximálne fluktuácie hodnôt škálogram vykazuje pri takej hodnote parametra a, pri
ktorej sa stredná frekvencia f(t) zhoduje so strednou frekvenciou waveletov ψ[a,b].

Prı́klad 1.1 Ak funkcia f(t) má nenulové hodnoty na intervale (t0, t1), kde bude nenu-
lová f [(t− b) /a]?

Riešenie: Hl’adáme taký interval (t∗0, t∗1), ktorý sa daným predpisom zobrazı́ na (t0, t1),
t. j.: t0 = (t∗0 − b) /a a t1 = (t

∗
1 − b) /a z toho t∗0 = at0 + b, t∗1 = at1 + b. Riešenı́m je teda

interval (at0 + b, at1 + b).

Úloha 1.1 Vyjadrite približú numerickú hodnotu ax pri reze TS rovinou na obr. 1.7. Pri
riešenı́ využite obr. 1.6.

14V TS rovine môžeme samozrejme definovat’ analógiu TF okna — TS okno.
15Prepočet súradnı́c (t, a) na (t, ω) je triviálny, treba si uvedomit’, že súradnici a = 1 zodpovedá ω = ω0.

t. j. stredná frekvencia základného waveletu. Následne stačı́ použit’ (vzt’ah 1.9) na posun vo frekvencii.
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1.3.2 Vlastnosti SWT a prı́pustných waveletov

SWT má viacero užitočných vlastnostı́, pričom niektoré z nich sú analogické vlastnos-
tiam FT (napr. zachovanie energie), iné sú pre SWT špecifické (napr. detekcia singula-
rı́t). Podrobný popis je uvedený napr. v [21]. Niektoré základné vlastnosti sú:

• linearita — vyplýva priamo z linearity skalárneho súčinu pri definı́cii SWT vzt’a-
hom (1.7)

• posun v čase

g (t) = f (t− b0)⇒ SWTg (a, b) = SWTf (a, b− b0) (1.15)

• zmena mierky

g (t) =
1√
s
f

(
t

s

)

⇒ SWTg (a, b) = SWTf

(
a

s
,
b

s

)

(1.16)

• zachovanie energie — pre f(t) ∈ L2(R) a jeho SWTf (a, b) platı́
∫ ∞

−∞
|f (t)|2dt = 1

Cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|SWTf (a, b)|2

dadb

a2
(1.17)

• detekcia singuları́t — označme Diracov impulz v čase t0 ako δ(t − t0). Jeho SWT
je:

SWTδ (a, b) =
1√
a

∫

δ (t− t0)ψ
(
t− b
a

)

dt =
1√
a
ψ

(
t0 − b
a

)

. (1.18)

Okrem nutných podmienok, aby signály boli považované za prı́pustné základné
wavelety pre SWT, sú tu ešte viaceré dôležité vlastnosti waveletov, ktoré podstatne
ovplyvňujú ich použitel’nost’. Medzi najdôležitejšie patria:

• Existencia nosiča . Uzavretý interval 〈a, b〉 nazývame kompaktný nosič funkcie
(waveletu), ak daný wavelet má nenulové funkčné hodnoty len na danom in-
tervale. Pre wavelety bez kompaktného nosiča sa zvykne uvádzat’ funkcia zhora
ohraničujúca funkčné hodnoty (t. j. charakterizujúca rýchlost’ ich klesania). Prı́-
padne sa uvádza tzv. efektı́vny nosič 〈a, b〉, mimo ktorého má funkcia iba za-
nedbatel’ne malé funkčné hodnoty.16

• Počet nulových momentov. K-ty moment ψ(t) definujeme ako m (k) =
∫
tkψ (t)dt.

Platı́, že ak ψ(t) je K krát diferencovatel’ná a pre t→ ±∞ klesá dostatočne rýchlo,
potom prvých K − 1 momentov bude nulových. Potom ak f(t) je na nejakom
intervale polynómom max. K−1 stupňa, pre wavelety ψ[a,b] (t) s nosičom na tomto
intervale budú prı́slušné waveletové koeficienty SWTf (a, b) nulové.17

• Regularita (Daubechieová 1988) poskytuje mieru hladkosti funkcie f(t). Ak de-
finujeme regularitu vo frekvenčnej oblasti [17], potom je to také maximálne čı́slo
r, pre ktoré existuje také konečné c ∈ R+, že platı́:

|F (ω)| ≤ c/
(

1 + |ω|r+1
)

. (1.19)

Potom f(t) je r − 1 krát spojite diferencovatel’ná, pričom r-tá derivácia môže byt’
nespojitá.

16Napr. wavelet „Mexický klobúk“ má iba efektı́vny nosič.
17Kde teda bude informácia po SWT takého polynomického signálu vlastne uložená? Predsa v koefi-

cientoch, ktorým zodpovedajúce wavelety (aj zčasti) presahujú daný interval.
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wavelet Počet Regularita Nosič
nulových

momentov ψ(t) Ψ(ω)

ψHaar(t) =







1 0 ≤ t < 1/2
−1 1/2 ≤ t < 1
0 inde

1 0 < 0, 1 > ≈ 1/ω

ψSinc (t) = 2ϕSinc (2t)− ϕSinc (t)
ϕSinc (t) =

sin (πt)
πt

∞ ∞ ≈ 1/t < π, 2π >

ψDbK(t) = pozri čast’ 2.4.2 K α(K) < 0, 2K − 1 > ≈ 1/ωα(K)

Tabul’ka 1.1. Porovnanie základných vlastnosti vybraných waveletov

Uvedené vlastnosti sa dajú ukázat’ napr. na triviálnych prı́kladoch waveletov (Haa-
rovho, Sinc waveletu) a systému Daubechieovej waveletov. Ich základné charakteris-
tiky sú uvedené v tabul’ke 1.1 a priebehy znázornené na obr. 1.8, resp. obr. 1.5. Haarov
wavelet má výborný kompaktný nosič v čase, avšak regularita je nulová, t. j. ψHaar(t)
je nespojitý. Problém s regularitou je jasne vidiet’ aj vo frekvencii, použitı́m (1.19)
je zrejmé, že rψHaar = 0. Sinc wavelet18 je presne opačným extrémom, kvôli svojmu
prı́liš vel’kému nosiču sa však takmer nepoužı́va19. Systém Daubechieovej waveletov
predstavuje jeden z možných prechodov medzi uvedenými dvoma typmi extrémov. Za-
čı́najúc s Haarovým waveletom, môžeme l’ubovol’ne zvyšovat’ rád waveletu a tým aj
zväčšovat’ nosič20. Na Daubechieovej waveletoch (pozri obr. 1.5) sa dá názorne ukázat’
rast regularity21: nespojitý priebeh pri Db1, výrazne fraktálový priebeh pri Db2 . . . ,
postupné zaobl’ovanie nerovnostı́ a tvorba čoraz väčšı́ch vlnových balı́kov pri vyššı́ch
rádoch.

V predchádzajúcom texte sme sa venovali vlastnostiam základných waveletov. Je
dôležité uvedomit’ si, že uvedené vlastnosti sa „dedia“, t. j. analogicky platia aj pre
ψ[a,b](t), teda pre wavelety z nich vytvorené posunom a zmenou mierky.

1.4 Waveletové rámce a rady

Ked’že reprezentácia signálu spektrom SWT je vysoko nadbytočná (oba parametre a,
b sú spojité), vynára sa otázka aká množina zo spektrálnych koeficientov stačı́ na
rekonštrukciu signálu. Odpoved’ou je, že stačı́ vhodne zvolená diskrétna množina ko-
eficientov, t. j. parametre a a b vzorkujeme. Potom hovorı́me o waveletových rámcoch
(WF — Wavelet Frames), ktoré stále môžu byt’ nadbytočné. Ak nadbytočnost’ odstrá-
nime, hovorı́me o waveletových radoch (WR).

Štandardná vol’ba vzorkovania parametra a je a = am0 s m ∈ Z a a0 6= 1 [21].
T. j. úroveň rozlı́šenia (doteraz charakterizovaná spojitým parametrom a) je odteraz
charakterizovaná disktrétnym parametromm. Parameter b potrebujeme vzorkovat’tak,
aby wavelety rovnako efektı́vne pokrývali celú časovú os pri každej úrovni rozlı́šenia.

18Všimnite si ako je Sinc wavelet bez jednosmernej zložky, vytvorený zo Sinc funkcie mierky (známa si
funkcia), ktorá jednosmernú zložku má.

19Paradoxne, extrém tohoto typu už použı́vame dlho — Fourierova Transformácia. Pritom však ne-
smieme zabudnút’ na jeden dôležitý fakt a sı́ce, že wavelety sú definované v L2(R) a FT nie.

20Kvôli numerickým nestabilitám pri výpočte waveletov vysokých rádov je táto možnost’ viacmenej
teoretická.

21Hodnoty regularity pre Daubechieovej wavelety DbK sú [18] napr.: rψDb1
= 0, rψDb2

= 5, rψDb3

.
= 0.91,

rψDb4

.
= 1.27, . . . , pre vel’ké K rψDbN

.
= 0.415K .
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Obr. 1.8. Časové a frekvenčné priebehy triviálneho Haarovho a Sinc waveletu. V ob-
lasti, kde nemajú kompaktný nosič je znázornené ohraničenie funkčných hodnôt fun-
kciami z tabul’ky 1.1

Použitı́m vzt’ahu 1.9 dostaneme výslednú vzorkovaciu mriežku v tvare:

a = am0 , b = nb0a
m
0 , m, n ∈ Z a0 > 1, b0 > 0 . (1.20)

Pre ψ (t) potom dostávame diskrétnu množinu funkciı́:

ψm,n (t) = a
−m
2

0 ψ
(

a−m0 t− nb0
)

. (1.21)

Dôležitá otázka je, či pre dané a0, b0 a {ψm,n} existuje taká množina {ψ̃m,n}, že
∀f(t) ∈ L2(R) platı́:

f (t) =
∑

m

∑

n

dm,nψ̃m,n (t) , (1.22)

kde
dm,n = 〈f (t) , ψm,n (t)〉 m,n ∈ Z . (1.23)

Rekonštrukcia funkcie f(t) z koeficientov dm,n (nazývaných waveletové koeficienty)
pomocou vzt’ahu (1.22) je možná a numericky stabilná, ak množina {ψm,n} tvorı́ rámec
v L2(R), t. j. ∀f (t) ∈ L2(R) platı́:

∃A > 0, B > 0 : A ‖f‖2 ≤
∑

m,n

|〈f, ψm,n〉|2 ≤ B ‖f‖2 . (1.24)

Vzt’ahy (1.22), (1.23) nám teda vyjadrujú rozklad a rekonštrukciu signálu vo wave-
letových rámcoch. Ked’že reprezentácia vo WF stále môže byt’nadbytočná (t. j. expanzné
funkcie môžu byt’ lineárne závislé), k danému rámcu môže existovat’ viacero rámcov
{ψ̃m,n}, pomocou ktorých sme schopnı́ signál zrekonštruovat’. Medzi nimi má špeciálne
postavenie tzv. duálny rámec22, ktorý je jednoznačne určený a platı́ preň:

B−1 ‖f‖2 ≤
∑

m,n

∣
∣
∣

〈

f, ψ̃m,n
〉∣
∣
∣

2
≤ A−1 ‖f‖2 . (1.25)

Ak A = B, rámec sa nazýva tesný [23] a naviac, ak ‖ψm,n‖ = 1, potom A udáva
mieru nadbytočnosti rámca (napr. ak A = 3, stačı́ na rekonštrukciu 1/3 spektrálnych

22Vzorce na výpočet funkciı́ duálneho rámca k danému rámcu sú uvedené napr. v [21, str. 321 – 322].
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Obr. 1.9. Zobrazenie časti bázových funkciı́ ψm,n dyadického WR (použitý wavelet Db2
s kompaktným nosičom na 〈0, 3〉) v TS rovine

koeficientov). Ak A = B = 1 pri ‖ψm,n‖ = 1, potom rámec {ψm,n} tvorı́ ortonormálnu bázu
v L2(R) a funkcia ψ ∈ L2(R) sa nazýva ortogonálny (resp. ortonormálny) wavelet.

Ak sme nadbytočnost’ WF vhodným vzorkovanı́m úplne odstránili, t. j. {ψm,n} ne-
tvorı́ rámec ale bázu v L2(R), hovorı́me o waveletových radoch (WR). Rozklad signálu
a jeho spätná rekonštrukcia pri WR ostáva definovaná vzt’ahmi (1.22), (1.23) (ku kaž-
dému WR existuje duálny rad, ktorý rekonštrukciu umožňuje). Platı́:

WRf (m,n) = dm,n . (1.26)

Najbežnejšie sa nadbytočnost’ reprezentácie SWT odstraňuje dyadickým vzorko-
vanı́m, t. j. vol’bou a0 = 2, b0 = 1 vo vzorkovacej mriežke definovanej vzt’ahom (1.20)
[21]. Dosadenı́m dostávame:

a = 2m, b = n2m, m, n ∈ Z . (1.27)

Pre posuny a zmeny mierky základného waveletu platı́:

ψm,n (t) = 2
−m
2 ψ

(
2−mt− n

)
. (1.28)

Funkcie ψm,n (t) potom nazývame dyadické wavelety a vzt’ahmi (1.22), (1.23) sú de-
finované dyadické waveletové rady (pre a0 = 3 by sme dostali tzv. triadické wave-
lety, t. j. pre a0 =M dostaneme M-adické wavelety. Zobrazenie dyadickej vzorkovacej
mriežky v TS rovine je na obr. 1.2. Iné ako dyadické wavelety sa v praxi použı́vajú málo,
takže v d’alšom texte (ak na to explicitne neupozornı́me) budeme pod pojmom wavelet,
waveletové rady . . . mysliet’ dyadický wavelet, dyadické waveletové rady. . . .

Spôsob delenia časovo-frekvenčnej roviny bázovými funkciami v dyadických wave-
letových radoch bol v TF rovine schématicky znázornený na obr. 1.2b. Situáciu v TS
rovine si môžeme viac priblı́žit’ na prı́klade Daubechieovej waveletov rádu 2. Funkcie
ψm,n(t) a ich umiestnenie v TS rovine môžeme znázornit’ ako na obr. 1.9. Ak koefi-
cientmi dm,n „vyfarbı́me“ v TS rovine neprekrývajúce sa TS okná prı́slušných ψm,n(t),
dostávame tzv. diskrétny škálogram (pozri obr. 1.10d). Na prı́klade syntetického
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signálu si ukážme (pozri obr. 1.10), ako vyzerá vyjadrenie jeho časovo-frekvenčných
vlastnostı́ vo forme spektrogramu, škálogramu a diskrétneho škálogramu. Signál ob-
sahuje jeden výrazný bod nespojitosti a 2 harmonické časti. Všimnite si lepšiu lokalizá-
ciu bodu nespojitosti a lokalizáciu energie signálu pri SWT a WR. Pozn.: Pri všetkých
výpočtoch bol vstupný signál vzorkovaný na 512 vzoriek, t. j. výsledky predstavujú
diskrétne aproximácie.

Prı́klad 1.2 Označme jednotkové vektory v rovine v smere x a y ako e1 a e2. Definujme
vektory φ1 = e1, φ2 = −e1/2+ e2

√
3/2, φ3 = −e1/2− e2

√
3/2. Zistite, či množina φ1, φ2, φ3 je

tesný rámec v rovine (t. j. v priestore R2). Ak áno, zistite jeho nadbytočnost’.

Riešenie: Celá situácia je zobrazená na obr. 1.11. Evidentne platı́ L (φ1, φ2, φ3) = R2.
Rozpı́sanı́m sumy

3∑

n=1
|〈f, φn〉|2 zistı́me, že

3∑

n=1
|〈f, φn〉|2 = 3

2‖f‖2. Potom A = B = 3
2 , t. j.

rámec je tesný. Zároveň platı́ ‖φn‖2 = 1. Stupeň nadbytočnosti je teda 3
2 (vektory sú

v rámci reprezentované 3
2 násobným počtom súradnı́c ako je potrebné). K výsledku

sa môžeme dostat’ aj rýchlejšie. Považujme φi za stĺpcové vektory. Vytvorme maticu
M = (φ1, φ2, φ3). Potom platı́:

MMT =
3

2
I2 . (1.29)

T. j. stupeň nadbytočnosti je 3/2.

Prı́klad 1.3 Ukážte, že naozaj existuje viacero možnostı́ ako signál z rámcov zrekon-
štruovat’. Použite rámec z predchádzajúceho prı́kladu.

Riešenie: Na základe výsledku z predchádzajúceho prı́kladu (stupeň nadbytočnosti je
3/2 pri ‖φn‖2 = 1) môžeme l’ubovol’ný vektor v z R2 vyjadrit’ako:

v =
2

3

2∑

i=0

〈φi, v〉φi . (1.30)

T. j. duálny rámec je identický s pôvodným. Avšak nie je jediný, ktorý umožňuje rekon-
štrukciu. Ak uvážime, že platı́

∑2
i=0 φi = 0, potom aj pri vol’be

φ̃i = φi +

(

α
β

)

,

(

α
β

)

∈ R2 (1.31)

stále platı́

v =
2

3

2∑

i=0

〈φ̃i, v〉φi =
2

3

2∑

i=0

〈φi, v〉φi +
2

3

〈(

α
β

)

, v

〉

0
︷ ︸︸ ︷

2∑

i=0

φi =
2

3

2∑

i=0

〈φi, v〉φi . (1.32)

Duálny rámec je teda špeciálnym prı́padom riešenia (1.31) pri α = 0 a β = 0.

Úloha 1.2 Ako by mal byt’definovaný triadický Haarov wavelet, aby bol ortogonálny?
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1
f

2
f

3
f

1
e

2
e

Obr. 1.11. Prı́klad rámca v priestore R2 (rovina)

Obr. 1.12. Prı́klad zobrazenia koeficientov dm,n v TS rovine. Koeficienty dm,0 sú zvýraz-
nené. V strede je znázornená sféra vplyvu signálu v čase tx na koeficienty dm,n pri ψ(t)
s kompaktným nosičom na intervale 〈t0−τ1, t0+τ2〉. Oblast’TS roviny použitá v obr. 1.9
je sivo zvýraznená.

1.4.1 Vlastnosti waveletových radov

Zhrňme si niektoré základné vlastnosti waveletových radov [23], [21]:

• Linearita. Definujme operátor T ako T [f (t)] = {dm,n} = 〈f (t) , ψm,n (t)〉. Potom
∀a, b ∈ R platı́:

T [a f (t) + b g (t)] = aT [f (t)] + b T [g (t)] . (1.33)

• Lokalizácia v čase. Ak ψ (t) má kompaktný nosič na intervale 〈t0 − τ1, t0 + τ2〉,
potom ψm,n má kompaktný nosič na intervale 〈(n+ (t0 − τ1))2m, (n+ (t0 + τ2)2m〉.
Pritom platı́, pozri obr. 1.12:

– informácia o signáli f (t) v čase tx je vyjadrená iba v koeficientoch dm,n, pre
ktorých indexy m, n platı́: 2−mtx − (t0 + τ2) ≤ n ≤ 2−mtx − (t0 − τ1). Ich počet
je potom rovný ∆n = bτ1 + τ2c, t. j. zostáva konštantný

– koeficient dm0,n0 je ovplyvnený iba hodnotami na intervale

t ∈ 〈(n0 + (t0 − τ1)) 2m0 , (n0 + (t0 + τ2)) 2m0〉 ,

t. j. vel’kost’ intervalu ∆t s m0 exponenciálne rastie, t. j. ∆t = (τ1 + τ2)2m0
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• Lokalizácia vo frekvencii. Označme F (ω) a Ψ(ω) Fourierove transformácie f(t) a
ψ(t). Nech Ψ(ω)má kompaktný nosič na intervale 〈ωmin, ωmax〉. Potom Ψm,n (ω)má
kompaktný nosič na intervale 〈ωmin/2m, ωmax/2m〉 a platı́:

– F (ω0) ovplyvnı́ iba koeficienty dm,n na úrovniach m, pre ktoré log2 (ωmin/ω0) ≤
m ≤ log2 (ωmax/ω0)

– koeficienty dm0,n sú ovplyvnené iba frekvenčnými zložkami signálu F (ω) , na
intervale ω ∈ 〈ωmin/2m0 , ωmax/2m0〉

• Posun v čase. Ak je signál vyjadritel’ný waveletovými koeficientmi dm,n iba do istej

úrovne M , teda ak platı́ f (t) =
∑

n∈Z

M∑

m=−∞
dm,nψ̃m,n (t), potom pre posun signálu

platı́ tzv. slabá vlastnost’ posunu v čase:

f
(

t− 2Mk
)

↔ dm,n−2M−mk . (1.34)

T. j. na všetkých úrovniach sú waveletové koeficienty iba preindexované. Ak sig-
nál posunieme o 2M−u, uvedené pravidlo platı́ iba do úrovne M − u a koeficienty
v posledných u úrovniach treba znovu prepočı́tat’.

• Zmena mierky. Pre zmenu mierky signálu f(t) faktorom 2k platı́:

f
(

2−kt
)

↔ 2k/2 dm−k,n . (1.35)

Zmena mierky faktorom, ktorý nie je mocninou 2, sa rieši reinterpoláciou pôvod-
ného signálu.

1.4.2 Ortogonalita, biortogonalita a semiortogonalita

Wavelety môžeme rozdelit’ podl’a druhu ortogonality v bázach ktoré tvoria, na tri zá-
kladné skupiny:

• Wavelet ψ nazývame ortogonálny resp. ortonormálny, ak platı́:

ψ̃ ≡ ψ∗ (1.36)

〈ψj,k, ψl,m〉 = δ (j − l) δ (k −m) j, k, l,m ∈ Z . (1.37)

Vidı́me, že duálny wavelet sa od základného lı́ši iba konjugáciou a báza {ψm,n} je
ortonormálna, t. j. ψm,n sú na seba ortogonálne na rovnakých úrovniach rozlı́še-
nia a aj medzi rôznymi úrovňami.

• Wavelet ψ ∈ L2(R) sa nazýva semiortogonálny (nazývaný aj pre-wavelet), ak
platı́:

〈ψj,k, ψl,m〉 = δ (j − l) j, l ∈ Z , (1.38)

t. j. ortogonalita je zachovaná len medzi rôznymi úrovňami rozlı́šenia.

• Pár
(

ψ, ψ̃
)

spĺňa podmienku biortogonality (hovorı́me o biortogonálnych wa-

veletoch), ak množiny {ψm,n} a
{

ψ̃m,n
}

sú duálne bázy, ktoré spĺňajú podmienku
biortogonality:

〈

ψj,k, ψ̃l,m
〉

= δ (j − l) δ (k −m) j, k, l,m ∈ Z . (1.39)
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V uvedených prı́padoch je dôležité si uvedomit’, že ak zmenı́me parametre vzorkova-
cej mriežky (a0, b0), vlastnosti waveletov z hl’adiska ortogonality sa nemusia zachovat’.
Naprı́klad ak b0 = 0.5, potom Haarov wavelet definovaný v tabul’ke 1.1 nie je ortogo-
nálny23.

Problém 1.1 Môžeme vytvorit’pomocou každého prı́pustného waveletu waveletový rad?

Problém 1.2 Spĺňa každý waveletový rad so svojim duálom podmienku vzájomnej bio-
rtogonality báz?

1.4.3 Prechod k analýze viacúrovňovým rozlı́šenı́m

V predchádzajúcej časti sme zistili, že pri waveletových radoch sú signály reprezen-
tované pomocou ψm,n na rôznych úrovniach rozlı́šenia, ktoré sú jednoznačne dané
parametrom m (parameter n nám iba pomáha extrahovat’ informáciu pri danom roz-
lı́šenı́ pozdĺž celej časovej osi). Koeficienty dm,n sú teda schopné vyjadrit’ iba detaily
signálu pri úrovni rozlı́šenia m. T. j. pre malé hodnoty m iba krátkodobé a pre vel’ké
hodnoty m iba dlhodobé charakteristiky signálu). Vo frekvenčnej oblasti zodpovedá
každej úrovni rozlı́šenia, resp. detailu iba isté frekvenčné pásmo. Ak chceme vyjadrit’
signály z L2(R), je zmysluplné uložit’ informáciu o detailoch signálu do uzavretých
podpriestorov Wm v L2(R):

Wm = L ({ψm,n} , n ∈ Z) . (1.40)

Ked’že každý z týchto podpriestorov je schopný vyjadrit’ iba istý detail signálu, na
reprezentáciu každého signálu z L2(R) je ich treba nekonečne vel’a.

Teraz si predstavme časovo ohraničený signál, ktorý má jednosmernú zložku a
chceme ho vyjadrit’ pomocou WR. Vzniká však nasledovný problém: Ako vyjadrit’ jed-
nosmernú zložku, ked’ naše bázové funkcie ju nemajú (pozri vzt’ah (1.10))24? Riešenı́m
je, že použijeme spektrálne koeficienty pre vel’a25 dostatočne „pomalých“ waveletov. A
máme vypuklý druhý problém: Ako zvládnut’ výpočet vel’kého počtu skalárnych súči-
nov spojitých funkciı́ (vzt’ah 1.23) v „rozumnom“ čase?

Obidva spomenuté problémy nám pomáha riešit’ tzv. „Analýza viacúrovňovým roz-
lı́šenı́m“ v priestore L2(R). Zároveň nám umožňuje prejst’ k diskrétnej waveletovej
transformácii (DWT) a matematickému aparátu z oblasti diskrétnych sústav.

1.5 Analýza signálu viacúrovňovým rozlı́šenı́m (AVR)

Ciel’om pri analýze viacúrovňovým rozlı́šenı́m (AVR), anglicky MultiResolution Ana-
lysys, je rozložit’ l’ubovol’ný signál f(t) ∈ L2(R) do systému hierarchických podpriesto-
rov Wm, ktoré by charakterizovali rôzne rýchle zmeny v signáli. Aby sme to dosiahli,
definujeme AVR ako postupnost’ uzavretých podpriestorov Vm priestoru L2(R), pre
ktoré platı́ [17]:

{0} . . . ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 ⊂ . . . L2(R) (1.41)

← horšia aproximácia lepšia →
23Stačı́, že základný wavelet nie je ortogonálny na svoj prvý posun,t. j.

〈ψHaar,[0,0](t), ψHaar,[0,1](t− 0.5)〉 = 〈ψHaar(t), ψHaar(t− 0.5)〉 = 0.5.
24Podobný problém ako reprezentácia časovo ohraničených signálov pomocou FT.
25V tomto prı́pade „vel’a“ v podstate znamená „nekonečne vel’a“.
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Podpriestory Vm sú schopné charakterizovat’ rôzne, ale iba do istej úrovne rýchle
zmeny v signáli. Majú teda aproximačný charakter.

Vlastnosti AVR sú definované nasledovne:

• Úplnost’
V∞ = {0} V−∞ =

{

L2(R)
}

. (1.42)

• Invariantnost’ vzhl’adom na zmenu mierky

f (t) ∈ Vm ⇔ f (2mt) ∈ V0 ∀m ∈ Z . (1.43)

• Invariantnost’ vzhl’adom na posun v čase

f (t) ∈ V0 ⇔ f (t− n) ∈ V0 ∀n ∈ Z . (1.44)

• Existencia bázy. Existuje také ϕ ∈ V0, že množina {ϕ (t− n) , n ∈ Z} je ortonor-
málnou bázou V0. Funkciu ϕ ∈ V0 nazývame funkcia mierky.

• Existencia bázy ortogonálneho doplnku. Nech W0 je ortogonálny doplnok V0 do
V−1, takže platı́:

V−1 = V0 ⊕W0 . (1.45)

Potom existuje taký ortonormálny wavelet ψ ∈ W0, že množina {ψ (t− n) , n ∈ Z}
je ortonormálnou bázou podpriestoru W0.

Z takto definovaných vlastnostı́ AVR vyplývajú nasledovné dôsledky:

1. Aby AVR bola úplná, musia mat’ funkcie mierky jednosmernú zložku
∫

ϕ (t)dt 6= 0 . (1.46)

2. Bázou Vm je množina
{

ϕm,n (t) = 2
−m/2ϕ

(
2−mt− n

)
, n ∈ Z

}

. (1.47)

3. Bázou Wm je množina
{

ψm,n (t) = 2
−m/2ψ

(
2−mt− n

)
, n ∈ Z

}

. (1.48)

4. Platı́
Vm = Vm+1 ⊕Wm+1 . (1.49)

Aproximačnú hierarchiu podpriestorov Vm (vzt’ah. (1.41)) potom môžeme skombinova-
nı́m vzt’ahov (1.42) a (1.49) vyjadrit’ v tvare:

L2(R) = . . .⊕W2
︸ ︷︷ ︸

V1

⊕W1

︸ ︷︷ ︸

V0

⊕W0 ⊕W−1 ⊕W−2 . . . . (1.50)

Zo vzt’ahov (1.49) a (1.50) je zrejmé, že priestorom Vm sa zlepšujú aproximačné
schopnosti vd’aka pridávaniu podpriestorov Wm, ktoré sú schopné vyjadrit’ detaily na
danej úrovni rozlı́šenia. PodpriestoryWm preto nazývame diferenčné. Celá situácia je
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Obr. 1.13. Znázornenie hierarchie aproximačných (Vm) a diferenčných (Wm) podpries-
torov v AVR s vyznačeným vstupom a reprezentáciou signálu pri WR a DWT

znázornená aj na obr. 1.13. Vzájomné vzt’ahy medzi podpriestormi sa dajú geometricky
znázornit’ analogicky k obr. 6.1 a obr. 6.2a (bázové vektory by označovali jednotlivé
podpriestory W, podpriestory V by boli ich priamymi sumami . . . ).

Aby sme mohli s reprezentáciami funkciı́ v AVR efektı́vne narábat’, je potrebné
priblı́žit’ viaceré dôležité vlastnosti AVR. Ked’že V0 je obsiahnuté vo V−1, pre ϕ (t) ∈ V0
platı́ aj, že ϕ (t) ∈ V−1. Bázou vo V−1 je

{√
2ϕ (2t− n) , n ∈ Z

}

, takže ϕ (t)môžeme vyjadrit’
ako:

ϕ (t) =
√
2

∞∑

n=−∞
hmr (n)ϕ (2t− n) . (1.51)

Na základe vlastnostı́ o ortogonálnom doplnku platı́ analogicky:

ψ (t) =
√
2

∞∑

n=−∞
gmr (n)ϕ (2t− n) . (1.52)

Tieto dva vzt’ahy sa nazývajú dilatačné rovnice26 . Postupnosti hmr a gmr charakte-
rizujú vzt’ahy medzi bázami na susedných úrovniach rozlı́šenia a nazývajú sa koefi-
cienty pre zmenu rozlı́šenia resp. dilatačné koeficienty27.

Ako vyzerajú funkcie mierky? Prı́klady funkciı́ mierok pre Daubechieovej wavelety
(pozri obr. 1.5) sú uvedené na obr. 1.14. Pre elementárny Haarov ( = Db1) wavelet si
preberme situáciu podrobnejšie a overme si niektoré vlastnosti AVR. Funkcie mierky
a wavelety v troch susedných úrovniach rozlı́šenia sú zobrazené na obr. 1.15. Ich
celočı́selné posuny tvoria bázy prı́slušných podpriestorov v L2(R). Uvedomme si, že
platı́:

ϕm+1,n (t) = 2
−1/2ϕm,n (t/2) ψm+1,n (t) = 2

−1/2ψm,n (t/2) . (1.53)

Z obr. 1.15 je zrejmé, že platia aj nasledovné vlastnosti:

• bázové funkcie V0 a W0 môžeme vyjadrit’ pomocou bázových funkciı́ z V−1

ϕ0,n(t) = ϕ(t) =
√
2
2 (ϕ(2t) + ϕ(2t− 1))

=
√
2
2 ϕ−1,n(t) +

√
2
2 ϕ−1,n+1(t) ⇒ hmr =

(√
2
2 ,

√
2
2

)

(1.54)

ψ0,n(t) = ψ(t) =
√
2
2 (ϕ(2t)− ϕ(2t− 1))

=
√
2
2 ϕ−1,n(t) +

√
2
2 ϕ−1,n−1(t) ⇒ gmr =

(√
2
2 ,−

√
2
2

)

(1.55)

• priama suma podpriestorov V0 aW0 je V−1, t. j. bázové funkcie V−1 sa dajú vyjadrit’
ako lineárna kombinácia bázových funkciı́ V0 a W0.

26Dilatačné rovnice sa zvyknú nazývat’ aj relácie zmeny rozlı́šenia, podl’a angl. „two scale relations“.
27Index mr (z angl. „multiresolution“) označuje, že ide o dilatačné koeficienty v AVR.
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Obr. 1.14. Prı́klady funkciı́ mierok ϕ(t) a zodpovedajúcich dilatačných koeficientov
hmr(n) pre Daubechieovej (Db) wavelety rádu 1, 2, 4, 20. Vidı́me, že dĺžky hmr(n)
presne zodpovedajú nosičom funkciı́ mierky.

Obr. 1.15. Haarov wavelet a funkcia mierky v susedných úrovniach rozlı́šenia
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1.5.1 Využitie AVR na výpočet waveletovej transformácie

Definovanie AVR malo za ciel’ pripravit’ aparát, ktorý môžeme použit’ pri praktickom
výpočte waveletových radov a DWT. Nech funkcia s (t) ∈ L2(R). Súradnice jej priemetu
do priestoru Vm sú dané vzt’ahom:

cm (n) = 〈s (t) , ϕm,n (t)〉 . (1.56)

Zı́skavame diskrétnu množinu koeficientov mierky cm(n), ktoré predstavujú súrad-
nice st vo Vm. Spätnou rekonštrukciou s(t) z koeficientov mierky zı́skavame aproxi-
máciu (apm) funkcie s(t) vo Vm:

ŝVm (t) =
∞∑

n=−∞
cm (n)ϕm,n (t) . (1.57)

Analogicky priemetom s(t) do Wm

dm (n) = 〈s (t) , ψm,n (t)〉 , (1.58)

zı́skavame waveletové koeficienty pri danej úrovni rozlı́šenia m, ktoré reprezentujú
detail (dem) funkcie v priestore Wm:

ŝWm
(t) =

∞∑

n=−∞
dm (n)ψm,n (t) . (1.59)

Prı́klad signálu, jeho aproximáciı́ a detailov pri reprezentácii v podpriestoroch AVR je
znázornený na obr. 1.16.

Použitı́m dilatačných rovnı́c (1.51), (1.52), vlastnostı́ AVR a následnou úpravou
dostávame vzt’ahy, ktoré popisujú súvis hodnôt koeficientov mierky cm(n) a wavele-
tových koeficientov dm(n) na susedných úrovniach rozlı́šenia. Množinu koeficientov
cm(n)môžeme rozložit’na množiny koeficientov v nasledujúcej úrovni rozlı́šenia pomo-
cou vzt’ahov:

cm+1 (n) =
∑

k

hmr (k − 2n) cm (k) (1.60)

dm+1 (n) =
∑

k

gmr (k − 2n) cm (k) . (1.61)

Pre spätnú rekonštrukciu platı́:

cm (n) =
∑

k

hmr (n− 2k) cm+1 (k) +
∑

k

gmr (n− 2k) dm+1 (k) . (1.62)

Vzt’ahmi (1.60), (1.61) môžeme rozklad vykonat’ aj opakovane a pomocou (1.62)
všetko spätne zrekonštruovat’, ako je znázornené na obr. 1.17. Uvedené vzt’ahy nám
umožňujú urýchlit’ výpočet dm(n) vo waveletových radoch — namiesto skalárneho
súčinu spojitých (!) funkciı́ vo vzt’ahu (1.58) máme jednoduchý algoritmus na diskrét-
nych vzorkách. Z tohto dôvodu bývajú vzt’ahy (1.60)-(1.62) označované aj ako rýchla
waveletová transformácia (RWT).

Pri výpočte waveletových radov z f (t) ∈ L2(R) rýchlym algoritmom28 (RWT) po-
stupujeme nasledovne:

28„Pomalý algoritmus“ výpočtu waveletových radov predstavujú vzt’ahy (1.23) resp.(1.58).
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Obr. 1.16. Prı́klad signálu a jeho aproximáciı́ a detailov pri reprezentácii v podpries-
toroch AVR. Použitý wavelet Db4. (Výpočet vykonaný pomocou DWT a 1024 vzoriek
vstupného signálu, t. j. zobrazený výsledok je diskrétna aproximácia spojitého prı́-
padu)
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c0(n). . .
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. . .
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. . .

. . .

a)

b)

Obr. 1.17. Rozklad (a) a rekonštrukcia (b) koeficientov mierky pri výpočte WR a DWT
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1. Začneme s projekciou s(t) do Vm pomocou vzt’ahu 1.56. Vm môžeme pritom zvolit’
tak, aby sme boli schopnı́ pomocou koeficientov cm(n) aproximovat’ s(t) s dosta-
točnou presnost’ou.

2. Pokračujeme rozkladmi v diskrétnej oblasti pomocou vzt’ahov (1.60) (1.61), často
iba po želanú úroveň rozkladu U (rozklad môžeme zastavit’kedykol’vek a „zvyšok“
signálu nechat’ reprezentovaný v prı́slušnom aproximačnom priestore)

Spätnú rekonštrukciu signálu s(t) (označme ju ŝ(t)) z waveletových radov môžeme zı́s-
kat’ sčı́tanı́m zı́skaných detailov signálu a prı́padnej zbytkovej aproximácie v priestore
VU :

ŝ(t) = ŝWm+1(t) + ŝWm+2(t) + . . .+ ŝWU
(t)ŝVU (t) , (1.63)

alebo najprv spätnou rekonštrukciou koeficientov cm(n) pomocou vzt’ahu (1.62) a po-
užitı́m aproximácie f(t) vo Vm, t. j.:

ŝ(t) = ŝVm(t) . (1.64)

Uvedomme si, že pri výpočte WR a aj rekonštrukcii z nich použı́vame tú istú AVR (tie
isté podpriestory Vm a Wm s ich bázami). To znamená, že podmienky (1.36) a (1.37) sú
splnené a platı́:

Analýza viacúrovňovým rozlı́šenı́m nám pomocou algoritmu rýchlej
waveletovej transformácie umožňuje výpočet

ortogonálnych waveletových radov.

Ked’že RWT predstavuje kl’účový výsledok pre prácu s reprezentáciou signálu v AVR,
ako prı́klad si odvodı́me vzt’ah (1.60). Vychádzajme z vyjadrenia ϕm,n v AVR a vzt’ahu
(1.51):

ϕm,n (t) = 2
−m/2ϕ

(
2−mt− n

)
ϕ (t) =

√
2

∞∑

n=−∞
hmr (n)ϕ (2t− n) . (1.65)

Vynásobme obe strany pravej rovnice 2−m/2 a za t dosad’me 2−mt− n:

2−m/2ϕ
(
2−mt− n

)
= 2−m/221/2

∑

k

hmr (k)ϕ
(
2(2−mt− n)− k

)

ϕm,n (t) =
∑

k

hmr (k) 2
−(m−1)/2ϕ

(

2−(m−1)t− 2n− k
)

=

=
∑

k

hmr (k) ϕm−1,2n+k(t) . (1.66)

Dosad’me výsledok z (1.66) do (1.56) a upravme:

cm (n) = 〈f (t) , ϕm,n (t)〉 =
〈

f (t) ,
∑

k

hmr (k) ϕm−1,2n+k(t)

〉

=

=
∑

k

hmr (k) 〈f (t) , ϕm−1,2n+k(t)〉 =
∑

k

hmr (k) cm−1 (2n+ k) =

=
∑

k

hmr (k − 2n) cm−1 (k) . (1.67)

Substitúciou m = m+ 1 do (1.67) dostávame výsledok ekvivalentný s 1.60:

cm+1 (n) =
∑

k

hmr (k − 2n) cm (k) . (1.68)
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Prı́klad 1.4 Pre aké signály je možná nulová chyba pri rekonštrukcii, ak nechceme
nekonečne dlho počı́tat’?

Riešenie: Pre také, ktoré vznikli (náhodou alebo úmyselne) iba z konečného počtu bá-
zových funkciı́.

1.6 Diskrétna waveletová transformácia a jej výpočet

Pri výpočte ortogonálnej diskrétnej waveletovej transformácie (DWT) z diskrétneho
signálu x(n) ∈ l2(Z), n ∈ Z interpretujeme vstupné hodnoty priamo ako projekčné ko-
eficienty c0(n) nejakého spojitého signálu s(t) do V0. Ďalej je postup výpočtu doprednej
DWT identický s výpočtom ortogonálnych WR, t. j. koeficienty c0(n) rekurzı́vne rozkla-
dáme pomocou vzt’ahov (1.60) (1.61). Rekonštrukcia (spätná transformácia) je daná
vzt’ahom (1.62).

Pri SWT sme pracovali s expanznými funkciami, pri WR s bázou tvorenou spojitými
funkciami. Čo je vlastne bázou pri DWT? Ked’že vstupný signál aj výpočet projekčných
koeficientov je diskrétny v čase, aj báza DWT je diskrétna, istým spôsobom vytvorená
z koeficienov pre zmenu rozlı́šenia.

To, že vstupný signál „interpretujeme“ ako koeficienty c0(m) de facto znamená, že
báza signálu pred transformáciou je postupnost’Kroneckerových impulzov a výsledný
priestor je diskrétnym ekvivalentom priestoru V0. Ako signál postupne transformujeme
vzt’ahmi (1.60) (1.61), podobá sa báza čoraz viac29 na bázu vytvorenú zo spojitých fun-
kciı́ ψ(t) a ϕ(t) (pozri obr. 1.20), t. j. predstavuje jej čoraz lepšiu diskrétnu aproximáciu.
Uvedenú situáciu môžeme formalizovat’ redefinovanı́m priestoru V0 a tým aj celej AVR
[21, str. 151]:

V0 = l2(Z) . (1.69)

AVR potom môžeme definovat’ ako postupnost’ uzavretých podpriestorov Vm priestoru
l2(Z):

VU ⊂ . . . ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 . (1.70)

Ak máme signál konečnej dĺžky N , bude sa každým rozkladom vzt’ahmi (1.60),
(1.61) vel’kost’ reprezentácie zväčšovat’. Ak chceme signál reprezentovat’v báze vel’kosti
N (t. j. reprezentácia nebude nadbytočná), musı́me uskutočnit’ špeciálne opatrenia pri
manipulácii so signálom na jeho hraniciach, resp. jeho hranice umelo rozšı́rit’.30 Potom
pre vstupný signál dĺžky N , je max. počet úrovnı́ rozkladu

U ≤ blog2Nc . (1.71)

Ak maximálny počet úrovnı́ rozkladu dosiahneme, potom hovorı́me o úplnom roz-
klade. Prı́klad takéhoto rozkladu pre pre N = 16 je znázornený na obr. 1.18. Vý-
sledkom je reprezentácia v 4 diferenčných a jednom aproximačnom priestore. Aké
vlastnosti bude mat’ toto rozdelenie z hl’adiska frekvenčného, je schématicky znázor-
nené31 na obr. 1.19. Vidı́me, že ide o analogické delenie na pásma vo frekvencii, s
akým sme sa doteraz stretli pri WR (obr. 1.2b, obr. 1.10d, obr. 1.12).

29Prečo je to tak, je vysvetlené v časti 2.1.1, venovanej kaskádovým algoritmom.
30Metódy sú preberané bližšie v časti (4.1). Najbežnejšia je periodifikácia signálu známa aj z DFT.

Vzt’ahy (1.60), (1.61) periodicitu vstupného signálu zreplikujú aj do výstupov, preto počet koeficientov
potrebných na rekonštrukciu nenarastie.

31Všeobecné riešenie je použit’ DTFT. V prı́pade, že sme signál periodicky rozšı́rili, je adekvátne použit’
priamo DFT.
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Obr. 1.18. Rozklad signálu dĺžky N = 16 pri DWT a štruktúra výsledného spektra
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Obr. 1.19. Schématické znázornenie častı́ frekvenčného spektra zodpovedajúce jednot-
livým podpriestorom pri rozklade signálu f(n) pomocou DWT so 4 úrovňami rozlı́šenia.
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Obr. 1.20. Štruktúra bázy pri ortogonálnej DWT s Db2. Pred transformáciou je báza
signálu tvorená posunmi jednotkových impluzov. Pri rozklade signálu do d’alšı́ch pod-
priestorov predstavujú bázové vektory čoraz lepšiu aproximáciu waveletov. V dôsledku
neredundantnosti reprezentácie sa bázové funkcie v posledných priestoroch V4 a W4
začı́najú „zlievat’“, t. j. nepredstavujú najlepšiu aproximáciu funkcie mierky resp. wa-
veletov. Môžeme vidiet’, že bolo použité periodické rozšı́renie signálov a bázové funkcie
sú periodické.
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1.7 DWT v maticovom tvare

Pre vstupný signál c0(n) dĺžky N0 môžeme vzt’ahy pre výpočet doprednej ortogonálnej
DWT (1.60), (1.61)

cm+1 (n) =
∑

k

hmr (k − 2n) cm (k) dm+1 (n) =
∑

k

gmr (k − 2n) cm (k) (1.72)

a spätnej DWT (1.62)

cm (n) =
∑

k

hmr (n− 2k) cm+1 (k) +
∑

k

gmr (n− 2k) dm+1 (k) (1.73)

prepı́sat’ v maticovom tvare nasledovne:
(

Cm+1
Dm+1

)

=

(

Hm+1
Gm+1

)

Cm Cm =
(

HTm+1 G
T
m+1

)
(

Cm+1
Dm+1

)

, (1.74)

kde Cm resp. Dm sú stĺpcové vektory (matice) :

Cm = (cm (0) , cm (1) , . . . , cm (Nm − 1))T , (1.75)

Dm = (dm (0) , dm (1) , . . . , dm (Nm − 1))T , (1.76)

vel’kost’ vektorov je:
Nm = 2

−mN0 (1.77)

a matice Hm, Gm majú kaskádový tvar vytvorený párnymi posunmi dilatačných ko-
eficientov („chýba“ každý druhý riadok, aby matice boli štvorcové):

Hm =

2Nm
︷ ︸︸ ︷








h (0) h (1) h (2) . . . . . . . . . . . . h (−1)
. . . h (−1) h (0) h (1) h (2) . . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
h (2) . . . . . . . . . . . . h (−1) h (0) h (1)















Nm (1.78)

Gm =

2Nm
︷ ︸︸ ︷








g (0) g (1) g (2) . . . . . . . . . . . . g (−1)
. . . g (−1) g (0) g (1) g (2) . . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
g (2) . . . . . . . . . . . . g (−1) g (0) g (1)















Nm . (1.79)

Ked’že vstupný signál a teda aj maticeHm,Gm majú ohraničenú vel’kost’, nemôžeme sa
pomocou parametrov n a k (pozri vzt’ahy (1.72) a (1.73)) pohybovat’ „mimo“ signálu. Je
potrebné manipuláciu so signálom na jeho hraniciach upravit’ (t. j. upravit’maticeHm,
Gm). V tomto prı́pade sme pre jednoduchost’ zvolili periodické rozšı́renie signálu32.
To znamená, že ak by mal v maticiach Hm, Gm nejaký dilatačný koeficient z boku
matice „pretŕčat’“, objavı́ sa na opačnej strane. Ak na zodpovedajúcom mieste nejaký
koeficient už je, tak sa k nemu pričı́ta.

Neskôr v tejto časti a v časti 2.1 uvidı́me, že pri ortogonálnej DWT musia mat’
množiny dilatačných koeficientov párnu vel’kost’. Aby podmienky ortogonality zostali

32Riešenia pri konečnej dĺžke vstupného signálu sú popı́sané v časti 4.1.
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zachované, Nm musı́ byt’ párne. T. j. aby bol možný úplný rozklad, N0 musı́ byt’ moc-
ninou 2. Ak má vstupný signál na začiatku, alebo v priebehu výpočtu DWT nepárnu
vel’kost’, stačı́ ho doplnit’ nulou a vo výpočte môžeme pokračovat’. Takto by sme však
dostali nadbytočnú reprezentáciu.

Transformačné matice DWT pre m-tú úroveň rozkladu(T(m)A ) a rekonštrukcie (T(m)S )
sú definované:

T
(m)
A =

(

Hm
Gm

)

T
(m)
S =

(

HTm GTm

)

. (1.80)

Ak má byt’ transformácia invertovatel’ná musı́ platit’:

T
(m)
A T

(m)
S = INm = T

(m)
S T

(m)
A , (1.81)

kde INm je jednotková matica vel’kosti Nm. Dosadenı́m vzt’ahu (1.80) do vzt’ahu (1.81)
a úpravou dostaneme:

(

HmH
T
m HmG

T
m

GmH
T
m GmG

T
m

)

=

(

INm 0Nm
0Nm INm

)

=
(

HTmHm +G
T
mGm

)

. (1.82)

Z l’avej strany vyplýva:

HmH
T
m = GmG

T
m = I HmG

T
m = GmH

T
m = 0 . (1.83)

T. j. dilatačné koeficienty hmr(n) musia byt’ ortogonálne k svojim párnym posunom a
aj ku koeficientom hmr(n) a ich párnym posunum (pozri riadky 2, 5 v tabul’ke 2.1). Aby
bola splnená rovnost’ na pravej strane, musia gmr(n) spĺňat’ dodatočnú podmienku

g (n) = ± (−1)n h (M − n) , M − je nepárne , (1.84)

pričom dĺžka hmr(n)musı́ byt’párna. Ide o základnú podmienku rekonštrukcie signálu
pri ortogonálnej DWT. Zároveň z nej vyplýva, že na popı́sanie ortogonálnej DWT stačı́
jedna sada dilatačných koeficientov.

Ako sú tvorené bázy na jednotlivých úrovniach rozlı́šenia? Bázové vektory sú stĺpce
rekonštrukčných matı́c T(m)S . Ked’ si uvedomı́me spôsob kaskádovania matı́c T(m)S pri
viacúrovňovej rekonštrukcii, môžeme pı́sat’:

I - je diskrétnou bázou pre koeficienty c0(n) → V0
HT1 - je diskrétnou bázou pre koeficienty c1(n) → V1

HT1H
T
2 - je diskrétnou bázou pre koeficienty c3(n) → V2

. . . . . .
GT1 - je diskrétnou bázou pre koeficienty d1(n) → W1

HT1G
T
2 - je diskrétnou bázou pre koeficienty d2(n) → W2

HT1H
T
2G

T
3 - je diskrétnou bázou pre koeficienty d2(n) → W3

. . . . . .
Zlúčenı́m týchto báz potom dostávame bázu DWT po m rozkladoch (TmS ) v tvare:

TS0 = ( I )
TS1 = ( HT1 GT1 )
TS2 = ( HT1H

T
2 HT1G

T
2 GT1 )

TS3 = ( HT1H
T
2H

T
3 HT1H

T
2G

T
3 HT1G

T
2 GT1 )

. . .
TSU = ( HT1 . . .H

T
U HT1 . . .H

T
U−1G

T
U . . . HT1G

T
2 GT1 )

. (1.85)



Kapitola 2

Vlastnosti a základné typy waveletov
V predchádzajúcich častiach sme postupne prešli od spojitej waveletovej transformá-
cie cez waveletové rámce a rady až k diskrétnej waveletovej transformácii. Venovali
sme sa najmä princı́pom a spôsobom ich výpočtu. V tejto kapitole sa budeme za-
oberat’ predovšetkým vlastnost’ami waveletov a súvislost’ami, ktoré z toho vyplývajú.
Ukážeme si krátky prehl’ad základných typov waveletov, waveletových systémov a nie-
ktoré metódy návrhu waveletov. Na obr. 2.1 je znázornený jednoduchý prehl’ad1 typov
waveletov a zodpovedajúcich systémov2.

Najdôležitejšie typy predstavujú ortogonálne a biortogonálne wavelety s kompakt-
ným nosičom, pre ktoré existuje rýchly algoritmus výpočtu waveletových transformáciı́
(RWT). V d’alšı́ch častiach tejto kapitoly sa budeme venovat’ výhradne týmto typom.

Je zrejmé, že dilatačné koeficienty pri RWT sú úzko späté s vlastnost’ami funkciı́
mierky a waveletov (neskôr uvidı́me, že úplne určujú aj funkcie samotné). Pre najjed-
noduchšı́ (ortogonálny) prı́pad sa tejto problematike budeme venovat’ v nasledujúcej
časti. Zistı́me, že dilatačné koeficienty môžeme interpretovat’ ako impulzové charak-
teristiky KIO filtrov a zavedieme dôležitý koncept K-regulárnych filtrov. Ten následne
využijeme pri vysvetlenı́ schopnosti waveletov detekovat’nespojitosti v deriváciách sig-
nálu a pri návrhu ortogonálnych waveletov. Na záver si priblı́žime biortogonálne wa-
velety a známe B-spline wavelety, ktoré môžu tvorit’ ortogonálne, biortogonálne aj
semiortogonálne systémy.

2.1 Vlastnosti funkcie mierky a waveletov

V tejto časti sa venujeme zhrnutiu a vysvetleniu vlastnostı́ a vzt’ahov medzi funkciou
mierky, waveletmi a dilatačnými koeficientmi. Kvôli jednoduchosti sa zameriame na
základný ortonormálny prı́pad AVR a z nej vyplývajúcich WR a DWT.

Zvol’me si nasledovné označenia a počiatočné predpoklady (platné pre túto čast’):

• ϕ(t), ψ(t) — funkcia mierky a wavelet spĺňajúce relácie zmeny rozlı́šenia v AVR
(1.51), (1.52), wavelet spĺňajúci podmienku prı́pustnosti (1.10) a podmienky or-
tonormality (1.36), (1.37)

• h(n), g(n) — koeficienty pre zmenu rozlı́šenia hmr(n), gmr(n) (zjednodušené ozna-
čenie)

• H(Ω), G(Ω) — DTFT koeficientov h(n) a g(n) (ak považujeme h(n) a g(n) za impul-
zové charakteristiky čı́slicových filtrov, sú H(Ω), G(Ω) magnitúdové frekvenčné
charakteristiky ich prenosových funkciı́).

Platia nasledovné základné vety (dôkazy sú uvedené v [23]):
1Prehl’ad nie je kompletný, sú tu uvedené iba základné typy waveletov
2Pod pojmom waveletový systém rozumieme konkrétny systém funkciı́, pomocou ktorého signál roz-

kladáme resp. skladáme t. j. wavelety, funkcie mierky, ich posuny a zmeny mierky.
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Prípustné wavelety
(zaruèená rekonštrukcia)

Wavelety s kompaktným nosièom pre a rýchlym algoritmom výpoètuy(t), j(t)

Wavelety

+ vyjadrené v uzavretom tvare

+ mo�ná symetria
-  rekonštrukcia nie je zaruèená

- nemajú kompaktný nosiè

-  funkcia mierky neexistuje
-  analýza nie je ortogonálna
-  rýchly algoritmus neexistuje

y(t)

y(t)

y(t)

j(t)

Vlastnosti:

Pou�itie:
Príklady:

analýza spojitých signálov
Gaussov a Morletov wavelet,
Mexický klobúk

Pribli�ne prípustné wavelety

+  funkcia mierky existuje
+  analýza je ortogonálna

+ symetrické

- a nemajú kompaktný nosiè
-  rýchly algoritmus neexistuje

j(t)

y(t), j(t)

y(t) j(t)

SWT a� DWT (s NIO filtrami)
Meyerove, Sinc wavelety

Vlastnosti:

Pou�itie:
Príklady:

Wavelety s nekoneènou regularitou

+ majú istý poèet
nulových momentov

+  KIO filtre pri implementácii WT

-   mo�né iba asymetrické
maximálne pribli�ne symetrické

y(t), j(t)

y(t), j(t),

SWT a� DWT rýchlym algoritmom
Daubechies (Db), Symlety, Coiflety,
Burt-Adelson, Battle-Lemarie
wavelety

Ortogonálne wavelety

Vlastnosti:

Pou�itie:

Príklady:

Semiortogonálne spline wavelety
bez kompaktného nosièa

+ a ich duály majú
istý poèet nulových momentov

+  KIO filtre pri implementácii WT
+  mo�né iné vlastnosti analýzy a syntézy

+  mo�né symetrické
-   strata ortogonality

a vlastnosti postupnej aproximácie

y(t), j(t)

y(t), j(t)

Biortogonálne spline, Cohen-
Daubechies-Feauveau (CDF)
a Deslauriers-Dubuc (DD) wavelety

Biortogonálny pár waveletov

SWT a� DWT rýchlym algoritmom

Vlastnosti:

Pou�itie:
Príklady:

Obr. 2.1. Základné typy waveletov a charakteristiky zodpovedajúcich waveletových
systémov (ich plusy, mı́nusy, . . . )

.

Veta 2.1 Ak platı́
∫
ϕ (t)dt = 1, potom

∑

n
h (n) =

√
2.

Veta 2.2 Ak celočı́selné posuny ϕ(n) tvoria ortonormálny systém, t. j.
∫
ϕ (t)ϕ (t− k) dt =

δ (k), potom
∑

n
h (n)h (n− 2k) = δ (k).

Dôsledky:
∑

n

h (2n) =
∑

n

h (2n+ 1) =
√
2
/

2 (2.1)

∑

n

|h (n)|2 = 1 . (2.2)

Veta 2.3 Ak ϕ(t) má kompaktný nosič na intervale 〈0, N − 1〉 a ϕ(t − k) sú lineárne
nezávislé, potom h(n) má „kompaktný nosič“ na 0 ≤ n ≤ N − 1. T. j. dĺžka postupnosti
h(n) je N (pozri obr. 1.14).

Pomocou uvedených viet a všeobecne známych vzt’ahov (uvedených napr. v [23], [21])
môžeme zostavit’ tabul’ku 2.1, ktorá nám sumarizuje základné vlastnosti a ich ekviva-
lencie. Ďalšie dôležité vlastnosti (väčšinou priamo vyplývajúce z tabul’ky 2.1) by sme
mohli sformulovat’ takto:
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Vlastnosti Pozn.
ψ(t), ϕ(t) h(n), g(n) H(Ω), G(Ω)
∫
ϕ (t)dt = 1

∑

n
h (n) =

√
2 H (0) =

√
2 veta 2.1

∫
ϕ (t)ϕ (t− k) dt = δ (k) ∑

n
h (n)h (n− 2k) = δ (k) |H (Ω)|2 + |H (Ω + π)|2 = 2 veta 2.2

∑

k
ϕ (t− k) =∑

k
ϕ (k) = 1

∑

n
h (2n) =

∑

n
h (2n+ 1) H (π) = 0

∫
ψ (t)dt = 0

∑

n
g (n) = 0 G (0) = 0

∫
ϕ (t− k)ψ (t−m) dt = 0 g (n) = ± (−1)n h (M − n) |G (Ω)| = |H (Ω +Mπ)|

|H (Ω)|2 + |G (Ω)|2 = 2
∑

n
h (n) g (n− 2k) = 0 H(Ω)G(2π − Ω)+

+H(2π − Ω)G(Ω) = 0

Tabul’ka 2.1. Základné vlastnosti ψ(t), ϕ(t), h(n), g(n), H(Ω), G(Ω) a ich súvislosti
(v riadkoch sú ekvivialentné vlastnosti) pri ortogonálnych waveletových systémoch. Vo
vzt’ahoch platı́, k, n ∈ Z a M je nepárne.

• aby mohli byt’ splnené podmienky pre h(n), treba aby dĺžka h(n) (označme ju N )
bola párna

• k danému waveletu existuje jediná funkcia mierky (a naopak)

• h(n) a g(n) sa navzájom jednoznačne určujú

• ak h(n) spĺňa uvedené podmienky, sú zaručené iba základné vlastnosti ψ, ϕ (in-
tegrovatel’nost’, ortonormalita, . . . ), pričom ψ, ϕmôžu mat’extrémne neregulárny,
prı́padne fraktálový charakter

• regularita waveletu a k nemu náležiacej funkcie mierky je rovnaká (wavelet je
konečná lineárna kombinácia ϕ(2t− n), pozri vzt’ah (1.52))

• pri návrhu h(n) s dĺžkou N , ostáva po splnenı́ nutných N/2 + 1 podmienok ešte
N/2 − 1 stupňov vol’nosti. Tieto môžeme využit’ tak, aby ϕ, ψ resp. h(n), g(n),
mali požadované vlastnosti, ako napr. istú regularitu, aproximačné vlastnosti
atd’. Nutných N/2 + 1 podmienok je:

– 1. podmienka:
∑

n
h (n) =

√
2 kvôli existencii ϕ

– N/2 podmienok kvôli ortonormalite ϕ:

∑

n

h (n)h (n− 2k) = δ (k) k = 0, 1, . . . , N/2− 1 . (2.3)

V prı́pade Haarovho waveletu sa dajú viaceré vlastnosti z tabul’ky 2.1 pre ψ(t),
ϕ(t) jednoducho overit’, napr. pomocou obr. 1.15. Pri vlastnostiach pre h(n), g(n) môže
pomôct’ maticový zápis DWT (pozri čast’ 1.7). Vlastnosti H(Ω), G(Ω) sú na prı́klade
Haarovho waveletu zobrazené na obr. 2.2a. Na obr. 2.2b vidı́me, ako sa odrazı́ rád
waveletu resp. rast dĺžky postupnosti dilatačných koeficientov vo frekvenčnej oblasti.
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Obr. 2.2. DTFT dilatačných koeficientov a ich vlastnosti: a) celková situácia pri Db1
(Haarov) wavelete b) vplyv rádu waveletu na frekvenčné vlastnosti koeficientov mierky
pri systéme Daubechieovej waveletov

2.1.1 Kaskádové algoritmy, výpočet funkčných hodnôt ϕ a ψ v časovej a
frekvenčnej oblasti

Ako vypočı́tat’ ϕ a ψ, ak poznáme koeficienty pre zmenu mierky?3 Vychádzajme z
dilatačných rovnı́c (1.51) (1.52). Tieto rovnice môžeme riešit’ iteračne, pričom ak po-
stupnost’bude konvergovat’4 k pevnému bodu, potom je pevný bod hl’adaným riešenı́m.
Iterácie sú definované [23]:

ϕ(k+1) (t) =
√
2

∞∑

n=−∞
hmr (n)ϕ

(k) (2t− n) . (2.4)

Uvedený iteračný postup sa nazýva aj kaskádový algoritmus (v čase). Prı́klad po-
užitia princı́pu tohoto algoritmu na generovanie funkcie mierky je znázornený na
obr. 2.3.5 Ked’ máme vypočı́tané ϕ, môžeme na základe (1.52) vypočı́tat’ aj ψ.

Hl’adajme teraz riešenie dilatačných rovnı́c vo frekvenčnej oblasti. Aplikovanı́m
Fourierovej transformácie na (2.4) dostaneme:

Φ(k+1) (ω) =
1√
2
Hmr(ω/2) Φ

(k)(ω/2) . (2.5)

Použili sme pri tom normovanie6 Ω = ω a vlastnost’ Fourierovej transformácie:

ϕ(2t− n) ←→ 1

2
e−jωn/2Φ(ω/2) . (2.6)

Rovnicou (2.5) je opı́saný kaskádový algoritmus vo frekvencii. Ak rovnicu vyjadrı́me
ako nekonečný súčin a hl’adáme jeho limitu pre k →∞, dostávame:

Φ(ω) = lim
n→∞

Φ(n)(ω) =

[ ∞∏

k=1

[
1√
2
Hmr

(

ω/2k
)]
]

Φ∞(0) . (2.7)

3Na základe tabul’ky 2.1 vieme, že stačı́ h(n), resp. g(n).
4Postup nemusı́ konvergovat’ vždy.
5Použité je najjednoduchšie riešenie rekurzı́vnej konvolúcie a nadvzorkovania. Sofistikovanejšia dis-

krétna aproximácia je uvedená napr. v [23].
6Ω = ω znamená, že koeficienty h(n), g(n) sú diskrétnymi vzorkami pri fvz = 1Hz.
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Použitı́m (1.52) a (2.6) môžeme vyjadrit’Ψ(ω) ako:

Ψ(ω) =
1√
2
Gmr(ω/2)

[ ∞∏

k=2

[
1√
2
Hmr

(

ω/2k
)]
]

Φ∞(0) . (2.8)

Výsledok v oboch prı́padoch (2.7), (2.8) nezávisı́ od tvaru ϕ(0) (t), ale iba od dila-
tačných koeficientov a od hodnoty Φ(∞)(0) =

∫
ϕ(k) (t) dt = A0 > 0, ktorá je invariantná

vzhl’adom na iterácie. Z uvedených vzt’ahov vyplýva:

• aby sme nedospeli k sporu vo vzt’ahu (2.7) pri Ω = 0, t. j. aby limita mohla
existovat’, musı́ platit’ H(Ω)|Ω=0 =

√
2

• aby wavelet bol prı́pustný, t. j. Ψ(ω)|ω=0 = 0, pozri vzt’ah (1.10), musı́ platit’
G(Ω)|Ω=0 = 0.

Aby vzt’ahy (2.7), (2.8) konvergovali a aby sme mali zaručenú aspoň minimálnu re-
gularitu (pozri vzt’ah (1.19)) je nutné, aby H(Ω) malo nulový bod v Ω = π. V opačnom
prı́pade by sme mali nenulové hodnoty ϕ(ω) l’ubovol’ne vysoko vo frekvencii. Čı́m väč-
šieho rádu7 má H(Ω) nulu v Ω = π, tým rýchlejšie klesá Ψ(ω) a tým väčšiu regularitu
môžeme dosiahnut’ (je to nutná, nie postačujúca podmienka).

Prı́klad použitia kaskádového algoritmu vo frekvencii na generovanie funkcie mierky
je znázornený na obr. 2.4. Vidı́me, ako postupným násobenı́m Hmr

(

ω/2k
)

tlmı́me vý-
sledné Ψ(ω).

2.1.2 Interpretácia dilatačných koeficientov

V predchádzajúcej časti sme videli, že postupnosti hmr(n) a gmr(n) predstavujú kl’ú-
čový prvok pri generovanı́ waveletov a funkciı́ mierky, že určujú ich vlastnosti a hlavne,
pomocou nich sa vykonáva výpočet waveletových radov a DWT rýchlym algoritmom.
Ich vlastnosti sa principiálne zhodujú s vlastnost’ami tzv. impulzových charakteris-
tı́k čı́slicových filtrov z oblasti čı́slicového spracovania signálov (ČSS). Je vhodné ich
aj takto interpretovat’. Postupnostiam h(n) s kompaktným nosičom (pozri vetu 3 na
str.36) zodpovedajú KIO filtre (KIO = konečná impulzová odpoved’). Z vlastnostı́ hmr(n)
a gmr(n) a ich DTFT, ktoré sú uvedené v tabul’ke 2.1 vyplýva, že postupnostiam hmr(n)
zodpovedajú DP (dolnopriepustné) a gmr(n) HP (hornopriepustné) KIO filtre. Aby sme
viac priblı́žili vzt’ah medzi vlastnost’ami waveletov a KIO filtrov, zavedieme si v d’alšej
časti dôležitý koncept K-regulárnych filtrov.

2.1.3 Momentové vlastnosti a K-regulárne filtre

Spojité k-te momenty ϕ, ψ sú definované:

mϕ (k) =

∫ ∞

−∞
tkϕ (t)dt mψ (k) =

∫ ∞

−∞
tkψ (t)dt . (2.9)

Diskrétne k-te momenty h(n), g(n) sú definované:

µh (k) =
∑

n

nkh (n) µg (k) =
∑

n

nkg (n) . (2.10)

7Naprı́klad: H(Ω) v tvare H(Ω) = (Ω− π)K má v Ω = π nulu K-teho rádu.
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j
(1)

Db2

j
(2)

Db2

j
(4)

Db2

j
(12)

Db2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.5

0

0.5

1

Obr. 2.3. Generovanie funkcie mierky ϕDb2(t) kaskádovým algoritmom v čase. Výpo-
čet zobrazený po 1, 2, 4 a 12-ich iteráciách diskrétneho ekvivalentu vzt’ahu (2.4).
Počiatočným signálom bola „Box“ funkcia definovaná vzt’ahom (2.23). Vpravo dole je
zo zväčšeniny zrejmý fraktálový charakter ϕ(t). Porovnajte s tvarmi bázových funkciı́
priestorov Vm na obr. 1.20
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Obr. 2.4. Generovanie funkcie mierky k ϕ Db2 waveletu kaskádovým algoritmom vo
frekvencii. Pre ΦnDb2(ω), kde n = 1, 2, 4 predstavujúce aproximácie vzt’ahu (2.7) je zobra-
zená iba prvá perióda. Výsledná funkcia mierky je vypočı́taná z Φ9Db2(ω) vzorkovanı́m
periódy na 2048 vzoriek a následnou IDFT.
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Z diskrétnych momentov µh, µg môžeme vypočı́tat’ spojité momenty pomocou:

mϕ (k) =
1

(2k − 1)
√
2

k∑

l=1

(

k
l

)

µh (l)mϕ (k − l) (2.11)

mψ (k) =
1

2k
√
2

k∑

l=0

(

k
l

)

µg (l)mϕ (k − l) . (2.12)

Na začiatku výpočtu si treba uvedomit’, že mϕ (0) = 1.
Počet nulových momentov mψ (k) dáva informáciu o plochosti H(Ω) a hladkosti ψ,

ktoré rastú priamo úmerne. Okrem toho, čı́m viac waveletových momentov je nulo-
vých, tým lepšiu aproximáciu zı́skame pri projekcii signálu f (t) ∈ L2(R) do Vm.

Čo najväčšı́ počet nulových momentov mϕ (k) je dôležitý vtedy, ak pri počiatočnej
aproximácii signálu f (t) ∈ L2(R) vo Vm použijeme priamo vzorky f(t). Takisto sa
zlepšuje aj symetria ϕ.

Dôležitý koncept, ktorý spája momentové vlastnosti, diferencovatel’nost’, regularitu
a vlastnosti dilatačných koeficientov, je koncept tzv. K-regulárnych filtrov. KIO filter s
impulzovou odpoved’ou h(n), ktorá spĺňa podmienky v tabul’ke 2.1 a generuje funkciu
mierky ϕ(t) sa nazýva K-regulárny vtedy, ak platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia:

1. H(Ω) má K-násobnú nulu v ω = π

2. prvých K diskrétnych aj spojitých waveletových momentov sa rovná nule, t. j.:
mψ (k) = 0, µψ (k) = 0 pre k = 0, 1, . . . , (K − 1)

3. polynomické postupnosti stupňa ≤ (K − 1) môžu byt’ vyjadrené lineárnou kom-
bináciou posunov h(n)

4. polynómy stupňa ≤ (K − 1) môžu byt’ vyjadrené lineárnou kombináciou posunov
ϕ.

Ak je h(n) K-regulárny, potom Z-transformáciu h(n): H (z) =
∑

n h (n) z
−n môžeme

napı́sat’ v tvare:

H (z) =

(

1 + z−1

2

)K

L (z) , (2.13)

pričom L(z) nemá žiadne póly v z = eiπ . Ak N je dĺžka filtra h(n), potom polynóm
H(z) má stupeň N − 1 a L(z) stupeň N − 1−K. Aby L(z) zabezpečilo splnenie nutných
N/2 podmienok pre ortogonalitu, musı́ mat’ aspoň stupeň N/2 − 1. Potom K ≤ N/2.
Zároveň z podmienky existencie ϕ automaticky platı́, že h(n) je aspoň K = 1 regulárne.
Takže platı́:

1 ≤ K ≤ N/2 . (2.14)

2.1.4 Wavelety ako diferenciálne operátory

Wavelety môžu slúžit’ aj ako viacúrovňový derivátor (diferenciálny operátor) [33], [31].
Nech h(n) je K-regulárny filter, generujúci ϕ(t) a ψ(t). Potom waveletové koeficienty
zodpovedajú K-tej derivácii vyhladenej verzie analyzovaného signálu [33]:

〈f(x), ψ(x− u)〉 = ∂K{γ ∗ f}(u) , (2.15)
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Obr. 2.5. Schopnost’waveletov odhal’ovat’nespojitost’ signálu a jeho deriváciı́. Pôvodný
signál je kubický. Wavelet Db1 — waveletové koeficienty zodpovedajú prvej derivá-
cii signálu (s opačným znamienkom) a je schopný detekovat’ iba nespojitosti signálu.
Opakovanie postupu zodpovedá opakovaniu derivovania signálu. Db2 — waveletové
koeficienty zodpovedajú 2. derivácii signálu a detekujú nespojitost’ signálu aj v pr-
vej derivácii. Db3 — . . . . Impulzy v sivo označených oblastiach reprezentujúce body
nespojitosti majú vel’kost’ rádovo 102 − 105 väčšiu ako je zobrazená oblast’. Prázdny
ovál označuje zlyhanie Db1 pri zist’ovanı́ nespojitosti (dôvodom je chýbajúce prekrytie
waveletov Db1 pri DWT). Pozn.: Operácia diferencovania je prepı́saná do diskrétneho
tvaru použitı́m operátora ∂nDbK(c0). Operácia zı́skania koeficientov mierky pri rozklade
z koeficientov ∂nDbK(c0) je prepı́saná ako operátor c∂nDbK(c0).
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Obr. 2.6. Waveletové koeficienty signálu c0(n) na prvej úrovni rozkladu a ich detail
(de1), pri použitı́ Db1 waveletu. Rozliatie detailu je dôsledkom nedostatočnej regularity
Db1. (t. j. na obr. 2.5 by nemali rozliaty detail iba koeficienty ∂Db4(c0) ≈ ∂nDb1(c0))

kde vyhladzujúci operátor γ je definovaný vo frekvencii ako:

Γ(ω) = Ψ∗(ω)/(jω)K . (2.16)

Operátor γ má dolnopriepustný charakter, čı́m znižuje rušivé vplyvy z iných úrovnı́
rozlı́šenia signálu. Vzt’ah (2.15) nám teda vypovedá o schopnostiach lokalizovat’ ne-
spojitosti signálov a ich deriváciı́.

Prı́klad analýzy nespojitostı́ signálu je na obr. 2.5. Postupným rozkladom kubic-
kého signálu pomocou Db1 (má 1 nulový moment) waveletu zı́skavame waveletové
koeficienty tvarovo zodpovedajúce negatı́vnej prvej derivácii predchádzajúceho sig-
nálu. Použitı́m Db2 (2 nulové momenty) dostávame koeficienty zodpovedajúce druhej
derivácii, . . . . Vidı́me, že použitı́m DbK waveletu môžeme zároveň spol’ahlivo deteko-
vat’ nespojitosti v prvých K − 1 deriváciách. Opakovaným rozkladom waveletových (!)
koeficientov analyzujeme d’alšı́ch K − 1 deriváciı́ signálu. Je dôležité uvedomit’ si, že
nenulový priebeh z waveletových koeficientov (pozri obr. 2.6) zodpovedá „rozliatemu“
detailu signálu na danej úrovni rozlı́šenia. To môžeme interpretovat’ ako nedosta-
točnú regularitu waveletu s následkom ması́vneho ukladania informácie v detailoch
signálu. Vidı́me, že pre kubické signály je dostatočne regulárny až Db4 wavelet, ktorý
mal nenulové iba 3 (!) waveletové koeficienty, ktorými však zároveň zdetekoval všetky
nespojitosti signálu aj jeho troch deriváciı́.

2.2 Biortogonálne wavelety a rozklad signálu

V predchádzajúcich častiach sme sa venovali waveletovým radom, AVR, DWT a ich
vlastnostiam v prı́pade, že boli ortogonálne. Dôsledkom toho bolo, že wavelety a fun-
kcie mierky použité pri rozklade a syntéze signálu boli rovnaké. Ak upustı́me od orto-
gonality, tak sa funkcie pomocou ktorých signál rozkladáme a skladáme môžu výrazne
lı́šit’.

V prı́pade SWT bola možnost’ použit’ na rozklad a rekonštrukciu 2 l’ubovol’né wave-
lety spĺňajúce (1.13). Pri waveletových rámcoch stačilo na rekonštrukciu použit’duálny
rámec, resp. l’ubovol’ný rámec spĺňajúci (1.25). Pri waveletových radoch môžeme na-
miesto ortogonálneho riešenia použit’ riešenie biortogonálne (pozri čast’ 1.4.2) s dvomi
základnými waveletmi ψ(t) a ψ̃(t). Pri pomalom výpočte biortogonálnych WR rozkla-
dáme signál pomocou ψ̃m,n a skladáme pomocou ψm,n (pozri vzt’ahy (1.23) a (1.22)).
T. j. máme základný wavelet ψ(t) a jeho duál ψ̃(t) ku ktorým existujú funkcie mierky
ϕ(t) a ϕ̃(t) také, že:
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• množiny {ϕm,n(t)} a {ϕ̃m,n(t)} tvoria bázy pre podpriestory Vm resp. Ṽm

• množiny {ψm,n(t)} a
{

ψ̃m,n(t)
}

tvoria bázy pre podpriestory Wm resp. W̃m.

V L2(R) potom existujú dve AVR s hierarchiami:

. . . V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . . (2.17)

. . . Ṽ2 ⊂ Ṽ1 ⊂ Ṽ0 ⊂ Ṽ−1 ⊂ Ṽ−2 . . . , (2.18)

pričom platı́ že Wm+1 je sı́ce doplnkom k Vm+1 v priestore Vm , ale nie je to ortogo-
nálny doplnok. Wm+1 je namiesto toho ortogonálny doplnok k Ṽm+1 v priestore Vm+1.
Analogicky W̃m+1 je ortogonálny doplnok k Ṽm+1 v priestore Ṽm. Vzájomné vzt’ahy me-
dzi podpriestormi sa dajú geometricky znázornit’ analogicky8 k obr. 6.2b a obr. 6.3.
Relácie zmeny mierky môžeme vyjadrit’ vzt’ahmi:

ϕ̃ (t) =
√
2

∞∑

n=−∞
h̃mr (n) ϕ̃ (2t− n) ϕ (t) =

√
2

∞∑

n=−∞
hmr (n)ϕ (2t− n) (2.19)

ψ̃ (t) =
√
2

∞∑

n=−∞
g̃mr (n) ϕ̃ (n− 2t) ψ (t) =

√
2

∞∑

n=−∞
gmr (n)ϕ (n− 2t) . (2.20)

Vzt’ahy pre rýchlu implementáciu WR a DWT (porovnaj s (1.60)-(1.62)) sú v tvare:

cm+1 (n) =
∑

k

h̃mr (k − 2n) cm (k) dm+1 (n) =
∑

k

g̃mr (k − 2n) cm (k) (2.21)

cm (n) =
∑

k

hmr (n− 2k) cm+1 (k) +
∑

k

gmr (n− 2k) dm+1 (k) . (2.22)

Kl’účom k pochopeniu uvedených formálnych zápisov je fakt, že ak chceme signál
vyjadrit’ v priestoroch Vm, Wm, musı́me robit’ ortogonálne projekcie do prı́slušných
Ṽm, W̃m, pozri čast’ 6.4.5. Počiatočnú aproximáciu signálu v priestore Vm zı́skame
tak, že spravı́me ortogonálnu projekciu do Ṽm a zı́skanými súradnicami váhujeme nie
bázové funkcie priestoru Ṽm, ale Vm. Ďalej rozkladáme signál v hierarchii priestorov Ṽm
pomocou vzt’ahov (2.21), t. j. použı́vame na to dilatačné koeficienty h̃mr a g̃mr z reláciı́
zmeny mierky pre duálny wavelet ψ̃(t) a funkciu ϕ̃(t)mierky. Ak však chceme zistit’ako
vyzerá nejaká aproximácia alebo detail na úrovni rozlı́šenia m, musı́me prı́slušnými
koeficientmi cm(n) resp. dm(n) váhovat’ funkcie ϕm,n(t) resp. ψm,n(t). Signál spätne
rekonštruujeme vzt’ahom (2.22), kde použı́vame dilatačné koeficienty hmr a gmr.

Pri biortogonálnej DWT je situácia ešte jednoduchšia. Ked’že počiatočná báza je po-
stupnost’Kroneckerových impulzov, ktorej duálna báza je s ňou totožná, sú totožné aj
diskrétne ekvivalenty priestorov V0 a Ṽ0. Ďalšı́m rozkladom vzt’ahmi (2.21) iba postu-
pujeme v hierarchiách Ṽm a Vm. Funkcie, pomocou ktorých by sme sa ku spektrálnym
koeficientom dostali priamo (skalárnym súčinom), sa podobajú čoraz viac na ψ̃ a ϕ̃(t)
a naše bázové funkcie sa podobajú čoraz viac na ψ a ϕ(t).

Ako môžu vyzerat’ biortogonálne wavelety a ich funkcie mierky je zobrazené na
obr. 2.8. Na ich jednoznačné generovanie kaskádovými algoritmami stačia ich ko-
eficienty mierky. Ich DTFT a dôležité vlastnosti z toho vyplývajúce sú zobrazené na
obr. 2.7.

Problém 2.1 Ak sú diskrétne ekvivalenty priestorov V0 a Ṽ0 totožné, sú totožné aj dis-
krétne ekvivalenty priestorov Vm a Ṽm? T. j. Vm a Ṽm majú iné bázové funkcie, ale sú z
nich schopné vytvorit’ tú istú sadu funkciı́ (majú ten istý lineárny obal)?

8V 2D prı́pade jeden bázový vektor bude označovat’ aproximačný podpriestor s horšou aproximáciou
a druhý bázový vektor bude diferenčný podpriestor. Ich priamym súčtom je rovina, t. j. aproximačný
priestor s lepšou aproximáciou N-rozmerných vektorov.
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Obr. 2.7. DTFT dilatačných koeficientov a ich vlastnosti pri biortogonálnom systéme
s FBI 9/7 waveletom (totožný s „bior4.4“ systémom z obr. 2.8). Pre porovnanie s
ortogonálnym systémom pozri obr. 2.2

Dilatačné koeficienty hmr(n) Názov zodpovedajúcej funkcie

hS0(n) = (1, 1)
√
2
2 B-spline 0. rádu (konštantný)

hS1(n) = (1, 2, 1)
√
2
4 B-spline 1. rádu (lineárny)

hS2(n) = (1, 3, 3, 1)
√
2
8 B-spline 2. rádu (kvadratický)

hS3(n) = (1, 4, 6, 4, 1)
√
2
16 B-spline 3. rádu (kubický)

Tabul’ka 2.2. Dilatačné koeficienty hmr(n) pre výpočet Spline funkciı́ mierky kaskádo-
vými algoritmami

2.3 B-Spline wavelety

Spline funkcie sú po častiach polynomické funkcie daného stupňa s plynulým pre-
chodom medzi jednotlivými čast’ami. B-Spline funkcie ϕSM (t) stupňa M sú tvorené
M-násobnou konvolúciou „Box“ funkcie:

B (t) = { 1 t ∈ 〈0, 1〉
0 inde

. (2.23)

B-spline funkcie sú funkciami mierky pre B-spline wavelety [23]. Majú kompaktný
nosič na intervale 〈0,M + 1〉 a M − 1 spojitých deriváciı́. Platı́: ϕS0 (t) = B (t) = ϕHaar (t),
takže ϕS0 (t) môžeme generovat’ kaskádovými algoritmami pomocou Haarových koefi-
cientov mierky h (n) = (1, 1). Ak chceme generovat’B-spline funkcie vyššieho rádu, bud’
vykonámeM násobnú konvolúciu „Box“ funkcie, alebo použijeme kaskádové algoritmy
s koeficientmi hmr(n) = hSM (n). Tieto koeficienty vytvárajú tzv. Pascalov trojuholnı́k
— vznikli M-násobnou konvolúciou postupnosti h(n) = (1, 1) a normovanı́m tak, aby
ich súčet bol rovný

√
2 (pozri tabul’ku 2.2).

M-násobnej konvolúcii h(n) zodpovedá v z-rovine násobenie, t.j:

HSM (z) =
√
2

(
1 + z

2

)M+1

. (2.24)

Takže B-spline funkcie majú K =M +1 násobnú nulu v z = −1. Dĺžka hSM (n) je M +2.
Ďalej platı́:
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0 1 2 3 4

0

0.4

0.8

1.2

-1

-0.5

0

0.5

1

-0.5
0

0.5

-2

0

2

4

-4

-2

0

2

4

6

-0.5

0

0.5

1

1.5

0
-0.5

1

-1

0
0.5

5

-0.5
0

0.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0

0.4

0.8

1

0

0.4

0.8

1

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

0

0.2

0.4

0.6

-50

0

50

-1

-0.5

0

0.5

1

-100

-50

0

50

100

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3

0
-0.5

1

-0.5

0

0.5

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 4 8

0

0.5

1

-0.5
0

0.5

-0.5

0

0.5

1

1.5

2 3

0

0.5

1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-0.5
0

0.5

0 4 8

0 4 8 0 4 8

0 4 8 0 4 8

jB1.3

h (n)mr

jB1.3

yB1.3 yB1.3

h (n)mr

jB2.2 jB2.2

yB2.2 yB2.2

yB3.1
yB3.1 yB4.4

yB4.4

jB3.1
jB3.1 jB4.4

jB4.4

h (n)mr

h (n)mr

h (n)mr

h (n)mr

h (n)mr
h (n)mr

~

~

~

~

~

~ ~

~

~

~

~

~

Obr. 2.8. Prı́klady biortogonálnych dvojı́c waveletov (ψ̃,ψ), ich funkciı́ mierky (ϕ̃, ϕ) a
zodpovedajúcich koeficientov mierky (h̃mr(n), hmr(n)). Čı́sla v názvoch znamenajú počet
nulových momentov waveletu a jeho duálu v danom biortogonálnom systéme. Všim-
nite si typicky rozdielny charakter funkciı́ použitých na rozklad (ψ̃, ϕ̃) a rekonštrukciu
(ψ, ϕ). Taktiež vidı́me zmenu charakteru waveletov a funkciı́ mierky (po častiach kon-
štantné, lineárne, kvadratické, . . . ) s rastom počtu waveletových nulových momentov
a zodpovedajúci rast dĺžky postupnostı́ koeficientov mierky.
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Obr. 2.9. B-Spline funkcie mierky stupňa 0 – 3 (t. j. konštantné, lineárne, kvadratické,
kubické)

.

•
∫
ϕSM (t)dt = 1

∑

n
hSM (n) =

√
2

• funkcie ϕSM (t) formujú bázy Vm, lebo spĺňajú dilatačnú rovnicu (1.51). T. j.
ϕSM (t) môžeme považovat’ za funkcie mierky (pozri obr. 2.9) a hSM (n) za koefi-
cienty mierky

• B-Spline funkcie majú symetrické h(n) a symetrické bázové funkcie, preto ne-
môžu (okrem triviálneho prı́padu) tvorit’ ortogonálne systémy, t. j.

〈ϕSM (t) , ϕSM (t+ k)〉 = a (k) a (k) 6= δ (k) , (2.25)

takže pomocou B-spline funkciı́ môžeme tvorit’ iba semiortogonálne resp biorto-
gonálne waveletové systémy.

2.3.1 Ortogonálne spline wavelety (Battle-Lemarie wavelety)

Z predchádzajúcej časti vyplýva, že ak chceme zı́skat’ ortogonálny systém, nemôžeme
použit’ B-spline funkcie ako funkcie mierky priamo. Musı́me ich najprv ortogonalizo-
vat’. Použı́va sa ortogonalizácia vo frekvenčnej oblasti [21]. Po ortogonalizácii ϕSM (t)
stratia symetriu a budú zčasti aj záporné.

2.3.2 Semiortogonálne spline wavelety

Semiortogonálne wavelety {ψSM ,m,n (t)} tvoria neortogonálne bázy Wm, pre ktoré platı́:

Vm⊥Wm Vm = Vm+1 ⊕Wm+1 . (2.26)

V AVR existuje len jedna hierarchia aproximačných podpriestorov:

{0} . . . ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . . L2(R) . (2.27)

Oproti biortogonálnemu prı́padu to znamená, že:

Vm = Ṽm Wm = W̃m . (2.28)

Pri B-spline rádu M vypočı́tame koeficienty gmr(n) z koeficientov hmr(n) nasledovne:

gmr (n) = ± (−1)n hmr (M + 1− n) aM (M + 1− n) , (2.29)
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kde
aM (k) = 〈ϕSM (t) , ϕSM (t+ k)〉 , (2.30)

pre ktoré platı́
aM (k) = 2

M+1/2hS(M+2) (k) . (2.31)

Ak gmr(n) a hmr(n) majú konečnú dĺžku, potom dilatačné koeficienty duálov majú
dĺžku nekonečnú (a naopak).

2.3.3 Biortogonálne spline wavelety

Množiny {ϕSM ,m,n (t)} tvoria neortogonálne bázy Vm a {ψSM ,m,n (t)} neortogonálne bázy
Wm tak, aby výsledná štruktúra podpriestorov bola biortogonálna, s vlastnost’ami
podl’a časti 2.2. Biortogonálne spline wavelety sú známe aj pod názvom CDF (Cohen-
Daubechies-Feauveau) wavelety [23]. Konkrétny spôsob ich návrhu je uvedený v časti
3.5. Vyznačujú sa tým, že menovatele ich dilatačných koeficientov sú mocninou čı́sla
2, pozri vzt’ah (3.58).

2.4 Druhy a návrh ortogonálnych waveletov

V doterajšom texte sme sa stretli s viacerými druhmi ortogonálnych waveletov s kom-
paktným nosičom. V tejto časti prehl’ad mierne doplnı́me a uvedieme aj niektoré naj-
jednoduchšie metódy ich návrhu. Najznámejšie ortogonálne wavelety sú:

• Haarov wavelet — triviálny prı́pad waveletu s minimálnym nosičom. Nespojitý
v čase, symetrický, s nulovou regularitou, pravý opak Sinc waveletu (pozri ta-
bul’ku 1.1 a obr. 1.8), historicky najstaršı́ wavelet

• Daubechieovej (Db) wavelety — ortogonálne wavelety, ktoré majú maximálny
počet nulových momentov pri danej dĺžke filtra [18], označujú sa ako maximálne
hladké

• Battle-Lemarie wavelety — ortogonalizované Spline wavelety

• Coiflety — ortogonálne wavelety [23], ktorých návrh je založený na momentových
vlastnostiach ϕ, ψ. Snažı́me sa nulovat’ momenty waveletu a rovnako aj funkcie
mierky. Pre Coiflet L-teho rádu platı́

• Symlety — ortogonálne wavelety, ktoré majú minimálnu asymetriu a maximálny
počet nulových momentov pri danej dĺžke filtra [18]:

mϕ (k) = 0 mψ (k) = 0 k = 1, 2, . . . , L− 1 . (2.32)

Medzi najznámejšie metódy návrhu a konštrukcie waveletov patria:

• Ortogonalizácia (napr. Battle-Lemarie wavelety)

• Parametrizácia koeficientov mierky

• Spektrálna faktorizácia9 — návrh waveletov s K nulovými waveletovými mo-
mentmi (napr. Daubechieovej wavelety)

9Spektrálnou faktorizáciou sú navrhované aj biortogonálne wavelety.
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• návrh waveletov liftingovou schémou, pozri kapitolu 5.

Návrh pomocou spektrálnej faktorizácie a parametrizácie koeficientov mierky si
ukážeme v nasledujúcich častiach.

2.4.1 Parametrizácia koeficientov mierky

Jednoduchým využitı́m stupňov vol’nosti v (2.3) môžeme navrhovat’ základné orto-
normálne wavelety. Splnı́me nutné podmienky na ortonormalitu a zvyšok môžeme
parametrizovat’ [23]:

• Systém 0. rádu — dĺžka h(n) je 2. Nemá žiadne stupne vol’nosti. Podmienky sú:

h (0) + h (1) =
√
2 h (0)2 + h (1)2 = 1 . (2.33)

Riešenı́m je:

h (n) =
{√
2/2,

√
2/2

}

. (2.34)

• 1. rádu — dĺžka h(n) je 4. Má jeden stupeň vol’nosti, ktorý môžeme parametrizovat’
parametrom α. Podmienky sú:

h (0) + h (1) + h (2) + h (3) =
√
2

h (0)2 + h (1)2 + h (2)2 + h (3)2 = 1 (2.35)

h (0)h (2) + h (1)h (3) = 0 .

Riešenı́m je:

h (0) = (1− cos (α) + sin (α))
/(

2
√
2
)

h (1) = (1 + cos (α) + sin (α))
/(

2
√
2
)

(2.36)

h (3) = (1 + cos (α)− sin (α))
/(

2
√
2
)

h (2) = (1− cos (α)− sin (α))
/(

2
√
2
)

. (2.37)

Pozn:
Ak α = 0, π/2, π, 3π/2 dostávame koeficienty mierky pre Haarov wavelet. Ak
α = π/3→ dostávame koeficienty mierky pre Daubechieovej wavelet s 2 nulovými
momentmi (Db2).

• rádu R — dĺžka h(n) je 2R+ 2, má R stupňov vol’nosti.

Parametrizáciou zı́skané riešenia majú zaručenú iba minimálnu regularitu. Vhod-
nou vol’bou parametrov však môžeme dosiahnut’zlepšenie vlastnostı́, prı́padne ekviva-
lenciu (pri danej dĺžke h(n)) s l’ubovol’ným iným ortogonálnym waveletovým systémom.

2.4.2 Návrh waveletov s K nulovými momentmi

Metódy návrhu waveletov s K nulovými momentmi využı́vajú koncept K-regulárnych
filtrov. V tejto časti uvádzame metódu (Daubechieová 1992) [18] na výpočet koeficien-
tov mierky, ktoré generujú ortogonálne waveletové systémy s K nulovými momentmi
waveletov.
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Veta 2.4 Nech H(Ω), DTFT postupnosti h(n) s dĺžkou N má K núl v Ω = π a je v tvare:

H (Ω) =
√
2

(

1 + eiΩ

2

)K

L (Ω) . (2.38)

Potom H(Ω) spĺňa podmienku |H (Ω)|2 + |H (Ω + π)|2 = 2 vtedy a len vtedy, ak

|L (Ω)|2 = Q
(

sin2 (Ω/2)
)

, (2.39)

kde

Q (y) =
K−1∑

k=0

(

K − 1 + k
k

)

yk + yKR (1/2− y) (2.40)

a R(y) je antisymetrický polynóm taký, že Q (y) ≥ 0 pre y ∈ 〈0, 1〉.

Dôkaz: Pozri napr. [23].

Podl’a tvrdenia 1 na str.41, je h(n) impulzovou charakteristikou K-regulárneho
filtra10. Ak R(y) = 0, potom dostávame wavelety s maximálnym počtom nulových
momentov K = N/2, tzv. Daubechieovej wavelety nazývané aj „maximálne hladké“
ortogonálne wavelety. Ak N > 2K, potom R(y) nám vyjadruje stupne vol’nosti, ktoré
môžeme použit’ na modifikáciu vlastnostı́ waveletov.

Ako použit’ vetu 2.4 na návrh waveletov? Naše požiadavky sformulujeme pomocou
vhodného R(y) a K. Následne vypočı́tame Q(y) a spravı́me substitúciu y = sin2 (Ω/2).
Pri tej je vhodnejšie použit’ priamo ekvivalent v z-rovine (pri z = ejΩ):

sin2 (Ω/2) =
1

2
(1− cos (Ω)) = 1

2

(

1− 1
2

(

eiΩ + e−iΩ
))

= −1
4
z +
1

2
− 1
4
z−1 . (2.41)

Tým sa dostávame k t’ažisku metódy a to je, ako nájst’L(z) pri danom Q(z), ak platı́:

|L(z)|2 = Q(z) . (2.42)

Riešenie vzt’ahu (2.42) nie je jednoznačné. L(z) zı́skame tzv. spektrálnou faktorizáciou
Q(z) [22], [21], ktorú si vysvetlı́me v nasledujúcej časti. Výsledné H(z) dostaneme
potom pomocou vzt’ahu (2.38). Konečné vyjadrenie h(n) je triviálne.

Autokorelácia a spektrálna faktorizácia.

Autokoreláciou postupnosti h(n) budeme nazývat’ postupnost’ [21]:

p (n) = 〈h (k) , h (k − n)〉 . (2.43)

Použitı́m DTFT dostávame:

P (Ω) =
∞∑

n=−∞
p (n) e−iΩn =

∞∑

n=−∞

∞∑

k=−∞
h (k)h∗ (k − n) e−iΩn =

=
∞∑

k=−∞
h(k)

( ∞∑

n=−∞
h∗ (k − n) eiΩ(k−n)

)

e−iΩk = H∗ (Ω)
∞∑

k=−∞
h(k)e−iΩk =

= H∗ (Ω)H (Ω) = |H (Ω)|2 . (2.44)
10Aby sme dostali jeho prenosovú funkciu v obvyklom, kauzálnom tvare (2.13), stačı́ ju vynásobit’

faktorom z−2K .
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Obr. 2.10. Prı́klady núl v z-rovine a poloha ich konjugáciı́ a inverziı́

T. j. P (Ω) je reálna nezáporná funkcia. Vyjadrenı́m v z-rovine dostaneme:

P (z) = H∗
(

z−1
)

H (z) , (2.45)

kde dolný index ∗ znamená konjugáciu koeficientov, nie celej funkcie. Zo vzt’ahu (2.45)
vidı́me, že ak zk je nula P (z), potom nula je aj 1/z∗k, t. j. nuly sa vyskytujú iba v dvoj-
iciach:

{zk, 1/z∗k} . (2.46)

Naviac, ak h(n) je reálne a H(z) má nulu v zk, potom nuly sú aj v z∗k, 1/zk, 1/z
∗
k. Pre

zobrazenie uvedených závislostı́ v z-rovine pozri obr. 2.10.
Predpokladajme, že pre dané P (z) hl’adáme vyhovujúce H(z). Také H(z) nazývame

spektrálny faktor P (z) a metódu jeho zı́skania spektrálnou faktorizáciou [21],
[22]. Spektrálne faktory nie sú jednoznačne určené a zı́skame ich priradenı́m vždy iba
jednej nuly z dvojı́c núl (2.46) do H(z). Prepı́šme P (z) do tvaru [21]:

P (z) = α
Na∏

k=1

((

1− zkaz−1
) (
1− z∗kaz

))
Nb∏

k=1

((

1− zkbz
−1
) (

1− z∗kbz
))

, (2.47)

kde Na je počet párov núl na jednotkovej kružnici (platı́ |zak | = 1) a Nb je počet pá-
rov núl mimo jednotkovej kružnice (použı́vame |zbk | < 1). Do H(z) priradı́me po jednej
nule z každého z uvedených párov. Možné výsledné H(z) majú rovnakú magnitúdovú
charakteristiku, lı́šia sa iba vo fázovej charakteristike. Dôležité je riešenie s minimál-
nou fázou [7], kde pri vytváranı́ H(z) použijeme iba nuly v a na jednotkovej kružnici.
Potom:

H (z) =
√
α

Na∏

k=1

(

1− zakz−1
) Nb∏

k=1

(

1− zbkz
−1
)

. (2.48)

Aby koeficienty h(n) boli reálne, musia sa vybrané nuly vyskytovat’ v komplexne
združených pároch. Táto podmienka je pri návrhu ortogonálnych waveletových systé-
mov zahrnutá vo vete 2.4, t. j. v tvare vstupného polynómu na faktorizáciu.

Prı́klad 2.1 Zistite koeficienty h(n), pre Daubechieovej wavelety s minimálnou fázou,
ak N = 6.

Riešenie: Chceme max. počet nulových momentov, t. j. K = 3, R = 0.
Potom

Q (y) = 1 + 3y + 6y2 (2.49)
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a následne

Q (z) =
3

8
z2 − 9

4
z1 +

19

4
− 9
4
z−1 +

3

8
z−2 (2.50)

8

3
z2Q (z) = z4 − 6z3 + 38

3
z2 − 6z1 − 6z0 . (2.51)

Nájdeme nulové body

z0 = 0.28725− 0.15289i z1 = 2.71275 + 1.44389i = 1/z0
z2 = 0.28725 + 0.15289i = z

∗
0 z3 = 2.71275− 1.44389i = 1/z∗0

a pomocou nich spätne vyjadrı́me Q(z)

Q (z) = 3
8z

−2 (z − z0)(z − z1)(z − z2)(z − z3) = (2.52)

= 3
8z

−2 [z − (0.28725− 0.15289i)] [z − (0.28725 + 0.15289i)] (2.53)

[z − (2.71275 + 1.44389i)] [z − (2.71275− 1.44389i)] . (2.54)

Úpravami (prvé dva členy na pravej strane vynásobı́me z−1, z druhých vyjmeme z2
resp. z3) dostávame:

Q (z) = α
[

1− z−1(0.28725− 0.15289i)
] [

1− z−1(0.28725 + 0.15289i)
]

(2.55)

[1− z/(2.71275 + 1.44389i)] [1− z/(2.71275− 1.44389i)] , (2.56)

kde
α =

3

8
(2.71275 + 1.44389i)(2.71275− 1.44389i) = 3

8
9.443814 . (2.57)

Vytvorme faktor s minimálnou fázou:

Lmin (z) =
√
α
[

1− (0.28725− 0.15289i)z−1
] [

1− (0.28725 + 0.15289i)z−1
]

. (2.58)

Potom:

Hmin (z) =
√
2

(
1 + z

2

)3

Lmin (z) , (2.59)

čo je numericky

Hmin(z) = {0.33267z3 + 0.80689z2 + 0.45988z − 0.13501− 0.08544z−1 + 0.03523z−2} . (2.60)

Tento výsledok zodpovedá nekauzálnemu filtru. Kauzalitu dosiahneme vynásobenı́m
Hmin(z) faktorom z−3, t. j. oneskorenı́m h(n) o 3 takty. Potom

h(n) = {0.33267, 0.80689, 0.45988,−0.13501,−0.08544, 0.03523} . (2.61)

Pri výbere faktoru s maximálnou fázou by sme dostali:

Hmax (z) = 0.03523z
5 − 0.08544z4 − 0.13501z3 + 0.45988z2 + 0.80689z1 + 0.33267 , (2.62)

t. j. otočenú a posunutú verziu filtra s minimálnou fázou.



Kapitola 3

Banky filtrov a viacrýchlostné systémy

V tejto kapitole sa budeme venovat’ problematike, ktorá súvisı́ s waveletmi (a s roz-
kladmi signálu všeobecne) v kontexte čı́slicového spracovania signálov. Od základných
operáciı́ postupne prejdeme k systémom, ktoré umožňujú počı́tat’ waveletovú trans-
formáciu a jej rôzne modifikácie. Zároveň zı́skavame jednoduché metódy na návrh
waveletov a ich adekvátne použitie pri spracovanı́ signálov. Všetky uvedené možnosti
zı́skavame zavedenı́m tzv. bánk filtrov (BF) [17], [21], [22]. Ich základným prvkom sú
čı́slicové filtre [7], čo sú diskrétne systémy umožňujúce potláčat’ resp. menit’ zložky
signálu, t. j. signál filtrovat’.

Banky filtrov sú prı́kladom viacrýchlostných (VR) systémov (z angl. „multirate
systems“), kde sú vzorky signálu spracovávané v častiach systému s rôznymi vzorko-
vacı́mi frekvenciami. Zmeny vzorkovacej frekvencie sú uskutočnené operáciami deci-
mácie a interpolácie. Všetky operácie vo VR systémoch môžeme ekvivalentne opisovat’
paralelne v časovej resp. frekvenčnej oblasti a z-rovine. Väčšinou budeme v d’alšom
texte volit’ opis v z-rovine (a to najmä pri komplikovanejšı́ch systémoch).

3.1 Základné operácie vo viacrýchlostných systémoch

V tejto časti predpokladajme, že VR systémy sú lineárne a časovo invariantné systémy
[7]. Za základné operácie vo VR systémoch by sme mohli označit’ nasledovné [17]
(pozri obr. 3.1):

• filtrácia — konvolúcia signálu s impulzovou charakteristikou čı́slicového filtra

x (n) = s(n) ∗ h(n) =
∑

k

s (k)h (n− k) (3.1)

X(z) = S(z)H(z) , (3.2)

kde s(n) je vstupný, x(n) výstupný signál, h(n) impulzová charakteristika čı́slico-
vého filtra a S(z),Y (z),H(z) ich obrazy v z-rovine

• podvzorkovanie — proces pri ktorom z pôvodného signálu zachovávame iba
každú M-tú vzorku

• nadvzorkovanie — proces pri ktorom vkladáme M − 1 nulových vzoriek medzi
každé 2 vzorky pôvodného signálu

• decimácia je proces redukcie vzorkovacej frekvencie celočı́selným faktorom M .
Najprv je signál s(n) frekvenčne obmedzený antialiasingovým1 prı́padne ide-
álym DP filtrom s hranicou prepúšt’ania Ω0 = π/M a impulzovou charakteristikou

1Antialiasingový filter je filter, ktorý zabezpečı́, aby pri následnom podvzorkovanı́ signálu nevznikol
(význačný) aliasing.
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Obr. 3.1. Schématické označenie operáciı́ vo VR systémoch a) decimácia b) interpolácia

Obr. 3.2. Základné ekvivalencie vo VR systémoch

h(n) a potom je podvzorkovaný. Výsledok po decimácii je:

y (n) =
∑

k

h (Mn− k)s (k) . (3.3)

• interpolácia je proces zvýšenia vzorkovacej frekvencie signálu celočı́selným fak-
toromM . Signál x(n) je najprv nadvzorkovaný a následne vyhladený filtrom (napr.
ideálnym DP s Ω0 = π/M ) s impulzovou charakteristikou g(n). Výsledný signál
po interpolácii je:

v (n) =
∑

k

g (n−Mk)x (k) . (3.4)

Uvedené operácie sú znázornené na obr. 3.1. Platia pre ne základné ekvivalencie,
ktoré sú znázornené na obr. 3.2 a je dôležité uvedomit’ si ich platnost’. V d’alšı́ch
častiach sa budeme tejto problematike venovat’ podrobnejšie.

3.1.1 Podvzorkovanie signálu

Pri podvzorkovanı́ s faktorom M vyberáme zo vstupného signálu x(n) iba každú M-tú
vzorku. Pre výstupný signál y(n) platı́

y(n) = x(Mn) . (3.5)

Vo frekvenčnej oblasti je podvzorkovanie znázornené (pre M = 4) na obr. 3.3. Proces
podvzorkovania x(n) môžeme popı́sat’ v dvoch fázach:

• Fáza A — vynulovanie nepotrebných zložiek (násobenie Kroneckerovými impul-
zami)

x′ (n) = x (n)
∞∑

r=−∞
δ (n− rM) = x (n) 1

M

M−1∑

k=0

ej
2π
M
nk . (3.6)

Z-transformáciou dostaneme:

X ′ (z) =
1

M

M−1∑

k=0

Z
{

x (n)
(

ej
2π
M
k
)n}

=
1

M

M−1∑

k=0

X
(

zW k
)

, (3.7)
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Obr. 3.3. Vplyv podvzorkovania a nadvzorkovania s faktorom M = 4 vo frekvenčnej ob-
lasti. Vidı́me, že ak by signál pred podvzorkovanı́m nebol frekvenčne obmedzený mini-
málne na Ωmax = π/4 dochádzalo by k zlievaniu obrazov spektra signálu — aliasingu.
Hore je zobrazený aj prechod zo spojitej do diskrétnej oblasti pomocou vzorkovania.
Platı́ Ω = ωTvz, kde Tvz je vzorkovacia perióda.

kde W = e−j2π/M . Tomu zodpovedá frekvenčná charakteristika (pri z = ejΩ )

X ′ (Ω) =
1

M

M−1∑

k=0

X

(

Ω− 2π
M
k

)

, (3.8)

t. j. vo výslednom spektre pribudloM−1 posunutých obrazov pôvodného spektra.

• Fáza B — zmena mierky (M-násobné natiahnutie v čase a stiahnutie vo frekven-
cii)

Y (z) =
∞∑

n=−∞
x′ (Mn)z−n =

k∑

k=−∞
x′ (k)

(

z
1
M

)−k
= X ′

(

z
1
M

)

(3.9)

Y (Ω) = X ′ (Ω/M) . (3.10)

Výsledkom podvzorkovania teda je:

Y (z) =
1

M

M−1∑

k=0

X

(

z
1
MW k

)

Y (Ω) =
1

M

M−1∑

k=0

X

(
Ω− 2kπ
M

)

, (3.11)

t. j. člen s k = 0 je M-násobne natiahnutou verziou spektra pôvodného signálu a
ostatnýchM−1 členov sú posunuté obrazy nultého člena. Úlohou decimačného filtra
je zabezpečit’, aby sa tieto obrazy s pôvodným spektrom nezliali, t. j. aby nevznikol
tzv.aliasing, resp. zliali tak, aby sme použitı́m doplnkovej informácie mohli zliatie
odstránit’.
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Obr. 3.4. Decimácia a interpolácia signálu pri M = 2 ak vstupný signál X(Ω) je a) do-
statočne a b) nedostatočne obmedzený decimačným filtrom. Pri nedostatočne obme-
dzenom signáli vznikne aliasing, ktorý nevieme bez dodatočnej informácie eliminovat’.

3.1.2 Nadvzorkovanie signálu a interpolačný filter

Pri nadvzorkovanı́ signálu vkladáme medzi jeho vzorky zakaždým M − 1 nulových
vzoriek. Teda pre vstupný signál x(n) je výstup daný:

y (n) =

{

x(n/M) ak n mod M = 0
0 ináč.

(3.12)

Proces je opačný ako pri fáze B podvzorkovania, t. j. na intervale vznikne M − 1
obrazov spektra pôvodného signálu x(n) :

Y (z) =
∞∑

n=−∞
x (n/M)z−n =

k∑

k=−∞
x (k)

(

zM
)−k
= X

(

zM
)

(3.13)

Y (Ω) = X (MΩ) . (3.14)

Úlohou interpolačného filtra je odstránit’ týchto M − 1 obrazov.

3.1.3 Decimácia s následnou interpoláciou

Vidı́me, že po decimácii a následnej interpolácii vieme bezchybne zrekonštruovat’ iba
signál, ktorý bol pred podvzorkovanı́m frekvenčne ohraničený po Ω0 = π/M . Ináč
vzniká aliasing, ktorý nevieme (ak nemáme k dispozı́cii d’alšiu informáciu) odstránit’.
Celá situácia je zobrazená na obr. 3.4. Ako zrekonštruovat’ signál, ked’ nemáme k
dispozı́cii ani ideálne filtre na jeho ohraničenie? Riešenı́m je Banka filtrov (BF).
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Obr. 3.5. Všeobecná schéma M-pásmovej banky filtrov s kritickým podvzorkovanı́m
(v každom pásme je použité podvzorkovanie faktorom M , t. j. celkový počet vzoriek
ostáva stále rovnaký)

Obr. 3.6. Schématické znázornenie typického rovnomerného delenia frekvenčného
pásma na subpásma pri M-pásmovej banke filtrov s kritickým podvzorkovanı́m

3.2 Banka filtrov

Banka filtrov (BF) je sústava, v ktorej filtre, použité v operáciach decimácie a in-
terpolácie, umožňujú signál rozložit (tzv. analýza) na subpásma a spätne zložit’ (tzv.
syntéza).

Všeobecná schéma M-pásmovej banky filtrov s kritickým podvzorkovanı́m (z
analyzačnej časti banky filtrov vychádza tol’ko vzoriek, kol’ko do nej vstupuje) je zo-
brazená na obr. 3.5. Signál je najprv rozdelený filtrami pre analýzu F̃k na M častı́
(subpásiem) a následne podvzorkovaný. Signál rekonštruujeme nadvzorkovanı́m sub-
pásiem s následnou interpoláciou filtrami pre syntézu Fk a sčı́tanı́m interpolovaných
signálov

Ak je výstupný signál identický so vstupným, potom hovorı́me, že BF má vlastnost’
perfektnej (úplnej) rekonštrukcie. Ked’že v BF použı́vané filtre nie sú ideálne, vzniká
pri analýze aliasing. Ten je však možné v konečnom súčte pri syntéze eliminovat’, ak
prenosové funkcie filtrov pre analýzu F̃k(z) a syntézu Fk(z) spĺňajú isté podmienky
(pozri d’alšiu čast’).

Najčastejšie je v BF použı́vané rovnomerné rozdelenie na subpásma v tvare na
obr. 3.6. Najjednoduchšı́m prı́padom BF sú dvojpásmové BF, ktoré (ako neskôr uvi-
dı́me) zodpovedajú dyadickým waveletovým systémom.
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Obr. 3.7. Základná schéma dvojpásmovej banky filtrov

3.3 Dvojpásmové banky filtrov

V dvojpásmovej banke filtrov je signál delený filtrami pre analýzu na dve časti, pri-
čom jeden z filtrov má zvyčajne dolnopriepustný (DP) a druhý hornopriepustný (HP)
charakter. Celková schéma dvojpásmovej banky filtrov je na obr. 3.7.

Popisom signálov v čase použitı́m vzt’ahu (3.3) pre decimáciu dostávame:

c (n) =
∑

k

h̃ (2n− k)x (k) d (n) =
∑

k

g̃ (n− 2k)x (k) . (3.15)

Analogicky, pomocou vzt’ahu (3.4) môžeme syntetizačnú čast’ BF popı́sat’ ako:

x̂ (n) =
∑

k

h (n− 2k)c (k) +
∑

k

g (n− 2k)d (k) . (3.16)

Porovnajme tento výsledok zo vzt’ahmi (1.60), (1.62), alebo radšej so vzt’ahmi pre vý-
počet biortogonálnych WR a DWT (2.21), (2.22):

cm+1 (n) =
∑

k

h̃mr (k − 2n) cm (k) dm+1 (n) =
∑

k

g̃mr (k − 2n) cm (k)

cm (n) =
∑

k

hmr (n− 2k) cm+1 (k) +
∑

k

gmr (n− 2k) dm+1 (k) .

Vzt’ahy sú si podobné už na prvý pohl’ad. Pri podrobnejšom porovnanı́ zistı́me,
že analýza a syntéza v dvojpásmovej banke filtrov je ekvivalentná jednému stupňu
rozkladu a rekonštrukcii signálu pri WR a DWT, ak platı́:

h̃ (n) = h̃mr (−n) h (n) = hmr (n) (3.17)

g̃ (n) = g̃mr (−n) g (n) = gmr (n) . (3.18)

T. j. pri analýze je treba použit’ časovo obrátené postupnosti duálnych dilatačných
koeficientov. Potom budú vzt’ahy matematicky ekvivalentné. To ale znamená že pod-
mienky na úplnú rekonštrukciu v banke filtrov formulované v kontexte ČSS musia
mat’ svoj ekvivalent, formulovaný v podmienkach pre waveletové systémy.

Analyzujme teraz bližšie, za akých podmienok nám v dvojpásmovej BF dochádza
k úplnej rekonštrukcii. Predpokladajme, že máme k dispozı́cii (reálne neexistujúce)
ideálne DP a HP filtre. Zodpovedajúca BF je zobrazená na obr. 3.8a. Filtráciami vždy
odstránime nepotrebnú polovicu spektra a pri pod- a nadvzorkovanı́ sa spektrá práve
zaplnia, takže nevznikajú žiadne problémové situácie. „Vačšinou“ však máme k dispo-
zı́icii reálne filtre, ktoré po podvzorkovanı́ vytvárajú väčšı́ či menšı́ aliasing. Situácia je
zobrazená na obr. 3.8b. Po nadvzorkovanı́ signály v oboch vetvách ostanú „zliate“, t. j.
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Pri úplnej rekonštrukcii sa aliasing z DP a HP èasti navzájom eliminuje

a)

b)

Obr. 3.8. Realizácia dvojpásmovej banky filtrov pomocou a) ideálnych a b) reálnych
filtrov a problém aliasingu
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drobná deformácia signálu v oboch vetvách ostane aj po interpolačnom filtrovanı́. Ak
má BF úplnú rekonštrukciu, požadujeme, aby sa tieto deformácie pri konečnom súčte
navzájom eliminovali. Filtre teda musia vytvárat’deformácie vhodným spôsobom, ktorý
elimináciu umožňuje.
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Obr. 3.9. Frekvenčné charakteristiky filtrov v BF realizujúcej Haarovu DWT

Akým spôsobom sa aliasing eliminuje? Zoberme si najjednoduchšı́ prı́klad, ktorým
je Haarov wavelet (elementárny hrebeňový filter). Na základe (1.54), (1.55) a (3.17)
môžeme v z-rovine pı́sat’:

H̃ (z) = H̃mr

(

z−1
)

=

√
2

2
(1 + z) H (z) = Hmr (z) =

√
2

2

(

1 + z−1
)

(3.19)

G̃ (z) = G̃mr
(

z−1
)

=

√
2

2
(1− z) G (z) = Gmr (z) =

√
2

2

(

1− z−1
)

. (3.20)

Zodpovedajúce prenosové charakteristiky sú znazornené na obr. 3.9. Pokúsme sa teraz
zistit’, aký bude prenos signálu X(Ω) sústavou v bode X(a). Označme F (Ω) = H̃ (Ω). Z
toho vyplýva:

H(Ω) = F ∗(Ω) G(π/2± δ) = F (π/2∓ δ) G̃∗(π/2± δ) = F (π/2∓ δ) . (3.21)

Potom platı́ (overte si, že to tak skutočne je):

Po 1. filtrácii po pod- a nadvzorkovanı́ po 2. filtrácii
DP vetva X(a)F (a) 1

2 [X(a)F (a) +X(a)F
∗(b)] 1

2F
∗(a) [X(a)F (a) +X(a)F ∗(b)]

HP vetva X(a)F ∗(b) 1
2

[

X(a)F ∗(b) +X(b)F (a)
]

1
2F

∗(b) [X(a)F (a) +X(a)F ∗(b)]

Po konečnom sčı́tanı́ bude výsledkom:

X̂(a) = X(a)
1

2
[F ∗(a)F (a) + F ∗(b)F (b)]

︸ ︷︷ ︸

prenos signálu

+X(b)
1

2
[F ∗(a)F ∗(b) + F (a)F (b)]

︸ ︷︷ ︸

prenos aliasingu

. (3.22)

Prenos signálu bude jednotkový, lebo platı́ |F (a)|2 + |F (b)|2 = 2, pozri obr. 3.9. Aký je
prenos aliasingu l’ahko zistı́me jeho vyjadrenı́m v exponenciálnom tvare:

aliasing = X(b)
1

2

[

|Fa|e−j(π/2−δ) ∗ |Fb|e−j(π/2+δ) + |Fa|ej(π/2−δ) ∗ |Fb|ej(π/2+δ)
]

=(3.23)

= X(b)
1

2

[

|Fa||Fb|e−jπ + |Fa||Fb|ejπ
]

= 0 , (3.24)
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t. j. dostali sme výsledok v súlade so vzt’ahmi v tabul’ke 2.1. To, za akých podmienok
sa aliasing eliminuje a banka filtrov dosahuje úplnú rekonštrukciu je analyzované
v časti 3.3.2. Najskôr však objasnı́me pojem polpásmový filter, ktorý budeme pri
riešenı́ týchto podmienok potrebovat’.

3.3.1 Polpásmové a energeticky komplementárne filtre

Pri dvojpásmových bankách filtrov má dôležitú úlohu tzv. polpásmový filter. Je to
taký KIO filter s impulzovou charakteristikou p(n) a prenosovou funkciou P (z), pre
ktorý platia nasledovné ekvivalentné podmienky [22]:

• v z-rovine
P (z) = P

(

z−1
)

P (z) + P (−z) = 2 (3.25)

• vo frekvencii
P
(

ejΩ
)

= P
(

e−jΩ
)

P
(

ejΩ
)

+ P
(

ej(Ω+π)
)

= 2 (3.26)

• v čase
p (n) = p (−n) p (n) + (−1)n p (n) = 2δ (n) . (3.27)

T. j. P
(

ejΩ
)

je reálna párna funkcia Ω s nepárnou symetriou okolo bodu π/2. Zodpo-
vedajúca impulzová charakteristika p(n) je symetrická a platı́ pre ňu:

p (n) =

{ 1
0
p (n) ∈ R

n = 0
n je párne a n 6= 0
n je nepárne .

(3.28)

S polpásmovým filtrom úzko súvisı́ pojem tzv. energeticky komplementárnych fil-
trov. Filtre s prenosovými funkciami H(z) a G(z) nazývame energeticky komplemen-
tárne, ak platı́:

∣
∣
∣H
(

ejΩ
)∣
∣
∣

2
+
∣
∣
∣G
(

ejΩ
)∣
∣
∣

2
= 2 . (3.29)

3.3.2 Podmienky na úplnú rekonštrukciu

Pokúsme sa vyjadrit’ celkový prenos signálu bankou filtrov. Popisom signálov v oboch
vetvách BF podl’a obr. 3.7 s využitı́m vzt’ahov (3.11), (3.13) dostávame:

XH (z) = X (z) H̃ (z) XG (z) = X (z) G̃ (z) (3.30)

C (z) =
1

2

[

XH

(

z
1
2

)

+XH

(

−z
1
2

)]

D (z) =
1

2

[

XG

(

z
1
2

)

+XG

(

−z
1
2

)]

(3.31)

YH (z) = C
(

z2
)

H (z) YG (z) = D
(

z2
)

G (z) (3.32)

X̂ (z) = YH (z) + YG (z) = . . . =
1

2
[Rp (z)X (z) +Ra (z)X (−z)] , (3.33)

kde Rp(z) charakterizuje celkový prenos sústavou a Ra(z) aliasing a sú v tvare:

Rp (z) = H̃ (z)H (z) + G̃ (z)G (z) Ra (z) = H̃ (−z)H (z) + G̃ (−z)G (z) . (3.34)

Postačujúce podmienky na úplnú rekonštrukciu (resp. neskreslený prenos) [21], [17]
sú:
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• aliasing musı́ byt’ eliminovaný
Ra(z) = 0 (3.35)

• prenos je konštantný, pričom je povolené oneskorenie signálu

Rp(z) = 2z
−l l ∈ Z . (3.36)

Riešenı́m podmienky eliminácie aliasingu (3.35) dostaneme riešenie v tvare:

H (z) = ±czmG̃ (−z) G (z) = ∓czmH̃ (−z) , (3.37)

t. j. podmienky platia pre páry filtrov „do krı́ža“. Hl’adajme teraz riešenie podmienky
na prenos (3.36). Označme PH (z) = H̃ (z)H (z) a pomocou riešenia (3.37) vyjadrime
podmienku (3.36) v závislosti od PH (z):

PH (z)− PH (−z) (−1)m = 2z−l . (3.38)

Normovanı́m (centrovanı́m) PH(z) pomocou P (z) = zlPH (z) dostávame výsledný tvar
podmienky na celkový prenos sústavou:

P (z) + P (−z) (−1)m+l+1 = 2 , (3.39)

kde
P (z) = zlH̃ (z)H (z) P (−z) = zlG̃ (z)G (z) . (3.40)

Vzt’ah (3.39) umožňuje formulovat’podmienku na úplnú rekonštrukciu pomocou kon-
ceptu polpásmových filtrov (pozri vzt’ah 3.26) nasledovne:

Ak normovaný súčin prenosových funkciı́ DP filtrov v dvojpásmovej
BF tvorı́ prenosovú funkciu polpásmového filtra a súčet m+l je

nepárny, potom BF dosahuje úplnú rekonštrukciu.

Ako využit’ zı́skaný výsledok pri návrhu bánk filtrov je vysvetlené v časti 3.5. Zákla-
dom je zı́skat’vhodný polpásmový filter. Pre danú P (z) a pre želané celkové oneskorenie
l l’ahko vypočı́tame potrebný posun m. Ak naprı́klad požadujeme sústavu s nulovým
oneskorenı́m l = 0, musı́ byt’ posun m medzi filtrami pre analzýzu a syntézu nepárny.

V nasledujúcej časti uvedieme najznámejšie riešenia dvojpásmových bánk filtrov.
Všimnite si, ako je ošetrené splnenie podmienky (3.39).

3.3.3 Riešenia dvojpásmových bánk filtrov

V predchádzajúcej časti sme si uviedli prı́klad všeobecného riešenia dvojpásmovej
banky filtrov. Teraz si uvedieme konkrétne riešenia, ktoré sa použı́vali, resp. použı́vajú.

Riešenie vo forme kvadratúrnych zrkadlových filtrov (QMF)

Kvadratúrne zrkadlové filtre (QMF — Quadrature Mirror Filters) boli v bankách
filtrov prvýkrát použité v r.1977 (Esteban, Galand) vol’bou:

H (z) = H̃ (z) G̃ (z) = H̃ (−z) G (z) = −H̃ (−z) . (3.41)

Aliasing je odstránený, avšak takáto banka filtrov podmienku na prenos (3.36) iba
aproximuje, t. j. nedosahuje úplnú rekonštrukciu.2 Názov kvadratúrne zrkadlové filtre
pochádza z vlastnosti, že H̃(z) a G̃(z)majú zrkadlové prenosové funkcie okolo Ω = π/2,
pričom sú energeticky komplementárne.

2Okrem trivialneho Haarovho prı́padu.
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Obr. 3.10. Prı́klad impulzových charakteristı́k filtrov a ich vzájomných závislostı́ v or-
togonálnej BF s nulovým oneskorenı́m. Bodkou sú označené koeficienty pri n = 0.

Ortogonálne (paraunitárne) riešenie

Nech H0(z) je prenosová funkcia a h0(n) impulzová charakteristika (s párnou dĺžkou
N = 2l, l ∈ Z) prototypového DP KIO filtra. Potom BF z neho odvodená vzt’ahmi:

H̃ (z) = H0 (z) H (z) = ±z2l−1G̃ (−z) = H̃
(

z−1
)

(3.42)

G̃ (z) = ∓z−(2l−1)H̃
(

−z−1
)

G (z) = ∓z2l−1H̃ (−z) = G̃
(

z−1
)

(3.43)

dosahuje úplnú rekonštrukciu, ak pre h0(n) platı́:
∑

n

h0 (n)h0 (n− 2k) = δ (k)
∑

n

h0 (n) =
√
2 . (3.44)

Takéto riešenie banky filtrov sa nazýva ortogonálne (Smith, Barnwell 1984) a vedie
k ortogonálnym waveletom.3 Vzájomnú závislost’ koeficientov v impulzových charak-
teristikách filtrov znázorňuje obr. 3.10. Pre takéto riešenie banky filtrov platı́:

• Má nulové oneskorenie avšak obsahuje nekauzálne časti — filtre pre analýzu a
syntézu v oboch vetvách majú impulzové charakteristiky časovo obrátené.

• Oneskorenı́m nekauzálnych filtrov (vynásobenı́m členom z−(2l−1) ) dostaneme
kauzálnu BF s oneskorenı́m 2l − 1.

• Filtre pre analýzu (a analogicky aj pre syntézu) sú ortogonálne navzájom a aj voči
svojim párnym posunom.

• Ak sústavu začneme navrhovat’ od syntézy, t. j. H (z) = H0 (z), výsledkom je
zámena analyzačnej a syntetizačnej časti BF, t. j. vo vzt’ahoch na výpočet filtrov
sa iba zamenı́ označenie duálnosti.

Prečo sú filtre H (z) = H̃
(
z−1

)
, G (z) = G̃

(
z−1

)
, na rozdiel od QMF filtrov, navzájom

časovo otočené? Je to potrebné, lebo ináč by filtre v DP a HP vetve netvorili polpásmové
filtre (p(n) by nebolo symetrické) a úplná rekonštrukcia by sa nedala dosiahnut’.

Biortogonálne riešenie

Biortogonálne riešenie umožňuje návrh dvojpásmových bánk filtrov s KIO filtrami s
lineárnou fázou a rôznymi dĺžkami impulzovej charakteristiky filtrov pri analýze a

3Filtre v ortogonálom riešenı́ banky filtrov bývajú označované aj ako konjugované kvadratúrne filtre
(CQF — Conjugate Quadtrature Filters).
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Obr. 3.11. Prı́klad impulzových charakteristı́k filtrov a ich vzájomných závislostı́ v bio-
rtogonálnej BF.

syntéze. Toto riešenie je limitované „iba“ tým, aby filtre spĺňali podmienku eliminácie
aliasingu (3.37), ktorá je zvyčajne v tvare:

H (z) = zmG̃ (−z) G (z) = −zmH̃ (−z) (3.45)

a podmienku konštantného prenosu formulovanú vzt’ahmi (3.39), (3.40):

P (z) + P (−z) (−1)m+l+1 = 2 ,

kde
P (z) = zlH̃ (z)H (z) P (−z) = zlG̃ (z)G (z) .

Sú možné tieto tvary riešenı́ (formulované pre analyzačné filtre):

• oba filtre sú symetrické, majú nepárne dĺžky, ktoré sa lı́šia o nepárny násobok 2

• jeden filter je symetrický, druhý antisymetrický, oba majú párne dĺžky, rovnaké,
alebo lı́šiace sa o párny násobok 2 (ortogonálne BF sú špeciálny prı́pad tohoto
typu riešenia, samozrejme bez symetrie)

• jeden filter má nepárnu, druhý párnu dĺžku, oba majú nuly iba na jednotkovej
kružnici. Oba sú symetrické alebo jeden je symetrický a druhý antisymetrický.

Ako sú principiálne od seba závislé koeficienty v impulzových charakteristikách filtrov
je znázornené na obr. 3.11. Porovnajte tieto závislosti s tabul’kou 3.1.

Impulzové charakteristiky spĺňajú podmienky biortogonality, t. j. sú ortogonálne k
párnym posunom svojich duálov a ortogonálne navzájom „do krı́ža“:

∑

k

h (k)h̃ (2n− k) = δ (k)
∑

k

g (k)g̃ (2n− k) = δ (k) (3.46)

∑

k

g (k + 2m) h̃ (2n− k) = δ (k)
∑

k

h (k + 2m) g̃ (2n− k) = δ (k) . (3.47)

Riešenie filtrov analýza syntéza
symetrické h̃(n) =

√
2
8 (−1, 2, 6̇, 2,−1) h(n) =

√
2
4 (1, 2̇, 1)

(B2.2) g̃(n) = (−1, 2,−1) g(n) = (−1,−2, 6,−2,−1)
antisymetrické h̃(n) =

√
2
4

(

−1, 3, 3̇,−1
)

h(n) =
√
2
8

(

1, 3̇, 3, 1
)

(B3.1) g̃(n) =
√
2
8 (−1, 3,−3, 1) g(n) =

√
2
4 (−1,−3, 3, 1)

Tabul’ka 3.1. Prı́klad impulzových charakteristı́k filtrov v biortogonálnej BF so symet-
rickými filtrami.
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3.3.4 Maticový tvar dvojpásmovej BF

Pre dvojpásmovú banku filtrov podl’a obr. 3.7 sme analýzu a syntézu v banke filtrov
popı́sali vzt’ahmi (3.15), (3.16). Celý postup môžeme prepı́sat’ v maticovom tvare ako
transformáciu, analogicky maticovému tvaru DWT v časti (1.7):

X̄ = Tax̄ ˆx̄ = TsX̄ , (3.48)

kde x̄, X̄, ˆ̄x sú stĺpcové vektory vstupného, transformovaného, výstupného signálu
a Ta, Ts sú transformačné matice pre analýzu, resp. pre syntézu. Predpokladajme
konečnú dĺžku vstupného signálu a kruhovú konvolúciu v BF. Potom x̄, X̄, ˆ̄x, Ta, Ts
môžeme vyjadrit’ v tvare:

x̄ = (x (0) , x (1) , . . . , x (N − 1))T (3.49)

X̄ = (c (0) , c (1) , . . . , c (N/2− 1) , d (0) , d (1) , . . . , d (N/2− 1))T (3.50)

Ta =

(

H̃

G̃

)

=



















h̃ (0) h̃ (−1) . . . . . . . . . h̃ (1)

. . . h̃ (1) h̃ (0) h̃ (−1) . . . . . .
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . h̃ (1) h̃ (0) h̃ (−1)
g̃ (0) g̃ (−1) . . . . . . . . . g̃ (1)
. . . g̃ (1) g̃ (0) g̃ (−1) . . . . . .
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . g̃ (1) g̃ (0) g̃ (−1)



















(3.51)

Ts =
(

H G
)

=


















h (0)
... . . .

... g (0)
... . . .

...

h (1) h (−1) . . .
... g (1) g (−1) . . .

...
... h (0)

...
... g (0) . . .

...
... h (1) . . . h (−1) ... g (1) . . . g (−1)
...

... . . . h (0)
...

... . . . g (0)

h (−1) ... . . . h (1) g (−1) ... . . . g (1)


















. (3.52)

Pri úplnej rekonštrukcii bez oneskorenia platı́ ˆ̄x = X̄ . Potom platı́:

TaTs = IN = TsTa .

V uvedenom vzt’ahu môžeme rovnosti sprava a zl’ava interpretovat’ tak ako v časti 1.7:

• IN = TaTs — impulzové charakteristiky filtrov sú ortogonálne k párnym posunom
svojich duálov a ortogonálne navzájom „do krı́ža“ = vyjadrenie biortogonality

• IN = TsTa — vyjadruje podmienky pre elimináciu aliasingu v časovej oblasti.

Matice H̃, G̃ sa nazývajú decimačné a majú rozmery N × N/2. Matice H, G sú
interpolačné matice s rozmermi N/2 × N . Vznikli z tzv. konvolučných matı́c H̃konv,
G̃konv, Gkonv, Gkonv, ktoré majú rovnaký tvar a v tomto prı́pade reprezentujú kruhovú



66 Banky filtrov a viacrýchlostné systémy

konvolúciu pri analýze a syntéze. Naprı́klad:

H̃konv =



















h̃ (0) . . . . . . h̃ (3) h̃ (2) h̃ (1)

h̃ (1) h̃ (0) . . . . . . h̃ (3) h̃ (2)

h̃ (2) h̃ (1) h̃ (0) . . . . . . h̃ (3)

h̃ (3) h̃ (2) h̃ (1) h̃ (0) . . . . . .

. . . h̃ (3) h̃ (2) h̃ (1) h̃ (0) . . .

. . . . . . h̃ (3) h̃ (2) h̃ (1) . . .

. . . . . . . . . h̃ (3) h̃ (2) . . .
...

...
...

...
...

. . .



















. (3.53)

Ak konvolučnú maticu použijeme pri analýze, bude medzivýsledok v DP (a podobne aj
v HP) vetve po konvolúcii x̄h = H̃konvx̄ a výstup c̄ dostaneme podvzorkovanı́m x̄h:

c̄ = x̄h ↓ 2 =
(

H̃konvx̄
)

↓ 2 =
(

H̃konv ↓
riadky

2

)

x̄ = H̃ x̄ . (3.54)

Podvzorkovanie výstupu po filtrácii pri analýze zodpovedá
odstráneniu každého druhého riadku konvolučnej matice.

Analogicky, pri syntéze je signál najprv nadvzorkovaný a následne konvolvovaný, pre
DP (a podobne pre HP) vetvu potom platı́:

ˆ̄xc = (Hkonv) (c̄ ↑ 2) =
(

Hkonv ↓
stpce
2

)

c̄ = H c̄ .

Nadvzorkovanie signálu pred filtráciu pri syntéze zodpovedá
odstráneniu každého druhého stĺpca prı́slušnej konvolučnej matice.

3.4 Výpočet waveletových radov a DWT bankami filtrov

Podmienky na úplnú rekonštrukciu v ortogonálnom riešenı́ banky filtrov sú zhrnuté
v tabul’ke 2.1. Analogicky môžeme konštatovat’, že biortogonálne riešenie banky filtrov
vyhovuje podmienkam v časti 2.2. Uvedomme si, že na to, aby dvojpásmové banky
filtrov mohli počı́tat’ WR a DWT musia mat’ oba filtre v DP vetve aspoň jednu nulu pri
Ω = π a naopak oba filtre v HP vetve jednu nulu pri Ω = 0. Táto podmienka je nutná,
jej postačujúcost’ je však na hranici. To rýchlo zistı́me pri výpočte WR a DWT. Doteraz
sme totiž uvažovali iba rozklad na jednej úrovni rozlı́šenia a pri výpočte WR a DWT
potrebujeme opakovane rozkladat’ koeficienty v DP časti. Takéto kaskádovanie výpoč-
tov vedie k tzv. iterovaným bankám filtrov, kde sa nevhodné vlastnosti filtrov (napr.
nı́zka K-regularita alebo neschopnost’ úplnej rekonštrukcie) môžu vel’mi l’ahko preja-
vit’ vel’kou nepresnost’ou a numerickou nestabilitou celého výpočtu. Pri návrhu bánk
filtrov to predstavuje zásadný rozdiel oproti návrhu klasických (t. j. neiterovaných)
bánk filtrov, ktorý je viac zameraný na rozdelenie subpásiem vo frekvenčnej oblasti,
na selektivitu filtrov a na vznikajúci aliasing, pričom sa často úplná rekonštrukcia ani
nepožaduje.
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Obr. 3.12. Princı́p realizácie výpočtu dyadických waveletových radov bankou filtrov

Obr. 3.13. Princı́p realizácie výpočtu diskrétnej (dyadickej) waveletovej transformácie
bankou filtrov.

Ako je bankami filtrov realizovaný výpočet WR znázorňuje obr. 3.12. Prvý krok
predstavuje projekcia spojitého signálu, d’alej však výpočet pokračuje v banke filtrov
na diskrétnej množine súradnı́c tejto projekcie. Pre DWT je situácia znázornená na
obr. 3.13.

3.5 Dvojpásmová banka filtrov a spektrálna faktorizácia

V časti (2.4.2) sme faktorizovali prenosové funkcie vytvorené Daubechieovej metódou
(pozri vetu 2.4) a hl’adali ortogonálne riešenia na návrh K-regulárnych filtrov. Vo
všeobecnosti nám stačı́ si l’ubovol’nou metódou vytvorit’polpásmový filter s prenosovou
funkciou P (z), ktorý má nezápornú a reálnu P (Ω). Potom P (z) je určite autokoreláciou
nejakej reálnej postupnosti, t. j. P (z) môžeme faktorizovat’, pozri čast’ (2.4.2). Rôzne
metódy na zı́skanie vhodného P (z) sú uvedené napr. v [22].

Najjednoduchšı́m spôsobom, ako P (z) s uvedenými vlastnost’ami zı́skat’, je znovu
použit’vetu 2.4, tentokrát však na vytvorenie nefaktorizovanej verzie vzt’ahu (2.38) [22,
str. 169]:

P (z) = 2

(

1 + z−1

2

)K (
1 + z

2

)K

Q (z) , (3.55)

kde Q(z) je dané vzt’ahmi (2.40), (2.41).
Predpokladajme všeobecné riešenie spektrálnej faktorizácie P (z) v tvare:

P (z) = H̃ (z)H (z) . (3.56)
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Obr. 3.14. Nuly prenosovej funkcie P (z) vypočı́tanej pre maximálne hladké filtre pri
K = 7 pomocou vzt’ahu (3.55) a prı́klady jej faktorizácie. Čı́sla Ñ/N udávajú dĺžku
impulzových charakteristı́k h̃(n) resp. h(n)

Nulové body P (z) označme zk. Potom platia nasledovné pravidlá pre vytváranie spek-
trálnych faktorov [22]:

1. aby H̃(z) a H(z) boli prenosové funkcie reálnych filtrov, musı́me zk a z∗k použit’
v pároch

2. aby H̃(z) a H(z) boli prenosové funkcie filtrov s lineárnou fázou, musı́me zk a 1/zk
použit’ v pároch

3. aby H̃(z) a H(z) mohli tvorit’ ortogonálne wavelety, musı́me zk a 1/zk použit’ od-
delene.

Vidı́me, že pravidlá 2 a 3 sa navzájom vylučujú, okrem jedného prieniku. Presnejšie
sformulované [21]:

Symetrický KIO filter s prenosovou funkciou H(z) spĺňajúci podmienky ortogo-
nality (pozri tabul’ku 2.1), môže mat’maximálne 2 nenulové koeficienty, pričom
platı́:

H (z) =
(

1 + z−N
)/√

2 N je nepárne . (3.57)

Na obr. 3.14 sú znázornené prı́klady možnej faktorizácie P (z) so 14 nulami. Ak
si zvolı́me ortogonálnu faktorizáciu treba dbat’ na to, aby sme našli také H(z), pre
ktoré P (z) = H(z)H(z−1) a postupovali podl’a pravidiel 1 a 3. Pri ortogonálnom riešenı́
spektrálnej faktorizácie (pozri čast’ 2.4.2) bolo požadovaným výsledkom H(z) s mini-
málnou fázou. Po odštiepenı́ tohoto faktora od P (z) ostáva faktor H(z−1), ktorý má
fázu maximálnu (a magnitúdovú charakteristiku rovnakú). Takže k dispozı́cii máme
automaticky oba extrémy.

Ak si zvolı́me riešenie s lienárnou fázou, hl’adáme faktorizáciu v tvare (3.56) pričom
musı́me postupovat’podl’a pravidiel 1 a 2. V tomto prı́pade sa samozrejme nami vybraté
riešenia môžu od ostatných lı́šit’ už aj magnitúdou.

Pri návrhu biortogonálnych spline (CDF) waveletov faktorizujeme P (z) tak, aby
jeden faktor obsahoval iba nuly v z = −1 a nič iné, t. j. aby bol maximálne K-regulárny:

H (z) = HSM (z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)M/2+1 (
1 + z

2

)M/2

. (3.58)
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K návrhu P (z)môžeme pristupovat’aj priamo (tzv. metóda priameho návrhu). Na
základe vlastnostı́ autokorelačnej funkcie (aby P (z) bola reálna nezáporná funkcia) s
K nulami pri z = −1, môžeme P (z) napı́sat’ v tvare:

P (z) = (1 + z−1)K(1 + z)KR(z) , (3.59)

kde R(z) je funkcia symetrická (R(z−1) = R(z)) a pozitı́vna na jednotkovej kružnici
(R(ejΩ) ≥ 0). Pri návrhu jednoducho hl’adáme R(z) také, aby P (z) vyhovovalo rovnosti
P (z) + P (−z) = 2. Ukážka takéhoto návrhu je v prı́klade 3.2.

Prı́klad 3.1 Nájdime všetky možné faktorizácie vzt’ahu (3.55) pre K = 2 pri R(y) = 0.

Riešenie: Dosadenı́m K = 2 a R(y) = 0 do (2.40) dostávame:

Q (z) = −1
2
z + 2− 1

2
z−1 =

2 +
√
3

2



1−

(

2−
√
3
)

z







1− z
(

2 +
√
3
)



 .

Potom

P (z) = 2

(

1 + z−1

2

)2 (
1 + z

2

)2

Q (z) .

Ak chceme utvorit’riešenie s lineárnou fázou, môžeme vzhl’adom na umiestnenie koreňov
manipulovat’ iba s koreňmi v z = −1. Ked’že Q(z) ostane vcelku, bude jeden z faktorov
vytvárat’ B-spline. Môžeme vytvorit’ faktorizácie:

1. B1.3:

H(z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)1

H̃(z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)1 (
1 + z

2

)2

Q (z)

H(z) =

√
2

2
+

√
2

2
z−1 H̃(z) =

√
2

2

(

−1
8
z2 +

1

8
z + 1 + z−1 +

1

8
z−2 − 1

8
z−3

)

2. B2.2:

H (z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)2

H̃ (z) =
√
2

(
1 + z

2

)2

Q (z)

resp. centrované verzie

H (z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)(
1 + z

2

)

H̃ (z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)(
1 + z

2

)

Q (z)

3. B3.1:

H(z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)2 (
1 + z

2

)1

H̃ (z) =
√
2

(
1 + z

2

)1

Q (z) .

Ak chceme vytvorit’ ortogonálnu faktorizáciu, pridelı́me po jednom faktore z Q(z) obom
filtrom v páre. Jeden bude s minimálnou a druhý s maximálnou fázou:

H (z) =
√
2

(

1 + z−1

2

)2
1 +
√
3

2



1−

(

2−
√
3
)

z





H̃ (z) =
√
2

(
1 + z

2

)2 1 +
√
3

2



1− z
(

2 +
√
3
)



 .
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Prı́klad 3.2 Pomocou vedomostı́ o tvare autokorelačnej funkcie zostrojte metódou pria-
meho návrhu maximálne hladké filtre s dĺžkou N = 4.

Riešenie: Z vlastnostı́ maximálne hladkých filtrov vyplýva že pri N = 4 majú K = 2
nulové momenty. Potom P (z) má tvar:

P (z) = (1 + z−1)2(1 + z)2R(z) = H(z)H(z−1) .

Ked’že platı́ P (z) + P (−z) = 2, všetky koeficienty v P (z) pri párnych mocninách z okrem
z0 musia byt’nulové (pri z0 je koeficient jednotkový). Predpokladajme kauzálne H(z). Pri
N = 4 je v ňom najväčšia mocnina z−3. Súčin H(z)H(z−1) bude mat’ teda mocniny rádu
z−3 až z3. Stačı́ teda hl’adat’R(z) v tvare:

R(z) = az + b+ az−1 .

Potom z P (z) = (1+ z−1)2(1+ z)2(az+ b+ az−1) vytvorı́me sústavu rovnı́c v ktorej budeme
hl’adat’neznáme a, b porovnávanı́m koeficientov pri párnych mocninách z:

pri z0 1 = 6a+ 6b
pri z−2 0 = 4a+ b

⇒ a = − 1
16
, b =

1

4
.

Takže R(z) bude

R(z) = − 1
16
z +
1

4
+− 1
16
z−1 .

Následne vytvorı́me P(z) a jeho ortogonálnou faktorizáciu dostaneme výsledok:

H (z) =

(
1

4
√
2

) [

(1 +
√
3) + (1 +

√
3)z−1 + (3−

√
3)z−2 + (1−

√
3)z−3

]

.

3.6 Banka filtrov a rozklad signálov

Zmena reprezentácie signálu je zväčša uskutočnená transformáciou. Najbežnejšı́m
spôsobom rozkladu signálu v kontexte spracovania signálu je rozklad pomocou dis-
krétnych lineárnych transformáciı́ (DLT) [3], kde sú priestory, v ktorých sa pracuje,
tvorené lineárnou kombináciou bázových funkciı́ resp. bázových vektorov. Ak trans-
formácie pracujú so signálom v dávkach resp. po blokoch, hovorı́me o blokových
transformáciách (BT). Ich nedostatkom je, že neodstraňujú medziblokovú koreláciu
a naviac vzniká rušivý „blokový efekt“. Tento s výhodou odstraňujú transformácie s
prekryvom blokov — tzv. prekryvné (angl. Lapped) transformácie [4], či už ortogonálne
(LOT, GenLOT), alebo biortogonálne (GLBT). Špeciálnym druhom sú transformácie
pracujúce na princı́pe viacúrovňového rozlı́šenia signálu bankou filtrov, t. j. wave-
letové transformácie, ktoré pojem bloku ani nepotrebujú. Prekryvy sú v nich totiž
skryté už v samotných bázových funkciách na jednej úrovni rozlı́šenia a následne aj
v hierarchickej štruktúre bázy, pozri obr. 1.9 a obr. 1.20.

Všetky spomenuté transformácie sú špeciálnym prı́padom použitia banky filtrov
na rozklad signálu, pozri obr. 3.15. Presnejšie sformulované:

Každá diskrétne lineárna transformácia je ekvivalentná rozkladu
v M -pásmovej BF, v ktorej časovo reverzné impulzové odpovede

jednotlivých filtrov pre analýzu a syntézu zodpovedajú jednotlivým
bázovým vektorom DLT.
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M-pásmový rozklad signálu d �ky Lå

LOT , GLBT (L=2M)

GenLOT (M   L)

BT (M=L)

M-pásmové banky filtrov Hierarchické 2-pásmové FB
(kaskádové zapojenie jednotlivých FB)

Nepravidelné delenie pásiem

WPT
(M     L)

Oktávové delenie pásiem

DWT
(M    1+log L)2

Obr. 3.15. M-pásmový rozklad signálu dĺžky L a jeho známe špeciálne prı́pady.
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Obr. 3.16. Princı́p výpočtu blokovej transformácie M-pásmovou bankou filtrov

3.6.1 Implementácia Blokových transformáciı́ (BT) bankami filtrov

Implementujme blokovú transformáciu v nasledovnom tvare. Rozdel’me vstupný signál
x(n) na neprekrývajúce sa bloky vel’kosti M . Transformačnú maticu vel’kosti M ×M
označme F̃. Potom pre výstupy X(n) platı́:

X̄b = F̃ x̄b , (3.60)

kde

x̄b = (xb(0), xb(1), . . . , xb(M − 1))T xb(n) = x(bM + n) n = 0, 1, . . . ,M − 1
X̄b = (Xb(0), Xb(1), . . . , Xb(M − 1))T Xb(n) = X(bM + n) n = 0, 1, . . . ,M − 1 .

Označme riadkové vektory v riadkoch r matice F̃ ako ¯̃fr. Považujme ich za kauzálne
signály. Takúto blokovú transformáciu môžeme implementovat’ nasledovnou kauzál-
nou M-pásmovou bankou filtrov. V nej majú impulzové charakteristiky jednotlivých
filtrov hodnoty ako časovo otočené a o M vzoriek oneskorené riadky transformačnej
matice F̃, pozri obr. 3.16. Pre signály Yr (n) po konvolúcii platı́:

Yr (n) = f̃r (M − n) ∗ x(n) . (3.61)

Následným podvzorkovanı́m vyberáme vzorky vždy až v okamihu, ked’ je signál práve
na mieste bázovej funkcie:

X̄b (r) = Yr ((b+ 1)M)) . (3.62)

V čase nula, pri prvom podvzorkovanı́ ešte nie je banka filtrov naplnená. Prvý rele-
vantný výstup dostaneme až v čase M . Preto je výstup na obr. 3.16 s indexom b− 1.
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Kapitola 4

Rozšı́renia waveletovej transformácie a ich
výpočet
Ak odhliadneme od SWT, pre waveletové rady a DWT sme v doterajšı́ch častiach spo-
menuli ich rôzne riešenia na základe ortogonality waveletového systému resp. zod-
povedajúceho typu banky filtrov. Vstupný signál sme bud’ považovali za nekonečne
dlhý, alebo sme ho speriodifikovali. Pracovali sme iba s jednorozmerným vstupným
signálom a použı́vali sme dyadické wavelety. V tejto kapitole sa budeme venovat’ naj-
známejšı́m rozšı́reniam uvedených základných prı́padov:

• wavelety pri konečnej dĺžke vstupného signálu

• wavelety vo viacerých rozmeroch

• M-pásmové wavelety

• multiwavelety

• waveletové pakety

4.1 Riešenia pri konečnej dĺžke vstupného signálu

Pri práci so spojitým signálom máme k dispozı́cii SWT a waveletové rady. S tým, že má
signál konečné trvanie v čase sa ráta (patrı́ do L2(R)), priam je to výhodné, lebo jeho
reprezentácia bude kompaktnejšia a bude zodpovedat’ jeho nosiču. Ak však máme dis-
krétny signál konečnej dĺžky, pri DWT sa objavuje problém, čo robit’ pri transformácii
na jeho okraji. Ak ho jednoducho doplnı́me nulami a budeme počı́tat’ DWT použitı́m
vzt’ahov (1.60), (1.61) bude sa nám vel’kost’ reprezentácie postupne zväčšovat’. To je
pre mnohé účely nevhodné až neprijatel’né. Známe sú viaceré štandardné metódy rie-
šiace uvedený problém, ktoré si v krátkosti preberieme. Je dôležité uvedomit’ si, že
hoci riešime úlohy v diskrétnej oblasti, výsledky majú vplyv aj na oblast’ spojitú.

Štandardný prı́stup k riešeniu sa formuluje ako hl’adanie vhodného „rozšı́renia“
signálu, t. j. jeho dodefinovanie mimo pôvodného nosiča. Pri vol’be rozšı́renia signálu
a jeho prevedenı́ treba mat’ na zreteli (a prı́padne robit’ kompromisy):

• chceme alebo nechceme zı́skat’ nadbytočnú reprezentáciu ?

• ak je transformácia ortogonálna, chceme jej ortogonalitu zachovat’ ?

• do akej miery chceme ovplyvnit’ vlastnosti výslednej reprezentácie ?

Odpovede na uvedené otázky sa môžu rôznit’ podl’a toho, za akým účelom transformá-
ciu robı́me a čo máme k dispozı́cii. Napr. ak použijeme biortogonálny systém, najlepšie
je symetrické rozšı́renie (pozri čast’ 4.1.2).
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CDF(2,2) + PR CDF(2,2) + SR FBI 9 + PR/7 FBI 9/7 + SR

Obr. 4.1. Porovnanie vplyvu periodického (PR) a symetrického (SR) rozšı́renia na tvar
bázových funkciı́ DWT na okrajoch. Zobrazených je prvých osem bázových funkciı́,
vel’kost’ bázy je N = 128. Nultá bázová funkcia je zliata funkcia mierky.

4.1.1 Periodické rozšı́renie signálu

Periodifikácia signálu je štandardný spôsob rozšı́renia signálu, známy aj z Fourierovej
analýzy. Pri použitı́ periodického rozšı́renia signálu dĺžky N pri výpočte DWT a WR
platı́:

• transformačné matice sú v tvare (1.78) resp. (3.51), čo zodpovedá tzv. kruhovej
konvolúcii [7] v banke filtrov a cirkulačným konvolučným maticiam v tvare (3.49)

• párna dĺžka vstupného signálu pri každom rozklade. Je to nutná podmienka, ináč
by boli porušené podmienky ortogonality resp. biortogonality párnych posunov
koeficientov v štruktúre transformačných matı́c

• zachováva ortogonalitu

• vnáša do signálu „body nespojitosti“.

Vplyv periodického rozšı́renia signálu na tvar bázových funkciı́ je zretel’ne vidiet’ na
obr. 4.1. Aj bázové funkcie zodpovedajúcej spojitej reprezentácie, sú poprekladané. Ak
pri bázovej funkcii nastalo ovplyvnenie, hovorı́me o okrajovej funkcii. Ak okrajové
funkcie po preloženı́ zasahujú sami do seba, sú prı́slušné funkčné hodnoty sčı́tané.
Napr. nech základný wavelet má kompaktný nosič na intervale 〈0, 3〉 pričom pracujeme
na konečnom intervale 〈0, 4〉. Potom ψ(t−2) je okrajová funkcia s nosičom 〈2, 5〉, ktorého
čast’, interval 〈4, 5〉 sa preložı́ na interval 〈0, 1〉. Pre ψ(t/2 − 2) už musı́me rátat’ so
sčı́tanı́m funkčných hodnôt1.

1Limitou m −→ ∞ sčı́tavacieho procesu x(2−mt−n) je konštantná funkcia, ktorá sa v prı́pade waveletu
rovná 0 a v prı́pade funkcie mierky sa rovná 1.
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4.1.2 Symetrické rozšı́renie signálu

Symetrickým rozšı́renı́m signálu pridávame k signálu dĺžky N jeho zrkadlový obraz
a až túto dvojicu následne speriodifikujeme. Pridanı́m zrkadlového obrazu vzrastie aj
vel’kost’ bázy, v ktorej je dvojica pri transformácii reprezentovaná. Ak sú však bázové
funkcie symetrické, je polovica spektrálnych koeficientov rovnaká, t. j. k zväčšeniu
reprezentácie z pôvodných N koeficientov nedôjde. Pri symetrickom rozšı́renı́ platı́
[22]:

• rozšı́renı́m nevznikajú v signáli body nespojitosti, ale iba v jeho prvej derivácii

• vstupný signál môže mat’ l’ubovol’nú dĺžku (aj nepárnu)

• neredundantná reprezentácia je možná iba ak sú bázové funkcie symetrické (bio-
rtogonálne systémy)

• bázové funkcie v spojitom aj diskrétnom prı́pade sú na okraji signálu preložené
spät’ a sčı́tané sami so sebou.

Presná situácia pri symetrickom rozšı́renı́ sa jednoduchšie ako v maticovom tvare po-
pı́še schématicky. Pred rozšı́renı́m je treba zistit’ typ symetrie dilatačných koeficientov,
resp. impulzových charakteristı́k zodpovedajúcich filtrov (pozri obr. 4.2):

• polbodová symetria (H symetria, z angl. half) — h(n), g(n) majú párnu dĺžku

• celobodová symetria (W symetria, z angl. whole) — h(n), g(n)majú nepárnu dĺžku

Kl’účom k neredundantej reprezentácii signálu pri symetrickom riešenı́ je:

Typ symetrického rozšı́renia signálu musı́ byt’ zhodný s typom
symetrie dilatačných koeficientov.

Podrobnejšia analýza situácie pri oboch druhoch symetriı́ a párnej resp. nepárnej
dĺžke signálu je znázornená na obr. 4.3. Vidı́me, že na reprezentáciu stačı́ tol’ko koefi-
cientov mierky a waveletových koeficientov, kol’ko bolo vzoriek vstupného signálu.

HH WW

L

2L

L

2L-2

Obr. 4.2. Schématické znázornenie (periodického) signálu s polbodovou (H) resp. ce-
lobodovou (W) symetriou
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Obr. 4.3. Situácia na okrajoch signálu pri transformácii použı́vajúcej symetrické rozšı́-
renie signálu. Pre koeficienty mierky a waveletové koeficienty je naznačené, váhovanı́m
ktorých koeficientov vznikli. V prı́klade sú použité dĺžky impulzových charakteristı́k
h̃(n)/g̃(n): 3/5 a 4/4.

4.1.3 Doplnenie nulami a priama extrapolácia signálu

Doplnenie signálu nulami na jeho okrajoch je najpriamočiarejšı́m riešenı́m problému
reprezentácie časovo ohraničeného signálu. Vnáša však výrazné diskontinuity na
okrajoch signálu. Aby výsledná reprezentácia signálu nebola nadbytočná je potrebné
prijat’ isté opatrenia. Pre jednoduchost’ predpokladajme ortogonálnu DWT v matico-
vom tvare, pozri čast’1.7. Utvorme maticuA ako ekvivalent matice T(m)A , avšak s týmto
prestriedanı́m riadkov matı́c Hm, Gm:

A =













h (0) h (1) h (2) h (3) 0 0 0
g (0) g (1) g (2) g (3) 0 0 0
0 0 h (0) h (1) h (2) h (3) 0
0 0 g (0) g (1) g (2) g (3) 0
0 0 0 0 h (0) h (1) h (2)

· · ·

...
. . .













. (4.1)

Jednoduchým ukončenı́m matice po dosiahnutı́ vel’kosti N by sme dostali singulárnu
maticu. Vynechajme prvý stĺpec matice A a označme takúto maticu Az. L’ahko sa dá
overit’, že Az párnej vel’kosti je regulárna. Neplatı́ však A−1 = A∗T , t. j. stratili sme
ortogonalitu.

Uvedené rozšı́renie je základným prı́padom tzv. priamej extrapolácie signálu. Pri
ňom sa snažı́me signál ukončit’za jeho hranicami polynómom rádu p a zodpovedajúcim
počtom (minimálne p − 1 ) koeficientov [22]. Aby nedošlo k zvyšovaniu dĺžky signálu,
bolo by vhodné toto ukončenie reprezentovat’ v transformačnej matici.
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Ukážeme si riešenie pre prı́pad, že dilatačné koeficienty sú antisymetrické [22,
str. 293]. Označme si n-tý stĺpec matice A ako an. Extrapoláciu môžeme vyjadrit’ takto
(vyjadrené pre prvé stĺpce, analogicky to bude pre posledné stĺpce):

Doplnenie nulami Konštantná extrapolácia
1. vynecháme a1, 1. vynecháme a1

(prvý stĺpec matice A) 2. a2 = a2 + a1 (pridáme a1 k a2)
Lineárna extrapolácia Kvadratická extrapolácia

1. vynecháme a1 1. vynecháme a1
2. a2 = a2 + 2a1 2. a2 = a2 + 3a1
3. a3 = a3 − a1 3. a3 = a3 − 3a1

4. a4 = a4 + a1

4.1.4 Okrajové filtre a wavelety na intervale

Na celú situáciu na okrajoch signálu sa môžeme pozriet’ aj z iného uhla. Manipuláciu
na okrajoch signálu môžeme ošetrit’ pomocou cielene navrhnutých tzv. okrajových
filtrov. Teda navrhujeme transformačnú maticu Ab (b-boundary) v tvare ako vo vzt’ahu
(4.1), avšak môžeme naviac zachovat’ ortogonalitu. Okrajové filtre potom predstavujú
prvé a posledné riadky v matici Ab. Predpokladajme, že chceme ortogonálny systém.
Ak dĺžka filtrov je 4, je matica Ab v tvare [22]:

Ab =




















r s t 0 . . . . . .
u v w 0 . . . . . .
0 a b c d 0
0 −d c −b a 0

. . . . . .

...
. . .

...

. . . . . .

0 a b c d 0
0 −d c −b a 0
0 0 0 e f g
0 0 0 x y z




















. (4.2)

Prvé dva riadky musia byt’ortogonálne na ostatné (stačı́ na druhé dva), v ostatných sú
prvé 3 koeficienty nulové. Hl’adáme teda vektory (r, s, t) a (u, v, w) ortogonálne navzájom
a zároveň na (0, a, b) a (0,−d, c). Vektory (0, a, b) a (0,−d, c) sú lineárne závislé (h(n) je
ortogonálny na svoje párne posuny, t. j. ac+ bd = 0). Takže stačı́ nájst’ (r, s, t) a (u, v, w)
ortogonálne navzájom a na (0, a, b), napr. Gramm-Schmidtovým (GS) algoritmom [21].
Po ňom zostáva 1 stupeň vol’nosti ‚ použijeme ho napr. na zabezpečenie, aby wavelet
mal aspoň minimálnu regularitu, t. j. u+ v + w = 0. Situáciu riešime analogicky pre
vektory (e, f, g) a (x, y, z). Prı́klad riešenia pre Db2 je:

(r, s, t) = ( 0.93907, 0.29767,−0.17186) (e, f, g) = (0.40245, 0.69879, 0.59069)
(u, v, w) = (−0.34372, 0.81326,−0.46954) (x, y, z) = (0.25535, 0.51155,−0.80690) . (4.3)

Uvedený postup môžeme jednoducho zautomatizovat’. L’avý horný roh (analogicky aj
pravý dolný) transformačnej matice môžeme vyjadrit’ v tvare:

Ab =

(
B

(

0 A
)

)

, (4.4)

kde B vznikne úpravou matice B∗:

B∗ =

(
ID 0

0
(

L 0
)

)

, (4.5)
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kde L je matica rozmerov [(N − 2)/2] × (N − 2) ortogonálna k A zı́skaná napr. GS
ortogonalizačným procesom. Parametrom D môžeme plynulo zväčšovat’ prechodovú
oblast’návratu k pôvodným filtrom. Hraničné filtre vo vzt’ahu (4.3) sú prı́kladom matice
B, ktorá vznikla z (4.5) pri D = 1 a N = 4 a úpravou pre podmienku u+ v + w = 0.

Zaujı́mavou otázkou je, ako dostat’ jednoducho matice L aj bez GS procesu. Defi-
nujme maticu P:

P = I−ATA . (4.6)

Vzhl’adom na vlastnosti matice A má matica P tvar:

P =






Plava 0 0

0 0 0

0 0 Pprava




 , (4.7)

pričom lineárne nezávislé vektory z matı́c Plava a Pprava sú zároveň ortogonálne na
riadky matice A, t. j. môžeme ich použit’ ako riadky matice L.

Všetky uvedené (aj v predchádzajúcich častiach) spôsoby manipulácie so signálom
na jeho hraniciach vedú k spojitým prı́padom waveletovej analýzy na nejakom inter-
vale. T. j. okrem neovplyvnených waveletov a funkciı́ mierky v „strede“ intervalu máme
okrajové funkcie, ktoré nám riešia problém ohraničenosti analýzy v L2(R). Ak sú pri-
tom zachované pôvodné vlastnosti, ako napr. ortogonalita alebo regularita, hovorı́me o
waveletoch na intervaloch. Vo forme v akej sa vyskytujú v strede intervalu ich mô-
žeme nájst’ kaskádovými algoritmami. Pri krajoch, kde sú dilatačné rovnice výrazne
ovplyvnené, ich môžeme korektne zı́skat’ použitı́m inverznej transformácie zo spektra,
kde bude prı́slušný spektrálny koeficient jednotkový a ostatné nulové (takýto postup
bol použitý aj na obr. 4.1).

Prı́klad 4.1 Vypočı́tajte Okrajové filtre pre Db2 s a) D = 1 b) D = 3.

Riešenie: Z dilatačných koeficientov (resp. z filtrov pre analýzu) vytvorme maticu A
(stačı́ s vel’kost’ou 6) a z nej následne pomocou vzt’ahu (4.7) maticu P:

A =








0.4830 0.8365 0.2241 −0.1294 0 0
−0.1294 −0.2241 0.8365 −0.4830 0 0
0 0 0.4830 0.8365 0.2241 −0.1294
0 0 −0.1294 −0.2241 0.8365 −0.4830








P =










0.2500 0.4330 0 0 0 0
0.4330 0.7500 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0.7500 −0.4330
0 0 0 0 −0.4330 0.2500










.

Vektory (0.2500, 0.4330) a (0.4330, 0.7500) v matici P sú lineárne závislé, t. j. matica L =
(0.2500, 0.4330) bude mat’ rozmery 1× 2. Matice B∗ potom budú v tvaroch:

B∗
D=1 =

(

1 0 0
0 0, 25 0, 4330

0 . . .
0 . . .

)

B∗
D=4 =








1 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0, 25 0, 4330 0 . . .







.

Okrajové filtre pre Db2 by sme zı́skali vhodnou úpravou matı́c B∗
D=1 a B∗

D=4. Dokončenie
je ponechané na čitatel’a.
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4.2 Wavelety vo viacerých rozmeroch

Rozšı́renie waveletov do viacerých rozmerov je úzko zviazané s konceptom viacroz-
merných bánk filtrov [21]. Vo všeobecnosti môžeme viacrozmerné waveletové systémy
riešit’ bud’ priamym návrhom, alebo transformáciou z jednorozmerného (1D) prı́padu.
Triviálne, separovatel’né prı́pady viacrozmerných waveletov môžeme vytvorit’ pomo-
cou tenzorového súčinu použitı́m 1D prototypov týmito spôsobmi [8]:

• Štandardný prı́pad — tenzorovým súčinom 1D bázových funkciı́. Výsledná 2D
báza bude teda tvorená súčinmi ϕi,n a ψj,n, i, j, n ∈ Z. Napr. pri počiatočnej úrovni
rozlı́šenia 0 a pri U úrovniach rozkladu bude výsledkom (U + 1)2 množı́n funkciı́,
pomocou ktorých bude signál reprezentovaný:

ϕU,n(x)× ϕU,n(y) ψj,n(x)× ϕ1,n(y)
ϕ1,n(x)× ψi,n(y) ψj,n(x)× ψi,n(y)

n ∈ Z, i, j = 1 . . . U . (4.8)

• Neštandardný prı́pad — tenzorovým súčinom analýz s viacúrovňovým rozlı́šenı́m
(AVR) [18]. V 2D prı́pade sú potom bázové funkcie tvorené zmenami mierky a
posunmi troch základných waveletov ψϕ(x, y), ϕψ(x, y), ψψ(x, y) a funkcie mierky
ϕϕ(x, y):

ϕϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) ψϕ(x, y) = ψ(x)ϕ(y) (4.9)

ϕψ(x, y) = ϕ(x)ψ(y) ψψ(x, y) = ψ(x)ψ(y) . (4.10)

Realizácia oboch prı́padov v dvoch rozmeroch a tvar výsledného spektra sú znázornené
na obr. 4.4. Predpokladali sme rovnaký spôsob ukladania spektrálnych koeficientov,
resp. tvar výsledného spektra 1D signálu ako je na obr. 1.18.

Pri štandardnom rozklade najprv spravı́me úplnú transformáciu (t. j. všetky roz-
klady) v jednom smere (napr. v riadkoch) a následne úplnú transformáciu v druhom
smere (t. j. v stĺpcoch).

Pri neštandardnom rozklade vykonáme v jednom a následne aj druhom smere
iba jeden rozklad a potom tento postup opakujeme, ale iba v l’avej hornej štvrtine.
Prı́klad neštandardného rozkladu aplikovaného na obrazové dáta je znázornený na
obr. 4.5. Pri práci s 2D signálmi sa častejšie použı́va neštandardný prı́pad, ktorý má
oproti štandardnému viaceré výhody, ako naprı́klad rýchlejšı́ výpočet a efektı́vnejšiu
reprezentáciu.

Pri neseparovatel’ných prı́padoch viacrozmerných waveletov môžeme dosiahnut’
vyššiu anizotropiu bázových funkciı́ a tým aj lepšie zachytit’ lokálnu koncentráciu
energie v signáli, pozri obr. 4.6a. Cenou za neseparovatel’nost’ systému je vyššı́ počet
operáciı́ pri transformácii. Transformácia sa obvykle rieši [41], [8] 2D filtráciou signálu
vzorkovaného pomocou neseparovatel’nej vzorkovacej mriežky (v 2D prı́pade zvyčajne
tzv. Quincunx [17]). Prı́kladom neseparovatel’ných filtrov vhodných na 2D DWT sú tzv.
Nevillove interpolačné filtre [41]. Prı́klady základných waveletov v separovatel’nom a
neseparovatel’nom systéme sú znázornené na obr. 4.6a (jednorozmerné ekvivalenty
dvoch z nich sú znázornené na obr. 4.1). Akým spôsobom sa prejavı́ anizotropia v se-
parovatel’nom systéme pri aproximácii obrazu je znázornené na obr. 4.6b.

4.2.1 Wavelety a kompresia obrazov

Dvojrozmerná waveletová transformácia sa dá efektı́vne využit’ pri kompresii obrazu.
V tejto oblasti je momentálne najúspešnejšia a je štandardizovaná v kompresnom
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Obr. 4.6. Separovatel’né a neseparovatel’né 2D wavelety a ich schopnost’ aproximo-
vat’ 2D signál: a) Základné wavelety v separovatel’ných systémoch (horný riadok, už
známe wavelety a DD4 — Desalerious-Dubuc wavelet 4. rádu) a neseparovatel’ných
systémoch (dolný riadok, založené na Nevillových filtroch 2., 4. a 8. rádu). Wavelety
boli zı́skané inverznou DWT na matici vel’kosti 32 × 32. b) Porovnanie aproximačných
vlastnostı́ separovatel’ného systému s FBI 9/7 waveletom a neseparovatel’ného sys-
tému s Nevillovými waveletmi 8.rádu. Výsledky sú zobrazené pri zachovanı́ 1/800
pôvodnej informácie a použitı́ kompresného algoritmu SPIHT.

postupe JPEG 2000. Všeobecná schéma kompresného postupu využı́vajúceho trans-
formáciu je znázornená na obr. 4.8. Najprv je vykonaná transformácia vstupného
signálu (obrazu), aby sme ho mohli reprezentovat’ množinou jeho spektrálnych koefi-
cientov, ktoré potom môžeme efektı́vne kvantovat’ (t. j. mapovat’ do menšej množiny
diskrétnych symbolov, čo má za následok stratu informácie). Úlohou transformácie je
predovšetkým dekorelovat’ obraz (oddelit’ významnú zložku od nevýznamnej) a ul’ahčit’
zohl’adnenie percepčných kritériı́ pri následnej kvantizácii. Signál treba transformovat’
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Obr. 4.7. Všeobecná schéma transformačného kompresného/dekompresného po-
stupu

tak, aby kvantizátor mohol odstránit’pokial’možno iba nepodstatnú resp. nadbytočnú
informáciu. Posledným stupňom transformačného kódera je kóder symbolov, ktorý
vykonáva reverzibilné mapovanie zdrojových symbolov do výstupného prúdu symbo-
lov resp. bitov, pri súčasnom minimalizovanı́ bitovej náročnosti. Tento stupeň sa snažı́
odstránit’ zbytkové korelácie prı́tomné medzi zdrojovými symbolmi. 2D DWT transfor-
máciu zvyčajne interpretujeme ako rozklad na subpásma. Najdôležitejšie požiadavky
na filtre resp. banku filtrov, ktorá implementuje danú transformáciu, môžeme potom
zhrnút’ [8]:

1. Maximalizácia kompakcie energie — ked’ transformácia rozkladá signál na M
subpásiem, ktoré majú disperzie σ2j , môžeme definovat’ zisk transformačného
kódovania ako [17]:

GTC =
1
M

∑M−1
j=0 σ2j

(
∏M−1
j=0 σ2j )

1/M
. (4.11)

GTC udáva pomer rekonštrukčných chýb pri PCM kódovacej schéme a aktuálnom
transformačnom kódovanı́ (TC) pri rovnakom objeme výstupných dát. Vyššı́ zisk
kódovania podmieňuje spravidla vyššia K-regularita filtrov.

2. Minimalizácia energie aliasingu — v BF sú za normálnych okolnostı́ zaručené
podmienky na elimináciu aliasingu. Ak sa však pri syntéze nepoužijú všetky
subpásma, alebo v subpásmach je rôzny kvantizačný šum, bude rekonštruovaný
signál nad’alej obsahovat’ nežiaduce komponenty.

3. Dĺžka filtrov a „efekt zvonenia“ - dobré oddelenie subpásiem alebo vysoká re-
gularita vyžaduje dlhé filtre. Ich nevýhodou je, že šı́ria kódovacie chyby, čo na
hranách v obraze spôsobuje tzv. „efekt zvonenia“ (dôsledok striedania znamie-
nok v impulzových charakteristikách filtrov). Hrany v obrázku reprezentujeme
jednotkovým skokom [21]. Potom je ciel’om minimalizovat’ rozdiel medzi jednot-
kovým skokom a odpoved’ou filtra na jednotkový skok.

Pri kódovanı́ obrazu treba relatı́vne krátke a „hladké“ filtre s určitou regularitou
[8]. Ak v biortogonálnych systémoch nie je možné dosiahnut’ regularitu pri analýze
aj syntéze, je lepšie použit’ regulárnu syntézu, čı́m zabránime tzv. „šachovnicovému“
efektu.

V čom spočı́va výnimočnost’ waveletovej transformácie? Oproti transformáciám
Fourierovského typu má štrukturovanú bázu. Následkom toho umožňuje reprezen-
táciu signálu na rôznych úrovniach rozlı́šenia a postupný prenos tejto informácie až
po želanú kvalitu reprezentácie. Naviac existujú v 2D waveletovom spektre hierar-
chie koeficientov, ktoré zodpovedajú približne rovnakej priestorovej oblasti v obraze,
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Obr. 4.8. Tvar spektra pri 2D DWT s neštandardným rozkladom. Vyznačené sú hie-
rarchické závislosti medzi magnitúdami koeficientov vypovedajúcich o tej istej časti
pôvodného signálu.

pozri obr. 4.8. V týchto hierarchiach existujú výrazné závislosti medzi hodnotami spek-
trálnych koeficientov. Avšak nejde o závislosti lineárne (wavelety skutočne odstraňujú
lineárne závislosti vel’mi účinne), ale o výrazné závislosti v magnitúdach koeficientov.
Túto vlastnost’ spektra DWT využı́vajú viaceré algoritmy na kompresiu obrazu, napr.
SPIHT [49] a JPEG 2000 [50]. Hierarchie s nevýznačnými koeficientmi sa nazývajú
stromy núl [48]. Algoritmy využı́vajúce hierarchické závislosti sa snažia stromy núl
vyhl’adávat’ a následne ich obchádzat’ pri kódovanı́ (zakódovat’ iba ich polohu).

Pri kódovanı́ obrazu je často dôležitá schopnost’ tzv. postupného prenosu infor-
mácie, kde vyžadujeme prednostný prenos informácie, ktorá nám najviac redukuje
chybu pri rekonštrukcii. Potom hovorı́me o tzv. progresı́vnych kóderoch.

Označme body pôvodného obrazu p, spektrálne waveletové koeficienty d a ich re-
konštruované verzie p̂, resp. d̂. Potom miera skreslenia E v zmysle strednej kvadra-
tickej chyby (MSE) je pre ortonormálne transformácie invariantná, t. j.:

∑

i

∑

j(pi,j − p̂i,j)2
N

= Emse(p− p̂) = Emse(d− d̂) =
∑

i

∑

j(di,j − d̂i,j)2
N

, (4.12)

kde N je počet spektrálnych koeficientov. Zo vzt’ahu 4.12 je zrejmé, že vyslanie presnej
hodnoty di,j do dekódera znı́ži MSE o |di.j |2/N . Z toho vyplýva, že koeficienty s väčšou
magnitúdou by mali byt’ prenesené prvé, lebo obsahujú viac informáciı́.

Tento postup sa dá ešte zefektı́vnit’, ak sa pozrieme priamo na binárnu repre-
zentáciu |di.j |2/N a v zmysle predchádzajúcich úvah budeme prenášat’ ako prvé ich
najdôležitejšie bity a až potom menej význačné bity. Ide v istom zmysle o kódovanie
bitových rovı́n.

Uvedené princı́py sú bližšie popı́sané v nasledujúcej časti na prı́klade algoritmu
SPIHT. Kódovacı́ algoritmus v štandarde JPEG 2000 pracuje na rovnakých princı́poch.

Algoritmus SPIHT

Algoritmus SPIHT (Set Partitioning In Hierarchical Trees) z r. 1996 [49] je progresı́vny
kóder umožňujúci stratovú aj bezstratovú kompresiu. Pri stratovej použı́va biortogo-
nálnu DWT s FBI 9/7 filtrami a pri bezstratovej celočı́selnú S+P DWT (pozri čast’5.2.5).
SPIHT je založený na troch konceptoch:
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1. čiastočné zoradenie koeficientov podl’a magnitúdy s prenosom pozičnej infor-
mácie pomocou algoritmu na triedenie do množı́n (algoritmus je duplikovaný
v dekóderi)

2. postupný prenos zoradených bitových rovı́n

3. využitie hierarchickej štruktúry spektra DWT
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Obr. 4.9. Prı́klad koeficientov utriedených podl’a magnitúdy

Podstatné sú najmä procesy ako sú množiny koeficientov delené a ako je informá-
cia o význačnosti koeficientov prenášaná. Nech koeficienty sú zoradené podl’a počtu
bitov potrebných na binárnu reprezentáciu ich magnitúdy (pozri obr. 4.9). Dekóder
potrebuje na rekonštrukciu koeficientov:

1. informáciu o zoradenı́ (neprenáša sa, v dekóderi je tvorená duplikovanı́m triedia-
ceho algoritmu)

2. čı́sla µn zodpovedajúce počtu koeficientov di,j takých, že 2n ≤ |di,j < 2n+1|

3. spresňujúce bity.

Zjednodušená implementácia progresı́vneho prenosu informáciı́ je potom nasledovná:

1. pošli n = blog2(max(i,j)|di,j |)c do dekódera

2. pošli µn a znamienko pre každý zodpovedajúci koeficient (triediaci krok)

3. pošli n-tý najvýznačnejšı́ bit pre všetky koeficienty di,j pre ktoré |di,j | ≥ 2n+1
(spresňujúci krok)

4. zmenši n o 1 a chod’ na krok 2.

Celý algoritmus má pri kódovanı́ a dekódovanı́ rovnakú zložitost’. Prı́jemná vlastnost’je,
že dekóder môže byt’ identický s kóderom, pričom namiesto „pošli“ vykonáme „načı́taj“.

Čı́sla µn sú prenášané nepriamo pomocou koeficientov význačnosti. Tie sú d’alej
kódované pomocou adaptı́vneho aritmetického kódera. Znamienka a spresňovacie bity
nie sú d’alej kódované. Reprezentatı́vny výsledok použitia algoritmu SPIHT a štandardu
JPEG [47] pri vyššı́ch kompresných pomeroch je na obr. 4.10.
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a) Originál b) JPEG 5.2 (quality 4) c) SPIHT
256 x 256 bodov, 8 bpp 0.138 bpp, MSE = 212.2 0.138 bpp, MSE = 117.6

Obr. 4.10. Prı́klad kompresie statického obrazu pomocou algoritmu SPIHT a štandar-
dom JPEG pri kompresnom pomere 58 : 1

4.3 M -pásmové wavelety

Koncept M-pásmových waveletov predstavuje zovšeobecnenie systémov dyadických
waveletov. V AVR pri dyadických waveletoch bola dilatačná rovnica pre funkciu mierky
daná vzt’ahom (1.51). Jej M-pásmovým zovšeobecnenı́m je vzt’ah:

ϕ (t) =
√
M

∞∑

n=−∞
hmr (n)ϕ (Mt− n) M ∈ Z M > 2 . (4.13)

Čo platı́ pre hmr(n), ak báza tvorená pomocou takýchto ϕ(t) je ortonormálna? Označme
hmr (n) = h (n). Analogicky ako pri vlastnostiach ortonormálnych DWT platı́ [23]:

∑

n

h (n) =
√
M (4.14)

∑

n

h (Mn+m) = 1/
√
M H (2π l/M) = 0 l = 0, 1, . . . ,M − 1 (4.15)

∑

n

h (n+Mm)h (n) = δ (m)
∑

n

h (n)2 = 1 (4.16)

|H (ω)|2 + |H (ω + 2π/M)|2 + . . .+ |H (ω + 2π (M − 1) /M)|2 =M . (4.17)

Aká je situácia so zodpovedajúcimi waveletmi? Nemáme jeden základný wavelet, ale
M − 1 základných waveletov ψk (t) :

ψk (t) =
√
M

∞∑

n=−∞
gk (n)ϕ (Mt− n) k = 0, 1, . . . ,M − 1 . (4.18)

Čomu na každej úrovni rozlı́šenia zodpovedá M − 1 diferenčných priestorov Wm,l. T. j.
pre AVR platı́:

Vm = Vm+1 ⊕Wm+1,1 ⊕Wm+1,2 ⊕ . . .⊕Wm+1,M−1 . (4.19)

Všetky základné wavelety sú ortogonálne k funkcii mierky, t. j. :
∫

ϕ (t− n)ψk (t−m) = 0
∑

n

h (n) gk (n−Mk) = 0 k = 0, 1, . . . ,M − 1 . (4.20)

Čo sme zı́skali zovšeobecnenı́m dyadických waveletov na M-pásmové ?
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Obr. 4.11. RealizáciaM-pásmovej DWT bankami filtrov (schématické znázornenie ana-
lyzačnej časti) pre M = 4
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Obr. 4.12. M-pásmová DWT, schématické znázornenie častı́ frekvenčného spektra
zodpovedajúce jednotlivým podpriestorom v AVR pre M = 4

• Stupne vol’nosti — je vel’a rôznych ortogonálnych waveletov k danej funkcii
mierky

• Časovo-frekvenčnú rovinu môžeme delit’ lineárne aj logaritmicky (prı́padne kom-
bináciou oboch)

M -adické wavelety dostaneme, ak pri M -pásmových waveletoch
zvolı́me M − 1 waveletov rovnakých. Vznikne čisto logaritmické
delenie TF roviny vo frekvencii pri najhustejšom delenı́ v čase.

M-pásmová waveletová transformácia (ako je už zrejmé z názvu) je realizovaná M-
pásmovou bankou filtrov, pozri obr. 4.11.Schématické znázornenie častı́ frekvenčného
spektra zodpovedajúce jednotlivým podpriestorom v AVR je znázornené na obr. 4.12.
Možnosti delenia TF roviny a ich porovnanie s delenı́m TF roviny pri dyadických wa-
veletoch je na obr. 4.13.

4.4 Multiwavelety (R-wavelety)

Multiwavelety [36], [37], nazývané aj R-wavelety sú zovšeobecnenı́m M-pásmových
waveletov v tom zmysle, že sı́ce máme v AVR jednu hierarchiu aproximačných pod-
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a) dyadické wavelety b) -pásmové wavelety
(max. delenie vo frekvencii)

M c) -pásmové wavelety
(identické wavelety)  =

-adické wavelety

M

M

Obr. 4.13. Porovnanie delenia TF roviny pri dyadických a štvorpásmových waveletoch:
a) dyadické wavelety b) štvorpásmové wavelety (3 rôzne wavelety zaberajúce svojimi
posunmi rôzne frekvenčné pásma) c) štvorpásmové wavelety a ich špeciálny prı́pad
4-adické wavelety — všetky 3 wavelety sú rovnaké, zı́skali sme najlepšie rozlı́šenie
v čase.

priestorov:
{0} . . . ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . . L2(R) , (4.21)

avšak bázy priestorov Vm sú tvorené pomocou R funkciı́ mierky ϕk (t):
{

ϕk,m,n (t) = 2
−m/2ϕk

(
2−mt− n

)
, n ∈ Z

}

k = 0, . . . , R− 1 . (4.22)

Ked’že V1 ⊂ V0 , pre vektor funkciı́ mierky Φ (t) = [ϕ0 (t) , . . . , ϕR−1 (t)]
T platı́:

Φ (t) =
√
2
∑

n

H (n)Φ (2t− n) , (4.23)

kde H(n) je postupnost’ štvorcových matı́c rozmeru RxR. Z vlastnostı́ AVR vyplýva, že
existuje vektor základných waveletov Ψ(t) = [ψ0 (t) , . . . , ψR−1 (t)]

T , pre ktorý platı́:

Ψ(t) =
√
2
∑

n

G (n)Φ (2t− n) , (4.24)

kde G(n) je postupnost’ štvorcových matı́c rozmeru R×R.

Pri multiwaveletových radoch a diskrétnej multiwaveletovej
transformácii je možné symetrické a zároveň ortogonálne riešenie.

Ako počı́tame multiwaveletové rady (MWR)?

1. Zvolı́me počiatočné Vm tak, aby bol vstupný signál s(t) aproximovaný s dostatoč-
nou presnost’ou.

2. Počiatočné koeficienty mierky vytvorı́me ako vektor počiatočných projekciı́ sig-
nálu x(t) do Vm takto:

Cm (n) = [c0,m (n) , . . . , cR−1,m (n)]
T , (4.25)
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Obr. 4.14. Princı́p výpočtu multiwaveletovej transformácie vektorovou bankou filtrov

kde

ci,m (n) = 〈s (t) , ϕi,m,n (t)〉 . (4.26)

3. Ďalej pokračujeme ich rozkladom:

Cm+1 (k) =
√
2
∑

n

H̃ (n)Cm (2k + n) Dm+1 (k) =
√
2
∑

n

G̃ (n)Cm (2k + n) , (4.27)

kde

H̃ (n) = H (−n) G̃ (n) = G (−n) . (4.28)

Pri rekonštrukcii platı́:

Cm (n) =
√
2
∑

k

[H (k)Cm (2k + n) +G (k)Dm (2k + n)] . (4.29)

Ako vypočı́tame diskrétnu multiwaveletovú transformáciu (MDWT)? Pomocou tzv.
vektorových bánk filtrov, pozri obr. 4.14. Pritom platı́:

• signál spracúvame paralelne v dávkach o vel’kosti R

• pri inicializácii nemôžeme jednoducho zobrat’ susedné vzorky signálu ako vstup
pre jednu dávku (ako pri klasických waveletoch), lebo naše ϕk(t) existujú v čase
naraz, takže je potrebná predfiltrácia zodpovedajúca projekcii.

Ako prı́klad praktickej realizácie multiwaveletov si uved’me Geronimo-Hardin- Mas-
sopust (GHM) multiwavelety (pozri, obr. 4.15). Ich vlastnosti môžeme zhrnút’ takto:

• množiny {ϕ0 (t− n) , . . . , ϕR−1 (t− n)}, {ψ0 (t− n) , . . . , ψR−1 (t− n)}, n ∈ Z sú or-
togonálne

• bázové funkcie sú symetrické

• funkcie mierky sú schopné reprodukovat’ lineárne funkcie.
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j0(t) j1(t)

y0(t) y1(t)

Obr. 4.15. Geronimo-Hardin-Massopust (GHM) multiwavelety a ich funkcie mierky pri
R = 2

Nech R = 2, potom GHM postupnosti matı́c H(n) a G(n) majú dĺžku 4:

H (0) =

(
3
5

4
√
2
5

− 1
10

√
2
− 310

)

H (1) =

(
3
5 0
9
10

√
2
1

)

H (2) =

(

0 0
9
10

√
2
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)
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(
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10

√
2
0

)

G (0) = 1
10

(

− 1√
2
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√
2

)

G (1) = 1
10

(
9√
2
−10

9 0

)
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10

(
9√
2

−3
9 −3

√
2

)
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10

(

− 1√
2
0

−1 0

)

.

(4.30)

4.5 Waveletové pakety

Doteraz sme pri waveletoch a ich rozšı́reniach rozkladali v priebehu transformácie
iba koeficienty v aproximačných priestoroch Vm. Waveletová paketová transformácia
(WPT) rozklad v nezmenenej podobe aplikuje aj na diferenčné podpriestory Wm [23].
Tým sa celá situácia v AVR menı́, vznikajú nové „diferenčné“ podpriestory. V prı́-
pade dyadických waveletov sa celá situácia najlepšie znázornı́ binárnym stromom,
pozri obr. 4.16a. Aproximačné priestory sú na l’avej strane binárneho stromu, ktorý
je vpravo neohraničený. Reprezentácia signálu celým stromom je výrazne nadbytočná.
Stačı́ použit’ iba jeho malú, vhodne vybranú čast’, ako je to aj na obrázku naznačené.
Tomu, v akých podpriestoroch je signál reprezentovaný zodpovedá špecifické delenie
časovo-frekvenčnej roviny, pozri obr. 4.16b. WPT umožňuje adaptı́vne resp. optimali-
zované delenie časovo-frekvenčnej roviny a teda použitie iba istej, optimalizovanej časti
kompletného waveletového paketového stromu na reprezentáciu signálu, pozri 4.16c.
Výber najvhodnejšej stromovej štruktúry je ekvivalentný s hl’adanı́m najlepšej bázy
[35]. Najbežnejšie kritérium pre výber najlepšej reprezentácie signálu, formulované
pomocou tzv. nákladovej funkcie λ, je minimalizácia entropie reprezentácie signálu
(Wickerhauser, Coifman). Ak dĺžka signálu je N , potom pre α, počet možných WPT báz
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platı́:
α ≥ 2N/2 . (4.31)

Ako teda vyberat’ najlepšiu bázu, ked’ ich je tak vel’a? Najjednoduchšie je rozhodovat’
sa priamo počas rozkladov. T. j. pomocou nákladovej funkcie λ sa rozhodujeme, či
rozklad realizujeme alebo nie, podl’a toho, či by náklady rozloženı́m vzrástli alebo
klesli. Kritériom musı́ byt’ taká nákladová funkcia, ktorej aditivita sa rozkladom pri
DWT zachováva, naprı́klad Shannonova entropia E [34]. Označme s(n) ako vstupný
signál, potom:

E (s) = −
∑

n

s (n)2 log
[

s (n)2
]

(4.32)

s konvenciou 0 log(0) = 0 . Kritérium teda je:

Ak suma Shannonových entropiı́ 2 subpásiem, ktoré vznikli
rozdelenı́m pôvodného subpásma, je menšia ako entropia pôvodného

subpásma, je výhodné rozdelenie uskutočnit’.

Aká je situácia s bázovými funkciami pri WPT? Tým že rozkladáme aj diferenčné
priestory, vznikajú bázové funkcie poskladané viacerými spôsobmi z waveletov a fun-
kciı́ mierok, ktoré sa nazývajú waveletové pakety. Označme ich w(t). Bázy priestorov
Wm,k sú potom tvorené posunmi wm,n(t). Ďalej stotožnı́me priestor Vm s priestorom
Wm,0. Uvedomme si, že platı́:

wm,0(t− n) = ϕm(t− n) wm,1(t− n) = ψm(t− n) . (4.33)

Waveletové pakety sa môžu od waveletov a funkciı́ mierky podstatne lı́šit’. Situácia je
najvypuklejšia pri úplnom rozklade, pozri obr. 4.16d. Vidı́me, že všetky bázové fun-
kcie majú nosič na celom intervale, čo je ekvivalentné úplnej strate rozlı́šenia v čase
v TF rovine (analogicky ako je to pri DFT). Ak si vyjadrı́me počet prechodov nulou pre
Haarove wm,k v závislosti od k, dostaneme postupnost’0, 1, 3, 2, 7, 6, 4, 5 . Z počtu precho-
dov nulou môžeme usúdit’ na polohu frekvenčného pásma, ktoré približne zodpovedá
posunom wm,k. Vidı́me, že pri úplnom rozklade vo WPT nie sú frekvenčné pásma zo-
radené vzostupne, t. j. v prirodzenom poradı́. Ich poradie sa nazýva Palleyho a spät’
do prirodzeného poradia ich môžeme preusporiadat’ pomocou Grayovho kódu a rever-
ziou bitov. V prı́pade Haarovej WPT s úplným rozkladom dostávame transformáciu
ekvivalentnú s Walshovou transformáciou v Palleyho poradı́ [6].

Na obr. 4.16d je znázornený aj paket w3,8. Vidı́me, že jeho znázornenie v TF rovine by
bolo mimo oblasti zobrazenej na obr. 4.16a a na obr. 4.16b. Je dôležité si uvedomit’, že
rastom indexu k, sa hýbeme horizontálnym rezom v celom binárnom strome priestorov
Wm,k. Pri aktuálnej polohe v reze teda môžeme mat’ predchodcov, ktorým zodpovedá
v TF rovine úplne iná poloha.
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Obr. 4.16. Princı́p delenia podpriestorov v AVR pri dyadickej waveletovej paketovej
transformácii: a) Umiestnenie podpriestorov v binárnom strome podpriestorov pri WR
resp. DWT a prı́kladu WPT b) Spôsob delenia TF roviny zodpovedajúce zobrazenej
časti binárneho stromu c) Reprezentácia priestorov v TF rovine pre WR a prı́klad WPT
z časti (a) d) prı́klad Haarových waveletových paketov a rast počtu N ich prechodov
nulou
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Kapitola 5

Liftingová schéma a polyfázový rozklad

Liftingová schéma [38], [39] predstavuje výhodný spôsob realizácie výpočtov v bankách
filtrov. Jednoducho opisuje závislosti medzi pármi filtrov, ktoré zdiel’ajú ten istý HP,
resp. DP filter. Poskytuje postup ako môžeme začat’ z triviálneho prı́padu „lenivého“
waveletu a postupne vybudovat’ pár filtrov (a zodpovedajúce AVR) s požadovanými
vlastnost’ami. Odtial’ pochádza aj názov „lifting“, t. j. „dvı́hanie“ vlastnostı́ waveletov.
Pomocou liftingu zı́skané wavelety sa zvyknú nazývat’ aj wavelety druhej generácie
[39]. Liftingová schéma umožňuje efektı́vne realizovat’ klasické WT s nasledovnými
výhodami:

• urýchlenie implementácie WT (napr. v 1D prı́pade až dvojnásobne)

• jednoduchý návrh vlastných WT (naviac so zaručenou invertovatel’nost’ou)

• možnost’ realizovat’ každú WT ako celočı́selnú

• možnost’ vykonat’ výpočty bez použitia prı́davnej pamäte (t. j. „in-place“)

Zároveň však liftingová schéma svojou štruktúrou umožňuje jednoduché a výrazné
rozšı́renia klasickej WT, ktoré môžeme zhrnút’ v týchto bodoch:

• konštrukcia nelineárnych WT [46]

• použitie WT pre nerovnomerne vzorkované signály

• konštrukcia WT na intervaloch, krivkách, povrchoch [44]

Matematické základy liftingovej schémy sú založené na koncepte polyfázovej re-
prezentácie bánk filtrov, ktorej sa budeme venovat’ v nasledujúcej časti. Interpretácia
jednotlivých krokov v liftingovej schéme je úzko spätá s predikciou signálov. Použitı́m
konceptu predikcie signálu vysvetlı́me štruktúru liftingovej schémy v časti 5.2. Ďalej
analyzujeme realizáciu bánk filtrov liftingovou schémou zlúčenı́m oboch konceptov —
predikčného a polyfázovej reprezentácie bánk filtrov.

5.1 Polyfázová reprezentácia bánk filtrov

Pri systémoch s rôznym taktovanı́m je často vhodné reprezentovat’filtre (ale aj signály)
ich tzv. polyfázovými zložkami. Filter s prenosovou funkciouH(z) a impulzovou cha-
rakteristikou h(n) môžeme rozložit’ na M polyfázových zložiek Hk(z) pomocou vzt’ahu:

Hk (z) =
∞∑

n=−∞
h (k +Mn) z−n, k = 0, 1, . . . ,M − 1 , (5.1)
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Obr. 5.1. Polyfázová reprezentácia prenosovej funkcie H(z): a) rozklad na M poly-
fázových zložiek Hk(z) b) spätné zloženie prenosovej funkcie zodpovedajúce vzt’ahu
(5.2) c) ekvivalent (b), avšak v tvare, ked’ vyniká jeho dualita s rozkladom (a) d) Tvar
polyfázového rozkladu, ak chceme použit’ iba oneskorenia, porovnaj s (a).
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Obr. 5.2. Polyfázové ekvivalencie pri decimácii a interpolácii: a1) – a3) ekvivalencie pre
decimáciu b1) – b3) ekvivalencie pre interpoláciu

resp. prenosovú funkciu z nich môžeme spätne zložit’ pomocou:

H (z) =
M−1∑

k=0

z−kHk
(

zM
)

. (5.2)

Potom hovorı́me o polyfázovej reprezentácii H(z) pomocou jej polyfázových zložiek
Hk(z). Rozklad na polyfázové zložky je schématicky zobrazený na obr. 5.1a a spätné
zloženie prenosovej funkcie na obr. 5.1b. Použitı́m vzt’ahu (3.13) môžeme zloženie vy-
jadrit’ aj v tvare ako na obr. 5.1c, v ktorom vynikne jeho dualita s rozkladom obr. 5.1a.

Na základe obr. 5.1 s použitı́m základných ekvivalenciı́ vo VR systémoch (3.2) mô-
žeme operáciu decimácie a interpolácie znázornit’ v tvaroch ako na obr. 5.2. Vidı́me,
že vd’aka mocninám zM môžeme filtráciu presúvat’ za podvzorkovanie a pred nadvzor-
kovanie.

Skúsme pomocou polyfázového rozkladu zapı́sat’M-pásmovú banku filtrov (obr. 3.5).
Každú vetvu v analyzačnej časti môžeme reprezentovat’ pomocou obr. 5.2a2. Pre sig-
nály v jednotlivých vetvách po filtrácii (Xr(z)), platı́:
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= F̃p(z
M)Z̃MX(z) , (5.3)

kde F̃p je polyfázová matica pre analýzu a F̃ kr (z) je k-ta polyfázová zložka r-teho
filtra pre analýzu. Tvar matice Z̃M vyplýva z reprezentácie na obr. 5.1d. Po decimácii,
môžeme signály Yr(z) na základe obr. 5.2a3 vyjadrit’ v jednotlivých vetvách pomocou
polyfázovej matice a polyfázových zložiek signálu X(z) takto:
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Polyfázová matica pre syntézu Fp má rovnaký tvar ako F̃p, sú v nej však použité
polyfázové zložky Fr,k(z) filtrov pre syntézu. Celú banku filtrov môžeme použitı́m tohoto
prı́stupu prepı́sat’ do tvarov schématicky znázornených na obr. 5.3. Z vlastnostı́ BF
vyplýva, že Fp je treba v syntéze použı́vat’ v transponovanom tvare. Podmienku úplnej
rekonštrukcie potom môžeme formulovat’ v tvare:

F̃p (z)F
T
p (z) = P (z) = I z

l l ∈ Z . (5.5)

AnalýzaM-pásmových bánk filtrov v polyfázovom tvare je náročná (pozri napr. [17], [21])
a pre naše účely nie je potrebná. V d’alšej časti sa budeme bližšie venovat’dvojpásmovej
banke filtrov.

5.1.1 Polyfázová reprezentácia dvojpásmovej banky filtrov

V prı́pade dvojpásmovej banky filtrov rozkladáme prenosové funkcie filtrov a signály
na dve polyfázové zložky, párnu (e — z angl. even) a nepárnu (o — z angl. odd ). Pre
prenosovú funkciu H(z) potom platı́:

H (z) = He

(

z2
)

+ z−1Ho

(

z2
)

(5.6)
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Obr. 5.5. Model sústavy pre decimáciu signálu: a) klasický prı́stup b) polyfázový roz-
klad

He (z) =
∑

n

h (2n) z−n Ho (z) =
∑

n

h (2n+ 1) z−n . (5.7)

Analogicky môžeme rozdelit’ v BF aj filtre G(z), H̃(z), G̃(z) a vstupný signal X(z).
Na základe vedomostı́ z predchádzajúcej časti môžeme polyfázovú reprezentáciu

dvojpásmovej banky filtrov schématicky znázornit’ ako na obr. 5.4. Ako však k nej
prejst’ od klasickej reprezentácie dvojpásmovej BF (pozri obr. 3.7) a nájst’ jej presnú
matematickú formuláciu? Začnime s operáciou decimácie v hornej vetve, pre ktorú
platı́:

C(z) =
(

X(z)H̃(z)
)

↓ 2 =
[

X(z)H̃(z)
]

e
=
[(

Xe(z
2) + z−1Xo(z

2)
) (

H̃e(z
2) + z−1H̃o(z

2)
)]

e
=

=
[

Xe(z
2)H̃e(z

2) + z−2Xo(z
2)H̃o(z

2) + z−1
(

Xo(z
2)H̃e(z

2) +Xe(z
2)H̃o(z

2)
)]

e
.

Operátor ()e, t. j. zı́skanie párnych zložiek, je ekvivalentný podvzorkovaniu. Spôsobı́, že
nepárne mocniny z zaniknú a párne mocniny budú polovičné, lebo platı́, pozri (3.11),
že C(z) ↓ 2 = 1/2

[

C
(

z1/2
)

+ C
(

−z1/2
)]

. Výsledkom teda bude:

C(z) = H̃e (z)Xe (z) + z
−1H̃o (z)Xo (z) . (5.8)

Celá situácia pri decimácii je schématicky znázornená na obr. 5.5. Pri klasickom spô-
sobe vypočı́tame konvolúciou všetky hodnoty a pri následnom podvzorkovanı́ polovicu
z nich vyradı́me. Pri polyfázovej reprezentácii nič nevyrad’ujeme, výpočet je efektı́vnejšı́
a je priamym obrazom vzt’ahu (5.8).

Pre výstup z analyzačnej časti banky filtrov platı́ [8]:

Y (z) =

(

C (z)
D (z)

)

=





[

H̃ (z)X (z)
]

e[

G̃ (z)X (z)
]

e



 =

(

H̃e (z)Xe (z) + z
−1H̃o (z)Xo (z)

G̃e (z)Xe (z) + z
−1G̃o (z)Xo (z)

)

=

= F̃p (z) Z̃ (z)X (z) , (5.9)
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kde

F̃p (z) =

(

H̃e (z) H̃o (z)

G̃e (z) G̃o (z)

)

Z̃ (z) =

(

1 0
0 z−1

)

X (z) =

(

Xe (z)
Xo (z)

)

. (5.10)

T. j. výstup sme vyjadrili pomocou polyfázovej matice analyzačných filtrov a polyfázo-
vých zložiek vstupného signálu (pozri obr. 5.4). Popisom signálov v syntéze dostaneme
(predpokladáme nekauzálne filtre):

X̂ (z) =

(

X̂e (z)

X̂o (z)

)

=

(

He (z) +Ge (z)
zHo (z) + zGo (z)

)(

C (z)
D (z)

)

= Z (z)FTp (z)Y (z) , (5.11)

kde

Z (z) =

(

1 0
0 z

)

Fp (z) =

(

He (z) Ho (z)
Ge (z) Go (z)

)

. (5.12)

Invertovanı́m vzt’ahu pre analýzu dostaneme:

X (z) = Z (z)
(

F̃p (z)
)−1
Y (z) . (5.13)

Porovnanı́m vzt’ahov (5.11) a (5.13) zistı́me, že pre úplnú rekonštrukciu bez oneskore-
nia X̂ (z) = X (z), treba aby platilo:

(

F̃p (z)
)−1
= FTp (z) . (5.14)

Platı́ nasledovná veta [17]:

Veta 5.1 Pre kriticky vzorkovanú Banku filtrov s KIO filtrami je úplná rekonštrukcia
možná vtedy a len vtedy, ked’det

(

F̃p(z)
)

je mononóm.

Dôkaz pre túto vetu neuvedieme, avšak je zrejmé, že veta nám zaručuje, že pri výpočte
filtrov pre syntézu z filtrov pre analýzu pomocou vzt’ahu (5.14) pri inverzii matice
nevznikne člen, ktorý by spôsobil vznik NIO filtrov. Napr. pri det

(

F̃p (z)
)

= 1 platı́:

H̃e (z) = Go
(

z−1
)

G̃e (z) = −Ho

(

z−1
)

(5.15)

H̃o (z) = −Ge
(

z−1
)

G̃e (z) = −Ho

(

z−1
)

, (5.16)

t. j. dostávame závislosti známe už z biortogonálneho riešenia banky filtrov v časti
3.3.3

H̃ (z) = −z−1G
(

−z−1
)

G̃ (z) = z−1H
(

−z−1
)

. (5.17)

Ortogonálne riešenie BF dostaneme ak je matica F̃p (z) paraunitárna, t.j:
(

F̃p (z)
)−1
= F̃Tp

(

z−1
)

. (5.18)

Definı́cia 5.1 Matica F(z) je unitárna, ak sa jej inverzná matica rovná transponovanej
konjugovanej matici (rozšı́renie ortonormality). Paraunitarita znamená, že matica F(z)
je unitárna pre všetky |z| = 1.

Potom platı́:
Fp (z) = F̃p

(

z−1
)

. (5.19)

V triviálnom prı́pade, ked’ platı́ F̃p (z) = I, je realizovaná tzv. „lenivá“ waveletová trans-
formácia, ktorá signál iba rozdelı́ na párne a nepárne zložky.
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Komplementárne filtre

Filtre H̃(z) a G̃(z) nazývame komplementárne, ak pri ich použitı́ v analyzačnej resp.
syntetizačnej časti BF je možné dosiahnut’ úplnú rekonštrukciu.

Veta 5.2 Ked’ sú komplementárne H̃(z) a G̃(z), potom sú komplementárne aj H(z) a
G(z).

Veta 5.3 K danému kauzálnemu KIO filtru H̃(z) existuje komplementárny filter G̃(z)
vtedy a len vtedy, ak polyfázové zložky H̃(z) sú nesúdelitel’né.

Dôkaz: Podl’a vety 5.1 musı́ byt’determinant polyfázovej matice týchto filtrov mononóm.
Nesúdelitel’nost’ H̃e(z) a H̃o(z) je nutná, ináč by sa ich spoločný faktor vyskytoval v de-
terminante. Postačujúcost’ vyplýva s Euklidovho algoritmu:
Ak máme nesúdelitel’né polynómy a(z) a b(z), potom a(z)p(z) + b(z)q(z) = c(z) má jedno-
značné riešenie. Vol’bou zı́skané riešenie p(z), q(z) predstavuje polyfázové zložky G̃(z).

Vidı́me, že pri komplementárnych filtroch, resp. polyfázovej reprezentácii banky
filtrov, sú dôležitým pojmom súdelitel’né a nesúdelitel’né polynómy. Kedy sú polynómy
nesúdelitel’né je vysvetlené v časti 6.3 na str. 116.

5.2 Liftingová schéma a jej realizácia

Stručná charakteristika liftingovej schémy bola uvedená už na začiatku kapitoly. Teraz
by sme si v krátkosti priblı́žili princı́py na základe ktorých pracuje. Waveletovú trans-
formáciu implementovanú liftingovou schémou môžeme prekreslit’ podl’a obr. 5.6. Sú
v ňom vyznačené základné bloky liftingovej schémy pri jednej úrovni rozkladu — roz-
delenie, predikcia a aktualizácia [38]:

• Rozdelenı́m zı́skavame dve množiny — párne a nepárne vzorky signálu.

• Predikciou sa na základe hodnôt párnych vzoriek snažı́me predpovedat’, ako
vyzerajú nepárne vzorky a tento odhad od nich odčı́tame. Ciel’om je zı́skanie čo
najmenšı́ch hodnôt v HP časti po doprednej transformácii.

• Aktualizáciou sa snažı́me zmenit’ hodnoty párnych vzoriek na základe nepár-
nych tak, aby čo najvernejšie odzrkadl’ovali vlastnosti celého pôvodného signálu,
t. j. aby predikcia bola účinná aj pri d’alšı́ch krokoch. T. j. ciel’om je zachovanie
charakteru signálu v jeho DP časti po doprednej transformácii.

Pri liftingovej schéme začı́najú vystupovat’ do popredia vlastnosti waveletov resp.
koeficientov mierky z hl’adiska schopnosti reprezentácie a aproximácie polynómov
(pozri čast’2.1.3). Tieto schopnosti sú totiž explicitne vyjadrené prediktormi v priečkach
pri liftingovej schéme. Naprı́klad prediktory môžu byt’ schopné na základe N párnych
vzoriek vynulovat’ polynómy stupňa N − 1 v nepárnych vzorkách.

Výpočet v liftingovej schéme postupuje po priečkach, pričom v každej d’alšej priečke
využı́vame výsledky z predchádzajúcich priečok. Tým môžeme v konečnom dôsledku
ušetrit’ až polovicu operáciı́.

Priečková štruktúra nám zároveň zaručuje invertovatel’nost’ všetkého, čo v ope-
ráciách predikcie a aktualizácie pričı́tame k signálu. Stačı́ to len v opačnom poradı́
odčı́tat’ (pozri l’avú a pravú čast’ obr. 5.6). Vlastnost’ úplnej rekonštrukcie a tým aj
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Obr. 5.6. Analýza a syntéza v dvojpásmovej banke filtrov realizovanej pomocou liftin-
govej schémy

biortogonalita zodpovedajúcej banky filtrov je automaticky zaručená. Preto môžeme
použit’ naprı́klad aj nelineárne a celočı́selné prediktory.

Uved’me si teraz niekol’ko prı́kladov na realizáciu waveletových transformáciı́ po-
mocou liftingovej schémy a analyzujme ich funkčnost’ a účelovost’. Na otázku „prečo?“
budeme odpovedat’ až v častiach 5.2.1 — 5.2.3.

„Lenivá“ waveletová transformácia

S touto transformáciou sme sa už stretli v časti 5.1.1. Vstupný signál je pri nej iba
rozdelený na párne a nepárne zložky, pričom charakter oboch zložiek signálu je rov-
naký. Rekonštrukcia je sı́ce úplná, ale o nejakých vylepšeniach v zmysle predikcie a
aktualizácie nemôže byt’ ani reč.

Haarova waveletová transformácia

Haarova (waveletová) transformácia, tak ako sme sa s ňou doteraz stretli, sa vlastne
snažı́ v DP časti dostat’ priemer susedných vzoriek, v HP časti zase rozdiel. Ak je teda
transformovaný signál po častiach konštantný, dostávame v HP časti nulové vzorky.
Realizácia Haarovej transformácie liftingovou schémou zodpovedajúca jednej úrovni
rozkladu v banke filtrov je nasledovná (pozri aj obr. 5.7):

1. Signál si rozdelı́me na párne a nepárne časti:

c(0) (n) = x (2n) d(0) (n) = x (2n+ 1) . (5.20)

2. Najprv aktualizujeme priemer (zatial’ nie je normovaný pomocou 1/2, je to jedno-
ducho súčet):

c(1) (n) = c(0) (n) + d(0) (n) . (5.21)

3. A potom na základe „priemeru“ predikujeme HP čast’:

d(1) (n) = d(0) (n)− 0.5c(1) (n) . (5.22)

4. Normalizujeme (K =
√
2 ):

d(2) (n) = Kd(1) (n) =
√
2
2 (x (2n)− x (2n+ 1)) (5.23)

c(2) (n) = 1
K c
(1) (n) =

√
2
2 (x (2n) + x (2n+ 1)) (5.24)

.

Vidı́me, že výsledné váhovanie koeficientov x(n) pri výpočte c(n) a d(n) je ekvivalentné
váhovaniu vo vzt’ahoch (1.54), (1.55).
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Obr. 5.7. Kroky liftingu pri realizácii jednej úrovne Haarovej DWT a) rozklad b) rekon-
štrukcia (všimnite si, akým spôsobom je dosiahnutá úplná rekonštrukcia)

DWT s CDF(2,2) waveletom

Waveletový systém s CDF(2,2) waveletom je schopný reprodukovat’ po častiach line-
árne funkcie, pozri čast’ 2.3.3, vzt’ah (3.58), tabul’ku 3.1 a systém B2.2 na obr. 2.8.
Realizácia zodpovedajúceho rozkladu signálu pri liftingovej reprezentácii je takáto:

1. Najprv si rozdelı́me signál na párne a nepárne časti:

c(0) (n) = x (2n) d(0) (n) = x (2n+ 1) . (5.25)

2. Waveletové koeficienty nám určujú mieru, ako sa náš signál lı́ši od lineárneho
(pozri obr. 5.8):

d(1) (n) = d(0) (n)− 12
[

c(0) (n) + c(0) (n+ 1)
]

. (5.26)

Obr. 5.8. V systéme s CDF(2,2) waveletom vyjadruje HP čast’signálu mieru nelinearity,
t. j. mieru, ako sa analyzovaný signál lı́ši od (po častiach) nelineárneho signálu

3. V DP časti chceme zachovat’ aspoň priemer, t. j. jednosmernú zložku signálu.
Hl’adáme riešenie v tvare:

c(1) (n) = c(0) (n) +A
[

d(1) (n) + d(1) (n− 1)
]

. (5.27)

Ak uvážime, že koeficientov c(n) je polovičný počet ako x(n), musı́ platit’:
∑

n
c(1) (n) = 1

2

∑

n
x (n) . (5.28)
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Obr. 5.9. Realizácia jednej úrovne rozkladu s CDF(2,2) waveletovým systémom a) kroky
liftingu a výsledné preusporiadanie b) ekvivalencia výpočtu s konvolúciou s filtrami
pre analýzu

Riešenı́m tejto rovnice s použitı́m vzt’ahov (5.25) — (5.27) dostaneme hodnotu
A = 1/4.

Ak náš vstup stotožnı́me s množinou c0(n), naše výstupy budú reprezentovat’mno-
žiny c1(n) a d1(n). Realizáciu výpočtu potom môžeme zobrazit’ v tvare ako na obr. 5.9a.
Uvedomme si, že aby sme výsledok dostali v klasickom tzv. „Mallatovom“ tvare, je ho
treba preusporiadat’. Pomocou obr. 5.9b si l’ahko môžeme skontrolovat’, že náš výstup
zodpovedá konvolúciám s nenormovanými CDF(2,2) filtrami pre analýzu:

h̃ (n) =
(

−18 , 14 , 34 , 14 ,−18
)

g̃ (n) =
(

−12 , 1,−12
)

. (5.29)

Pri výpočte rozkladu bolo použité symetrické rozšı́renie signálu. Na obr. 5.9 je zná-
zornené, ako elegantne sa to rieši v prı́pade liftingu. Stačı́ jednoducho zdvojenie váhy
zrkadlového koeficientu vnútri signálu (t. j. prı́slušné koeficienty na okraji sú váhované
−1 namiesto −1/2 a 1/2 namiesto 1/4)

Preusporiadanie koeficientov a výpočet „in-place“

Reprezentáciu signálu nemusı́me po každom stupni rozkladu preusporiadávat’do kla-
sickej, tzv. Mallatovej reprezentácie (pozri obr. 1.18), ako sme predviedli na obr. 5.9.
Všetky operácie na signáli môžeme vykonat’ pomocou jeho logického rozdelenia na
párne a nepárne koeficienty. Tie sú následne navzájom sčı́tavané priamymi váhova-
nými súčtami v oddelených krokoch liftingu. Na výpočet takto nepotrebujeme žiadnu
prı́davnú pamät’ na medzivýpočty, ako je tomu pri klasickom výpočte konvolúcie (a
to ešte nevravı́me o podvzorkovanı́). Ak chceme výsledné spektrum preusporiadat’ do
Mallatovej reprezentácie, musı́me výsledné pole preindexovat’ reverziou bitov ich inde-
xov. Tento proces je znázornený na obr. 5.10.

5.2.1 Kroky liftingu a polyfázové matice

Ako bolo spomenuté na začiatku kapitoly, existuje silné spojenie medzi polyfázovou
reprezentáciou bánk filtrov a liftingovou schémou. A to je, že prediktory a „aktuali-
zátory“ v priečkovej štruktúre liftingovej schémy môžeme zı́skat’ tzv. faktorizáciou
polyfázových matı́c Fp.
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Obr. 5.10. Spôsob preusporiadania spektrálnych koeficientov reverziou bitov pri pre-
chode medzi Mallatovou a liftingovou reprezentáciou

Začnime najprv z opačného smeru. Vychádzajme z triviálnych komplementárnych
filtrov a postupne vylepšujme ich vlastnosti. Nech H̃(z) a G̃(z) v BF sú komplemen-
tárne, t. j. det

(

F̃p (z)
)

= z−l . Potom platı́:

• každý nový KIO filter H̃new(z) resp. G̃new(z) komplementárny k G̃(z) resp. H̃(z)
môžeme vyjadrit’ tzv. liftingom z pôvodného filtra ako:

H̃new (z) = H̃ (z) + S
(

z2
)

G̃ (z) . (5.30)

Potom platı́:

F̃newp (z) =

(

1 S (z)
0 1

)

F̃p Fnewp (z) =

(

1 0
−S

(
z−1

)
1

)

Fp (5.31)

Gnew (z) = G (z)− S
(

z−2
)

H (z) (5.32)

• každý nový KIO filter H̃new(z) resp G̃new(z) komplementárny k H̃(z) resp. G̃(z)
môžeme vyjadrit’ tzv. duálnym liftingom z pôvodného filtra ako:

G̃new (z) = G̃ (z) + T
(

z2
)

H̃ (z) . (5.33)

Potom platı́:

F̃newp (z) =

(

1 0
T (z) 1

)

F̃p Fnewp (z) =

(

1 −T
(
z−1

)

0 1

)

Fp (5.34)

Hnew (z) = H (z)− T
(

z−2
)

G (z) , (5.35)

kde
S (z) =

∑

n

s (n) z−n T (z) =
∑

n

t (n) z−n (5.36)

sú prenosovými funkciami KIO filtrov a môžu byt’ interpretované ako prediktory. Uve-
domme si, že nové filtre zachovávajú komplementaritu, lebo determinanty matı́c F̃p(z)
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a F̃newp (z) ostávajú mononómami (pri dôkaze sa využı́va, det(AB) = det(A) det(B)). Pri
odvodzovanı́ dôsledkov sme využı́vali tieto vlastnosti (formulované pre S(z)):

[

S
(

z2
)

G̃ (z)
]

e
= G̃e (z)S (z)

[

S
(

z2
)

G̃ (z)
]

o
= G̃o (z)S (z) (5.37)

P (z) = FTp (z) F̃p (z) = F
T
p

(

1 −S (z)
0 1

)(

1 S (z)
0 1

)

F̃p = (5.38)

=

((

1 0
−S

(
z−1

)
1

)

Fp

)T (

1 S (z)
0 1

)

F̃p . (5.39)

Platia teda tieto skutočnosti:

1. Modifikácia H̃(z) resp. G̃(z) má za následok modifikáciu G(z) resp. H(z) (ak
chceme úplnú rekonštrukciu).

2. Analýzu a syntézu môžeme zamenit’, ked’že sú vzájomne inverzné.

Pristúpme teraz k interpretácii uvedených výsledkov. Liftingom (5.30) sme „zlep-
šili“ vlastnosti H(z). V priečkovej štruktúre je také niečo možné len aktualizáciou.
Skutočne, vzt’ah (5.31) zodpovedá aktualizácii párnych koeficientov z nepárnych po-
mocou S(z). Maticu F̃zp násobı́me zl’ava, teda táto operácia bude na signáli pri rozklade
vykonaná ako posledná, pozri obr. 5.11. Pri rekonštrukcii zas bude táto operácia (pozri
vzt’ah 5.38) prvá a s opačným znamienkom. Analogicky, duálnemu liftingu zodpovedá
predikcia pomocou T (z).

z
-1

2

2

F (z)p

X(z)
2

2

Fp(z)
T~ X(z)^

HP

DP

D(z)

C(z)

z

S(z) S(z)

Obr. 5.11. Polyfázová reprezentácia dvojpásmovej banky filtrov s analyzačným DP
filtrom „vylepšeným“ pomocou aktualizácie párnych koeficientov

Zlepšovanı́m vlastnostı́ H̃(z) a G̃(z), t. j. striedanı́m krokov liftingu a duálneho
liftingu postupne budujeme systém so žiadanou priečkovou štruktúrou. Začat’môžeme
napr. s lenivým waveletom, pre ktorý platı́ F̃p (z) = I, t. j.:

(

C (z)
D (z)

)

=

(

Xe (z)
z−1Xo (z)

)

. (5.40)

Striedanı́m liftingu a duálneho liftingu s finálnym normovanı́m potom dostaneme
polyfázovú maticu pre analýzu v tvare:

F̃p (z) =

(

K 0
0 1/K

)
1∏

i=m







duálny lifting
︷ ︸︸ ︷
(

1 0
Ti (z) 1

) (

1 Si (z)
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

lifting







. (5.41)
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Zodpovedajúcu polyfázovú maticu pre syntézu dostaneme1 inverziou a transponova-
nı́m (5.41):

FTp = F̃−1
p (z) =

m∏

i=1

{(

1 −Si (z)
0 1

)(

1 0
−Ti (z) 1

)}(

1/K 0
0 K

)

(5.42)

Fp =

(

1/K 0
0 K

)
1∏

i=m

{(

1 −Ti
(
z−1

)

0 1

)(

1 0
−Si

(
z−1

)
1

)}

. (5.43)

Realizácia uvedených kaskádových štruktúr je znázornená na obr. 5.12.

Úloha 5.1 Dokážte, že determinant F̃newp (z) po krokoch liftingu a duálneho liftingu zo-
stane mononóm.

z
-1

2

2

X(z)
T (z)1 S (z)1 T (z)m S (z)m

1/KN

KN

párne

nepárne

c
(1)

d
(1)

c
(m)

d
(m)

C(z)

D(z)

z

2

2

X(z)
T (z)1S (z)1T (z)mS (z)m

c
(1)

d
(1)

c
(m)

d
(m)

C(z)

D(z)

a)

b)

duálny
lifting

lifting

Fp(z)
~

F Fp(z) = (z)
-1 T

p

~

1/KN

KN

Obr. 5.12. Úplná reprezentácia dvojpásmovej banky filtrov priečkovou štruktúrou lif-
tingovej schémy

5.2.2 Faktorizácia polyfázovej matice

Polynómy, ktoré sa vyskytujú v polyfázovej matici, môžeme považovat’ za Laurentove
polynómy premennej z, pozri čast’6.3. Pri faktorizácii polyfázovej matice Fp(z) hl’adáme
rozklad danej matice Fp(z) na dolné a horné trojuholnı́kové matice. Tento postup
je analogický s Euklidovým algoritmom na hl’adanie najväčšieho spoločného delitel’a
(NSD) Laurentových polynómov. Tie sú v našom prı́pade prenosovými funkciami filtrov
v z-rovine. S ohl’adom na čast’ 6.3 platı́:

• Pre Laurentove polynómy nie je NSD jednoznačne určený.

• Pri faktorizácii odštiepujeme striedavo polynómy Ti(z) (duálny lifting) a Si(z) (lif-
ting), ktoré nám efektı́vne znižujú Laurentove dĺžky polyfázových zložiek.

• Striedanı́m týchto dvoch krokov sa snažı́me dopracovat’ k diagonálnej matici s
konštantami na diagonále, čı́m je výpočet skončený.

1Treba použit’ pravidlá pre transponovanie a inverziu súčinu matı́c a uvedomit’ si, aký tvar majú
inverzné a transponované matice pre Si a Ti, pozri vzt’ah (5.38).
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Začnime hl’adat’ faktorizáciu od začiatku, bez ohl’adu na vedomosti z predchádzajú-
cej časti. Za akých podmienok bude existovat’, v akom bude tvare a ako ju realizovat’?

Veta 5.4 Pre dané komplementárne filtreH(z),G(z) vždy existujú Laurentove polynómy
Si(z) , Ti(z) a taká konštanta K, že platı́ 5.41 resp. 5.43.

Dôkaz: Ked’že k H(z) existuje komplementárny filter, sú jeho polyfázové zložky nesú-
delitel’né a použitı́m Euklidovho algoritmu dostaneme ich rozklad v tvare:

(

He (z)
Ho (z)

)

=
n∏

i=1

(

Qi (z) 1
1 0

)(

C
0

)

, (5.44)

kde vhodnou vol’bou kvocientov môžeme vd’aka nejednoznačnosti delenia dostat’An(z) =
konštanta = C. K danému filtru H(z), vždy môžeme nájst’ komplementárny filter G0(z),
aby pre polyfázovú maticu Fp0 tejto dvojice platilo:

FTp0 (z) =

(

He (z) G0e (z)
Ho (z) G0o (z)

)

=
n∏

i=1

(

Qi (z) 1
1 0

)(

C 0
0 1/C

)

= (5.45)

=

n/2
∏

i=1

(

1 Q2i−1 (z)
0 1

)(

1 0
Q2i (z) 1

)(

C 0
0 1/C

)

. (5.46)

Ďalej môžeme l’ubovol’ný G(z) (naprı́klad náš pôvodný), komplementárny k H(z), dostat’
z G0(z) jedným liftingom, napr.:

Fp (z) =

(

1 1
−S

(
z−1

)
1

)

Fp0 (z) . (5.47)

Kombináciou uvedených vzt’ahov a substitúciami: C = 1/K, Q2i−1(z) = −Si(z) a Q2i(z) =
−Ti(z) je vyjadrené FpT vo vzt’ahu (5.42). Transponovanı́m by sme dostali (5.43) a
inverziou (5.41), čı́m je veta dokázaná.

Dôsledkom predchádzajúcej vety je, že ak filtre tvoriace polyfázovú maticu sú kom-
plementárne, potom faktorizácia existuje a je v tvare (5.41) resp. (5.42). Aká však bude
jej konkrétna realizácia? Začnime s polyfázovou maticou pre analýzu F̃p (z) a ukážme,
čo by sa stalo, keby sme od nej odštiepili Ti(z) alebo Si(z)

F̃p (z) =

(

H̃e (z) H̃o (z)

G̃e (z) G̃o (z)

)

=

=

〈

(

H̃new
e (z) H̃o (z)

G̃newe (z) G̃o (z)

)

︸ ︷︷ ︸

zvyšok po odštiepenı́

(

1 0
Ti (z) 1

)

=

(

H̃e (z)− H̃o (z)Ti (z) H̃o (z)

G̃e (z)− G̃o (z)Ti (z) G̃o (z)

)

(

H̃e (z) H̃new
o (z)

G̃e (z) G̃newo (z)

)

︸ ︷︷ ︸

zvyšok po odštiepenı́

(

1 Si (z)
0 1

)

=

(

H̃e (z) H̃o (z)− H̃e (z)Si (z)

G̃e (z) G̃o (z)− G̃e (z)Si (z)

)
.(5.48)

Situácia, ktorá nastane po odštiepenı́ oboch, Ti(z) alebo Si(z), je znázornená na obr. 5.13.
T. j. pri analýze odštiepenia zodpovedajú vytváraniu priečok v štruktúre vl’avo od po-
lyfázovej matice. Pri odštiepovanı́ platia nasledovné pravidlá:
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• Pri odštiepovanı́ Ti(z) volı́me Ti (z) = H̃e (z) /H̃o (z) alebo Ti (z) = G̃e (z) /G̃o (z), t. j.
podl’a toho, či chceme vynulovat’ H̃new

e (z) alebo G̃newe (z).

• Pri odštiepovanı́ Si(z) volı́me Si (z) = H̃o (z) /H̃e (z) alebo Si (z) = G̃o (z) /G̃e (z), t. j.
podl’a toho, či chceme vynulovat’ H̃new

o (z) alebo G̃newo (z).

Pri odštiepovanı́ teda striedavo nulujeme nepárne a párne polyfázové zložky filtrov.
Tým sa snažı́me čo najrýchlejšie znižovat’ Laurentove dĺžky nefaktorizovanej časti fil-
trov. Spravidla je najlepšou vol’bou nulovat’ vždy najväčšı́ polynóm.

z
-1

2

2

F (z)p

new
X(z) 2

2

Fp

new
(z)

T~ X(z)^

z

S (z)1T (z)1 S (z)1

C(z)

D(z)
T (z)1

Obr. 5.13. Polyfázová reprezentácia dvojpásmovej banky filtrov po odštiepenı́ matice
pre Ti(z) a Si(z) pri faktorizácii polyfázovej matice pre analýzu

Prı́klad 5.1 Nájdite faktorizáciu filtrov s prenosovými funkciami:

H̃(z) = −1
8
z−2 +

1

4
z−1 +

3

4
+
1

4
z − 1
8
z2 (5.49)

G̃(z) =
1

4
z−2 − 1

4
z−1 +

1

4
. (5.50)

Riešenie: Rozložme si prenosové funkcie filtrov na ich polyfázové zložky:

H̃(z) =

{

− 1
8
z−2 +

3

4
− 1
8
z2
}

︸ ︷︷ ︸

H̃e(z2)

+z−1
{

1

4
+
1

4
z2
}

︸ ︷︷ ︸

H̃o(z2)

(5.51)

G̃(z) =

{

1

4
z−2 +

1

4

}

︸ ︷︷ ︸

G̃e(z2)

+z−1
{

− 1
2

}

︸ ︷︷ ︸

G̃o(z2)

(5.52)

H̃e(z) = −18z−1 + 34 − 18z H̃o(z) =
1
4 +

1
4z

G̃e(z) =
1
4z

−1 + 14 G̃o(z) = −12
. (5.53)

Sformujme polyfázovú maticu pre analýzu F̃p(z):

F̃p (z) =

(

H̃e (z) H̃o (z)

G̃e (z) G̃o (z)

)

=

(

−18z−1 + 34 − 18z 1
4 +

1
4z

1
4z

−1 + 14 −12

)

. (5.54)

Jej determinant je mononóm:

det
(

F̃p(z)
)

=

(

−1
8
z−1 +

3

4
− 1
8
z

)(

−1
2

)

−
(
1

4
+
1

4
z

)(
1

4
z−1 +

1

4

)

= −1
2
, (5.55)
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t. j. filtre sú komplementárne a faktorizácia existuje. Teraz striedavo odštiepujme. Za-
čnime napr. s T (z):

F̃p(z) =

(

H̃new
e (z) 1

4 +
1
4z

H̃new
e (z) −12

)(

1 0
t̃(z) 1

)

. (5.56)

T. j. hl’adáme vzhl’adom na T (z) riešenie pre sústavu rovnı́c:

−1
8
z−1 +

3

4
− 1
8
z = T̃ (z)

(
1

4
+
1

4
z

)

+ H̃new
e (z) (5.57)

1

4
z−1 +

1

4
= T̃ (z)

(

−1
2

)

+ H̃new
e (z) . (5.58)

Riešenie môžeme zvolit’ tak, že H̃e (z) alebo G̃e (z) ostane nulové. Vynulujme H̃e (z),
ktorý má väčšiu Laurentovu dĺžku. Ak inicializujeme Euklidov algoritmus s a0 = H̃e(z) a
b0 = H̃o(z), máme po prvom kroku 3 možnosti:

−1
8
z−1 +

3

4
− 1
8
z =







(

−12z−1 + 72
) (
1
4 +

1
4z
)

− z
(

−12z−1 − 12
) (
1
4 +

1
4z
)

+ 1
(
7
2z

−1 − 12
) (
1
4 +

1
4z
)

− z−1 .
(5.59)

Z nich si vyberieme (naprı́klad) symetrické riešenie a dostávame F̃p(z) v tvare:

F̃p(z) =

(

1 1
4 +

1
4z

0 −12

)(

1 0
−12z−1 − 12 1

)

. (5.60)

Zopakovanı́m uvedeného postupu pre S(z) by sme dostali:

F̃p(z) =

(

1 0
0 −12

)(

1 1
4 +

1
4z

0 1

)(

1 0
−12z−1 − 12 1

)

. (5.61)

Na diagonále nám zostali konštanty, takže sme na konci výpočtu. Teraz už len treba
výsledok správne interpretovat’.

5.2.3 Realizácia prediktorov

Povedzme, že máme k dispozı́cii faktorizáciu na kroky liftingu, t. j. polynómy Si(z)
a Ti(z). Ako použit’ ich hodnoty pri výpočte rozkladu v banke filtrov? Je jednoduché
vysledovat’, že v analyzačnej časti banky filtrov vedú duálny lifting a lifting k nasle-
dovným operáciám (formulovaným v čase) [8]:

• predikcia (duálny lifting)

d(j+1) (n) = d(j) (n) +
∑

∀k
t (k) c(j) (n− k) (5.62)

• aktualizácia (lifting)

c(j+1) (n) = c(j) (n) +
∑

∀k
s (k) d(j) (n− k) , (5.63)
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kde dj(n) a cj(n) predstavujú aktuálne verzie výstupných signálov, t. j. verzie po j
predikciách a aktualizáciách, ako je znázornené aj na obr. 5.6. Ako však uvedený al-
goritmus pomocou párnych a nepárnych zložiek x(n) inicializovat’? V zásade máme dva
spôsoby lı́šiace sa v tom, či pri rozdelenı́ x(n) na párne a nepárne koeficienty chceme
použit’predstih alebo oneskorenie (pozri obr. 5.14a) pred podvzorkovanı́m a samotným
vstupom do polyfázovej matice. Dôležitá je poloha párov xe(n) a xo(n) v rovnakom čase
(t. j. s rovnakou mocninou z ), pozri obr. 5.14b, od ktorej sa odvı́ja polohovanie na-
sledujúcich operáciı́ v priečkach. Toto párovanie sa dá v oboch prı́padoch jednoducho
overit’ použitı́m vzt’ahu (5.9) a ekvivalencie (obr. 5.1d). Vstupné vektory pre polyfázovú
maticu a zodpovedajúca inicializácia c(0) a d(0) sú:

• použitý predstih (z1):

vstup = Z X(z) =

(

1 0
0 z1

)(

Xe (z)
Xo (z)

)

(5.64)

c0(n) = x(2n) (5.65)

d0(n) = x(2n+ 1) (5.66)

• použité oneskorenie (z−1):

vstup = Z̃ X(z) =

(

1 0
0 z−1

)(

Xe (z)
Xo (z)

)

(5.67)

c0(n) = x(2n) (5.68)

d0(n) = x(2n− 1) , (5.69)

kde Z, X(z) a Z̃ boli použité v zmysle vzt’ahu (5.9). Správnou vol’bou typu inicializácie
môžeme dosiahnut’ predikciu a aktualizáciu koeficientov použitı́m ich najbližšieho
priestorového okolia.
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Obr. 5.14. Realizácia prediktorov v liftingovej schéme: a) Spôsoby zı́skania párnych
a nepárnych koeficientov pre výpočet b) Zodpovedajúce dvojice koeficientov a tvar
operáciı́ v liftingovej schéme
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Prı́klad 5.2 Faktorizáciou analyzačnej polyfázovej matice sme dostali (pozri prı́klad
5.1):

F̃p(z) =

( √
2 0

0 −
√
2
2

)(

1 1
4 +

1
4z

0 1

)(

1 0
−12z−1 − 12 1

)

. (5.70)

Kroky liftingu pre doprednú a spätnú transformáciu: a) napı́šte a schématicky znázornite
v čase b) znázornite zodpovedajúci model sústavy pomocou polynómov v z-rovine. Pri
analyzačnej časti BF zvol’te oneskorenie.

Riešenie:

Analýza Rekonštrukcia
c(0)(n) = x(2n) d(0)(n) = x(2n− 1) ĉ(1)(n) = 1√

2
ĉ(n) d̂(1)(n) =

√
2d̂(n)

d(1)(n) = d(0)(n) +
[

−12c(0)(n)− 12c(0)(n− 1)
]

ĉ(0)(n) = ĉ(1)(n)−
[
1
4 d̂
(1)(n+ 1) + 14 d̂

(1)(n)
]

c(1)(n) = c(0)(n) +
[
1
4d
(1)(n+ 1) + 14d

(1)(n)
]

d̂(0)(n) = d̂(1)(n) +
[

−12 ĉ(0)(n)− 12 ĉ(0)(n− 1)
]

c(n) =
√
2c(1)(n) d(n) = 1√

2
d(1)(n) x̂(2n) = ĉ(0)(n) x̂(2n− 1) = d̂(0)(n)

Grafická reprezentácia, pozri obr. 5.15 je ako v prı́klade realizácie Liftingu s waveletom
CDF(2,2), pozri obr. 5.9. Rozdiel je iba v tom, že teraz sme použili normovaný tvar a
opačné spájanie do dvojı́c (predtým sme predpokladali v analýze predstih a filtre s inou
fázou). Schématické znázornenie analyzačnej časti v z-rovine je na obr. 5.16.

c (0)0

-1/2 -1/2

1/4 1/4 1/4

-1/2 -1/2 -1/2 -1/2 -1/2 -1/2

1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

c (1)0 c (2)0 c (3)0 c (4)0 c (5)0 c (6)0 c (7)0

d (1)1 d (2)1 d (3)1 d (0)1c (0)1 c (1)1 c (2)1 c (3)1

c (-1)0

d (0)1

Obr. 5.15. Realizácia jednej úrovne rozkladu v čase, zodpovedajúca systému z prı́kladu
5.2. Všimnite si posun indexu diferenčných koeficientov, vyplývajúci z oneskorenia
v analýze

Úloha 5.2 Riešte predchádzajúci prı́klad v situácii, ked’ v analyzačnej časti BF je pou-
žitý predstih a nie oneskorenie. Uvedomte si, čo výsledok znamená, aký vplyv to bude
mat’na DWT a vlastnosti spektra.

Lifting a interpolačné filtre

DP Filter H̃(z) nazývame interpolačný, ak je schopný interpolovat’ koeficienty pres-
triedané nulami (obvykle ako polynómy R-tého rádu). Platı́ [39]:

Ak je filter polpásmový, tak je aj interpolačný.
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Obr. 5.16. Realizácia jednej úrovne rozkladu signálu X(z), zodpovedajúca systému z
prı́kladu 5.2.

Je to preto, lebo interpoluje párne koeficienty z nepárnych, resp. naopak. Polpás-
mový filter má v impulzovej charakteristike okrem počiatku párne koeficienty nu-
lové. Koeficienty interpolačných filtrov vypočı́tame jednoducho tzv. Nevillovým algorit-
mom [1]. Prı́klady interpolačných filtrov sú:

• Haarov wavelet — konštantná interpolácia h(n) = (1, 1)

• CDF(2,2) — lineárna interpolácia, h(n) = (1/2, 1, 1/2)

• 4-bodová schéma — kvadratická interpolácia h(n) = (−1/16, 0, 9/16, 1, 9/16, 0,−1/16).

Aká je ich polyfázová reprezentácia? Ked’že pre polpásmové filtre platı́ H̃e (z) = 1,
faktorizácia pre priečkovú štruktúru bude v tvare:

F̃p (z) =

(

1 H̃o

G̃e G̃o

)

det = 1

(

1 H̃o

G̃e 1 + G̃eH̃o

)

=

(

1 0

G̃e 1

)(

1 H̃o

0 1

)

. (5.71)

T. j.:

Interpolačné filtre predstavujú takú triedu filtrov, ktoré sa dajú
v banke filtrov realizovat’ liftingovou schémou v dvoch krokoch.

Dôležitá aplikácia interpolačných filtrov je napr. v počı́tačovej grafike [29], [43],
[44]. Opakovanı́m nadvzorkovania signálu s následnou interpoláciou interpolačným
filtrom môžeme zjemnit’danú siet’bodov a ich hodnôt — výsledkom by mala byt’hladká
funkcia. Tento proces si môžeme predstavit’ ako inverznú waveletovú transformáciu
bez pridávania „detailov“.

5.2.4 Urýchlenie výpočtov

Liftingová schéma umožňuje použitı́m priečkovej štruktúry skrátit’ výpočet DWT v li-
mitnom prı́pade až na polovicu. Skúsme vyjadrit’ priemerný počet násobenı́ a sčı́tanı́
na výpočet jedného koeficientu pri DWT jednostupňovom rozklade klasickým spôso-
bom a liftingom:
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Typ waveletu DWT klasicky DWT liftingom Urýchlenie [%]
Haar 3 3 0
Db2 14 9 56
Db3 22 14 57
FBI 9/7 23 14 64
B-spline(4, 2) 17 10 70
Interpolačné(N, Ñ) 3(N, Ñ)− 2 3

2 (N +Ntilde)
N+Ñ−4
N+Ñ

100

Výsledky z hl’adiska zložitosti výpočtu môžeme zhrnút’ nasledovne:

• Výpočet FFT ‚ zložitost’ rádu N ∗ log(N)

• Výpočet DWT ‚ zložitost’ rádu N

• Výpočet DWT liftingom ‚ d’alšie znı́ženie počtu operáciı́ až na polovicu.

5.2.5 Nelineárne a celočı́selné DWT

Vytvorenı́m priečkovej štruktúry výpočtu DWT liftingom sme zı́skali možnost’ použit’
v priečkach takmer l’ubovol’né operácie a predsa ostane úplná rekonštrukcia zacho-
vaná [45], [46]. Je to spôsobené tým, že čokol’vek sme pričı́tali k jedným koeficientom,
môžeme pri rekonštrukcii aj odčı́tat’. V tej chvı́li totiž už máme k dispozı́cii identickú
informáciu na základe ktorej sme v analýze hodnotu na pričı́tanie vytvorili. T. j. napr.
celočı́selnú DWT dostaneme nasledovnou modifikáciou pri liftingu:

d(j+1) (n) =

⌊

d(j) (n) +
∑

∀k
t (k) c(j) (n− k)

⌋

(5.72)

c(j+1) (n) =

⌊

c(j) (n) +
∑

∀k
s (k) d(j) (n− k)

⌋

. (5.73)

Problém spôsobuje iba normovanie na konci výpočtu v analýze, ktoré nepredstavuje
priečkovú štruktúru. Ak ho vynecháme, zvýši nám to dynamiku dát, čo často nebýva
najvhodnejšie riešenie. Druhým riešenı́m je vyjadrit’ normalizáciu krokmi liftingu, za
cenu mierneho zväčšenia výpočtovej náročnosti celého procesu, t. j. využit’ vlastnost’:

(

K 0
0 1/K

)

=

(

1 K −K2
0 1

)(

1 0
−1/K 1

)(

1 K − 1
0 1

)(

1 0
1 1

)

. (5.74)

Tým nám vznikla priečková štruktúra aj z normalizácie, ktorú môžeme celočı́selne
aproximovat’.
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Kapitola 6

Dodatky
V tejto kapitole sú uvedené podporné informácie k učebnému textu. Priamo súvisia
s waveletmi a bankami filtrov a prinajmenšom ich bežná znalost’ je nevyhnutným
predpokladom na zvládnutie učebného textu. Predpokladáme, že s väčšinou z týchto
informáciı́ sa čitatel’už stretol, preto nie sú zaradené priamo do textu. Na tomto mieste
uvádzame základný prehl’ad, ktorého úlohou je sumarizovat’ iba tie najpotrebnejšie in-
formácie.1 Podrobné informácie o týchto oblastiach sa dajú nájst’v dostupnej odbornej
literatúre.

6.1 Fourierova transformácia a jej druhy

Fourierova transformácia predstavuje najpoužı́vanejšı́ nástroj na zist’ovanie frekvenč-
ných charakteristı́k signálov. Súhrnný prehl’ad jej základných typov je uvedený v ta-
bul’ke 6.1. Podrobnejšie informácie o všetkých typoch sú uvedené napr. v [2], [21].
Vlastnosti DTFS a rýchly algoritmus výpočtu sú uvedené napr. v [7]. Krátkodobá Fou-
rierova transformácia (STFT) a jej vlastnosti sú detailne popı́sané napr. v [21, str. 312].

6.2 Z-transformácia a diskrétne systémy

Definı́cia 6.1 Nech postupnost’ x(n) ∈ l2(Z) predstavuje diskrétny signál. Jeho Z-
transformácia je definovaná ako

X(z) =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n , (6.1)

kde z je komplexná premenná.

Z-transformáciou každému bodu komplexnej roviny „z“, pre ktorý vzt’ah 6.1 konver-
guje, priradı́me komplexné čı́slo — funkčnú hodnotu X(z). Niektoré základné vlast-
nosti Z-transformácie sú uvedené v tabul’ke 6.2.

Parametrizáciou premennej z pomocou z = ejΩ vyberáme iba hodnoty ležiace na
jednotkovej kružnici a dostávame frekvenčnú charakteristiku X(Ω) postupnosti
x(n). Parameter Ω sa nazýva pomerová uhlová frekvencia. Uvedený prechod od x(n)
k X(Ω) je ekvivalentný výpočtu DTFT signálu x(n), pozri tabul’ku 6.1.

Ak x(n) predstavuje odpoved’ diskrétneho systému na Kroneckerov impulz u(n), po-
tom X(z) je prenosová funkcia systému. V tomto texte sa stretneme iba so systémami
s konečnou impulzovou odpoved’ou (KIO). Prı́kladom takýchto systémov sú KIO filtre.
Vyjadrenı́m frekvenčnej charakteristiky prenosovej funkcie v tvare

X(Ω) = |X(Ω)|ejφ(Ω) =M(Ω)ejφ(Ω) (6.2)

1Rozsah textu ani neumožňuje venovat’ sa uvedeným oblastiam podrobnejšie.
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CTFT 0 wt

f(t)
F(w)

0

(FT) f (t) = 1
2π

∫

ω
F (ω) ejωtdω F (ω) =

∫

t
f (t) e−jωtdt

CTFS
T

T

p2

w

t

f(t)

F(w)

k1

F( )k

0 0

(FR) f (t) =
∑

k
F (k) ej2πkt/T F (k) = 1

T

∫
T
2

−T2
f (t) e−j2πkt/T dt

DTFT

vz
w

p2

w

W

wvz

2pp

wvz/2t

f(t)

F(w)

f(n)

n1
00

F(W)

f (n) = 1
2π

∫ π
−π F (Ω) e

jΩndΩ F (Ω) =
∑

n
f (n) e−jΩn

Ω = 2πω/ωvz

DTFS kNnN

f(n)
F k( )

1 1

(DFT) f (n) = 1
N

N−1∑

k=0
F (k) ej2πnk/N = 1

N

N−1∑

k=0
F (k)W nk

N

F (k) =
N−1∑

n=0
f (n) e−j2πnk/N =

N−1∑

n=0
f (n)W−nk

N

WN = e
j2π/N

Tabul’ka 6.1. Fourierova transformácia a jej druhy
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Časová oblast’ z-rovina poznámka
x(n) X(z)
αx(n) + βy(n) αX(z) + βY (z)
x(n− k) z−kX(z)
x(n) ? y(n) X(z)Y (z) α, β ∈ R
αnx(n) X(z/α)
x(−n) X(z−1)
(−1)nx(n) X(−z)

Tabul’ka 6.2. Vybrané vlastnosti Z-transformácie

dostávame M(Ω) — magnitúdovú a φ(Ω) — fázovú frekvenčnú charakteristiku
systému. Tie sú jednoznačne určené polohou, počtom a rádom núl prenosovej funkcie
(KIO systémy majú póly iba v z = 0). Pre úplnost’uved’me, že pod formuláciou „funkcia
má (niekde) nulu resp. pól“ rozumieme, že tam má nulovú resp. nekonečnú funkčnú
hodnotu. Podmienky na dosiahnutie linearity fázovej charakteristiky sú zhrnuté napr.
v [7]. Detailný popis problematiky Z-transformácie a diskrétnych systémov je napr.
v [7], [21], [22].

6.3 Laurentove polynómy a najväčšı́ spoločný delitel’ (NSD)

V tejto časti si zopakujeme klasický Euklidov algoritmus na nájdenie najväčšieho
spoločného delitel’a (NSD) prirodzených čı́siel. Pripomenieme si Laurentove polynómy
a ich vlastnosti a nakoniec budeme hl’adat’ ich NSD.

6.3.1 Klasický Euklidov algoritmus na nájdenie NSD

Nech a, b ∈ N pričom a ≥ b, b 6= 0. Potom ich NSD vypočı́tame iteračne:

a0 = a b0 = b
ai+1 = bi bi+1 = ai mod bi .

(6.3)

Výsledok je an = NSDd (a, b) , kde n je najmenšie čı́slo pre ktoré bn = 0.

Prı́klad 6.1 Nájdite NSD(50,15).

Riešenie: Riešenie: iteráciou pomocou Euklidovho algoritmu dostávame:

i 0 1 2
ai 50 15 5
bi 15 5 0

t. j. NSD(50, 15) = a2 = 5.

6.3.2 Prenosové funkcie a Laurentove polynómy

Na prenosové funkcie filtrov sa môžeme pozerat’ ako na Laurentove polynómy [40].
Prenosová funkcia H(z) KIO filtra s impulzovou charakteristikou h(k) je Laurentov
polynóm daný ako:

H (z) =
ke∑

k=kb

h (k) z−k , (6.4)
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kde kb a ke sú najmenšie, resp. najväčšie čı́sla, pre ktoré h (k) 6= 0. Stupeň L {H (z)}
Laurentovho polynómu je potom definovaný ako:

L {H (z)} = ke − kb . (6.5)

Mononóm je polynóm v tvare zp. Ako klasický polynóm má sı́ce stupeň p, avšak ako
Laurentov polynóm má stupeň L {zp} = 0. Platı́:

• Suma dvoch Laurentových polynómov je Laurentov polynóm.

• Laurentov polynóm je invertovatel’ný iba ak je to mononóm.

• Súčin dvoch Laurentových polynómov stupňov m a n je Laurentov polynóm
stupňa m+ n.

• Podiel dvoch Laurentových polynómov existuje, avšak nie je jednoznačný: T. j.
nech A(z) a B(z) sú Laurentove polynómy, pričom L {A (z)} ≥ L {B (z)}. Potom
vždy existuje Q(z) (kvocient) stupňa L {Q (z)} = L {A (z)}−L {B (z)} a R(z) (zvyšok)
stupňa L {R (z)} ≤ L {B (z)} taký, že platı́:

A (z) = B (z)Q (z) +R (z) , (6.6)

t. j.:
Q (z) = A (z) /B (z) R (z) = A (z) mod B (z) . (6.7)

• Laurentove polynómyA(z) aB(z) nazývame nesúdelitel’né akNSD (A (z) , B (z)) =
zp (t. j. NSD je mononóm).

Prı́klad 6.2 Nájdite všetky podiely polynómov A (z) = z−1 + 6 + z a B (z) = 4 + 4z so
zvyškom stupňa 0.

Riešenie: Treba nájst’ polynóm Q(z) stupňa 1, aby R (z) = A (z)−B (z)Q (z) bol stupňa
0. T. j. B (z)Q (z) sa musı́ rovnat’A(z) v dvoch zložkách:

1. rovnost’pri z−1 a z0: Q(z) = 1
4

(
z−1 + 5

)
, R(z) = −4z

2. rovnost’pri z−1 a z1: Q(z) = 1
4

(
z−1 + 1

)
, R(z) = 4

3. rovnost’pri z0 a z1: Q(z) = 1
4

(
5z−1 + 1

)
, R(z) = −4z−1

6.3.3 Euklidov algoritmus na nájdenie NSD Laurentových polynómov

Nech A(z) a B(z) sú Laurentove polynómy, pre ktoré L {A (z)} ≥ L {B (z)} a B (z) 6= 0.
Označme A0(z) = A(z), B0(z) = B(z). Ich NSD vypočı́tame iteračne ako:

A0(z) = A(z) B0(z) = B(z)
Ai+1 (z) = Bi (z) Bi+1 (z) = Ai (z) mod Bi (z) .

(6.8)

Výsledkom je také An, kde n je najmenšie čı́slo, pre ktoré Bn = 0. Potom:

An (z) = NSD (A (z) , B (z)) . (6.9)

V maticovom tvare môžeme postup opı́sat’ takto
(

Ai+1 (z)
Bi+1 (z)

)

=

(

0 1
1 −Qi (z)

)(

Ai (z)
Bi (z)

)

, (6.10)
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pričom výsledkom je

(

An (z)
0

)

=
1∏

i=n

(

0 1
1 −Qi (z)

)(

A (z)
B (z)

)

, (6.11)

kde Qi (z) = Ai−1 (z) /Bi−1 (z). Invertovanı́m vzt’ahu dostávame:
(

A (z)
B (z)

)

=
n∏

i=1

(

Qi (z) 1
1 0

)(

An (z)
0

)

, (6.12)

resp. v transponovanom tvare:

(

A (z) B (z)
)

=
(

An (z) 0
) 1∏

i=n

(

Qi (z) 1
1 0

)

. (6.13)

Prı́klad 6.3 Nájdite NSD polynómov A (z) = z−1 + 6 + z a B (z) = 4 + 4z a zistite či sú

nesúdelitel’né. Napı́šte maticový rozklad vektora
(

A(z) B(z)
)T

.

Riešenie: Iteráciou v Euklidovom algoritme dostávame:

i 0 1 2

Ai(z) z−1 + 6 + z 4 + 4z 4

Bi(z) 4 + 4z 4 0

Qi(z)
1
4

(
z−1 + 1

)
1 + z

t. j. NSD(A(z), B(z)) = 4 čo je mononóm a polynómy sú teda nesúdelitel’né. Platı́:
(

A(z)
B(z)

)

=

(

z−1 + 6 + z
4 + 4z

)

=

( (
z−1 + 1

)
/4 1

1 0

)(

1 + z 1
1 0

)(

4
0

)

,

resp.:

(

A(z) B(z)
)

=
(

z−1 + 6 + z 4 + 4z
)

=
(

4 0
)
(

1 + z 1
1 0

)( (
z−1 + 1

)
/4 1

1 0

)

.

6.4 Hilbertove priestory a rozklady signálov

V tejto časti zopakujeme niektoré základné pojmy z lineárnej algebry [3], základné
vlastnosti Hilbertových priestorov [5], princı́py a vlastnosti projekcie do vektorov a
priestorov s ortogonálnymi a neortogonálnymi bázami [5], [21], interpretáciu transfor-
mácie ako projekcie a základné vlastnosti rámcov [23].

Pod pojmom vektorový priestor rozumieme lineárny priestor nad pol’om C resp.
R v zmysle [3], [5].

Definı́cia 6.2 Podpriestor vektorového priestoru E je taká podmnožinaM ⊂ E, pre
ktorú platı́:

1. ∀x, y ∈M; x+ y ∈M

2. ∀x ∈M a pre α ∈ C alebo α ∈ R platı́, že αx ∈M.
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Definı́cia 6.3 Lineárny obal L(B) množiny B ⊂ E s prvkami B = xi je podpriestorom
E a platı́:

L (B) =

{
∑

i

αixi ; αi ∈ C aleboR, xi ∈ B
}

. (6.14)

Definı́cia 6.4 Bázou vektorového priestoru E nazývame neprázdnu podmnožinuB ⊂
E práve vtedy, ak L(B) = E a B je množina lineárne nezávislých vektorov.

Definı́cia 6.5 Hilbertov priestor E je vektorový priestor E, ktorý je úplný a na ktorom
je definovaný skalárny súčin ktorý označujeme 〈,〉.

Definı́cia 6.6 Vel’kost’ vektora x (označujeme ‖x‖) je v Hilbertových priestoroch daná
skalárnym súčinom ‖x‖ =

√

〈x, x〉.

Definı́cia 6.7 Nech E je Hilbertov priestor, potom:

1. Prvky x, y ∈ E sa nazývajú ortogonálne (x ⊥ y), 〈x, y〉 = 0.

2. Prvok x ∈ E je ortogonálny na podpriestor M ⊂ E, ak pre ∀y ∈M platı́ x ⊥ y.

3. Podpriestory M1,M2 ⊂ E sa nazývajú ortogonálne, ak pre ∀x ∈ M1, ∀y ∈ M2

platı́ x ⊥ y.

Definı́cia 6.8 NechMi sú podpriestory Hilbertovho priestoru E. Ak každý vektor x ∈ E
môžeme jednoznačne vyjadrit’ v tvare x = x1 + x2 + . . . + xk pričom xi ∈ Mi, potom E je
priamou sumou podpriestorovMi. Pı́šeme E =M1 ⊕M1 ⊕ . . . ⊕Mk.

Definı́cia 6.9 Nech M je podpriestor Hilbertovho priestoru E. Potom ortogonálny do-
plnok kM v E je množinaM⊥ = {x ∈ E ; x⊥M}.

Veta 6.1 Nech podpriestor M ⊂ E je uzavretý. Potom pre daný vektor z ∈ E existuje
x ∈M a y ∈M⊥ také, že z = x+ y. T. j. platı́: E =M⊕M⊥.

6.4.1 Separabilné Hilbertove priestory

Hilbertove priestory obsahujú spočı́tatel’né bázy vtedy a len vtedy, ak sú separabilné.
Prı́klady takýchto priestorov sú nasledovné priestory.

Komplexné / reálne priestory

Komplexný priestor Cn je množina všetkých n-tı́c x = (x1, x2, . . . , xn) s konečnými
hodnotami xi na množine C. Skalárny súčin je definovaný ako:

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiy
∗
i x, y ∈ Cn . (6.15)

Analogická definı́cia platı́ aj pre Rn. Kvôli jednoznačnosti budeme použı́vat’ aj klasické
označenie:

x̄ = (x1 x2 . . . xn)
T . (6.16)
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Priestor l2(Z)

Vektormi x v priestore l2(Z) sú postupnosti x (n) ∈ C, n ∈ Z s konečnou energiou
‖x‖ <∞. Zvyčajne reprezentujú signály diskrétne v čase. Skalárny súčin je definovaný
ako:

〈x, y〉 =
∞∑

n=−∞
x (n) y (n)∗ x, y ∈ l2(Z) . (6.17)

Priestor L2(R)

Vektormi x v priestore L2(R) sú funkcie x(t) ∈ C, t ∈ R, ktoré sú kvadraticky integro-
vatel’né a naviac ‖x‖ <∞. Skalárny súčin je definovaný ako:

〈x, y〉 =
∫

t∈R
x (t) y (t)∗ dt x, y ∈ L2(R) . (6.18)

Analogicky môžeme pre funkcie n premenných definovat’ priestory L2(Rn).

6.4.2 Ortonormálne bázy

Množina B = {bi} tvorı́ ortonormálny systém v priestore E, ak platı́:

∀bi, bj ∈ B ; 〈bi, bj〉 = δ(i− j) . (6.19)

Ortonormálny systém B tvorı́ ortonormálnu bázu priestoru E, ak všetky x ∈ E mô-
žeme vyjadrit’ ako:

x =
∑

k

αkbk , (6.20)

kde αk nazývame spektrálne koeficienty a vypočı́tame ich ako

αk = 〈bk, x〉 . (6.21)

Pre takýto systém platı́ Parsevalova rovnost’

‖x‖2 =
∑

i

|〈bi, x〉|2 ∀x ∈ E . (6.22)

Analogické tvrdenia platia aj pre ortogonálne systémy, vo vzt’ahoch je iba pridaná
normalizačná konštanta.

6.4.3 Biortogonálne bázy

Nech množiny B = {bi} a B̃ =
{

b̃i
}

sú bázami priestoru E. Tieto bázy sú navzájom
duálne resp. biortogonálne, ak:

• ich bázové vektory sú navzájom ortogonálne, t. j. biortogonálne:
〈

bi, b̃j
〉

= δ(i− j) ∀i, jZ (6.23)

• zároveň existujú kladné konečné konštanty C, D, C̃, D̃, že pre ∀x ∈ E platı́:
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Obr. 6.1. Znázornenie ortogonálnej projekcie vektora x ∈ R3 do podpriestoru S2 ⊂ R3
daného ako L ({s1, s2}). Platı́ x− x̂(2)⊥S2.

C ‖x‖2 ≤
∑

k

|〈bk, x〉|2 ≤ D ‖x‖2 C̃ ‖x‖2 ≤
∑

k

∣
∣
∣

〈

b̃k, x
〉∣
∣
∣

2
≤ D̃ ‖x‖2 . (6.24)

Potom signál x ∈ E môžeme vyjadrit’ ako

x =
∑

k

〈bk, x〉 b̃k =
∑

k

〈

b̃k, x
〉

bk . (6.25)

Parsevalova rovnost’ má tvar:

‖x‖2 =
∑

i

〈bi, x〉∗
〈

b̃i, x
〉

∀x ∈ E . (6.26)

6.4.4 Ortogonálna projekcia a aproximácia signálu

Definı́cia 6.10 Ortogonálna projekcia (priemet) vektora x do vektora s je zložka vek-
tora x v smere vektora s nazývaná xs

xs =
〈s, x〉
‖s‖2

s = xs1s , (6.27)

kde skalár xs1 nazývame súradnicou vektora x vo vektore s.

Aproximujme x ∈ E v uzavretom podpriestore Sk s bázou Sk = {s1, s2, . . . sk}, si ∈ E,
‖si‖ = 1, i = 1 . . . k. Označme ortogonálnu projekciu x do Sk ako x̂(k). Platı́

x̂(k) =
k∑

i=1

〈si, x〉 si . (6.28)

Prı́klad projekcie vektora do podpriestoru S2 ⊂ R3 je znázornený na obr. 6.1. Označme
vzdialenost’ medzi x a x̂(k) ako dk. Platı́ (x− x̂)⊥Sk a zároveň

d = ‖x− x̂‖ = min ‖x− s‖ ∀s ∈ Sk . (6.29)

Aproximácia ortogonálnou projekciou vzdialenost’d minimalizuje. Hovorı́me, že je naj-
lepšia v zmysle najmenšı́ch štvorcov. Z hl’adiska aproximácie existujú dva základné
prı́pady:
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a) ortonormálna báza B b) neortogonálna báza B

B = {b1, b2} =
{(√
3/2,−0.5

)

,
(

0.5,
√
3/2

)}

B = {b1, b2} = {(1.5,−0.5) , (1, 1)}
B̃ = B B̃ =

{

b̃1, b̃2
}

= {(0.5,−0.5) , (0.25, 0.75)}

Obr. 6.2. Prı́klad reprezentácie signálu x = {1, 0.5} v E = R2 pomocou bázy B s vyzna-
čenı́m bázy B̃, duálnej k B: a) B je ortonormálna, b) B je neortogonálna.

A) Nech Sk je ortonormálna báza Sk. Ked’že si sú vzájomne ortogonálne, zachováva
sa vlastnost’ najlepšej aproximácie pri danom k v zmysle najmenšı́ch štvorcov a
platı́ vlastnost’ postupnej aproximácie:

x̂(k+1) = x̂(k) + 〈sk+1, x〉 sk+1 . (6.30)

B) Ked’ Sk, báza Sk nie je ortonormálna, neplatı́ vlastnost’ postupnej aproximácie,
t. j. pri aproximácii v Sk nemôžeme použit’ aproximáciu v Sk−1, je nevyhnutné
celú aproximáciu prepočı́tat’ znovu. Napr. na obr. 6.2b ak spravı́me projekciu
x do jednorozmerného priestoru s bázou {s1}, nemôžeme ju využit’ pri tvorenı́
aproximácie v priestore s bázou {s1, s2} (pozri vetu 6.4 na str. 123).

Prı́klad reprezentácie vektora x v oboch prı́padoch je znázornený na obr. 6.2. Všimnite
si použitel’nost’ aproximácie x̂(1) pri výslednej reprezentácii.

6.4.5 Zmena súradnı́c pri prechode k inej báze v Cn

Nech A = {a1, a2, . . . , an} a B = {b1, b2, . . . , bn} sú bázy Hilbertovho priestoru Cn. Prepı́-
sanı́m do maticovej notácie dostaneme štvorcové matice hodnosti n:

A = (ā1, ā2, . . . , ān) B =
(
b̄1, b̄2, . . . , b̄n

)
, (6.31)

kde āi = aTi a b̄i = b
T
i sú stĺpcové vektory.

Veta 6.2 Každý vektor z bázyB môžeme jednoznačne vyjadrit’ako lineárnu kombináciu
vektorov bázy A, t. j. platı́ B = APAB.
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Definı́cia 6.11 Maticu PAB nazývame maticou prechodu od bázy A k báze B. Ana-
logicky PBA je maticou prechodu od bázy B k báze A. Platı́ PBA = P−1

AB.

Veta 6.3 Nech x̄ ∈ Cn má v báze A súradnice x̄ (A) = (x1, x2, . . . , xn)T a v báze B súrad-
nice x̄ (B) = ȳ = (y1, y2, . . . , yn)T . Potom platı́:

x̄(B) = P−1
ABx̄(A) = PBAx̄(A) . (6.32)

V praxi sú naše vstupné vektory reprezentáciou diskrétnych signálov v čase. Potom:

A = In PAB = I
−1
n B = B , (6.33)

kde In je jednotková matica hodnosti n.

Definı́cia 6.12 Doprednou transformáciou signálu x(n) = x(I) = x̄ ∈ Cn nazývame
zmenu vektora x̄ na vektor ȳ = x̄ (B). V súlade s (6.32) ju zapisujeme v tvare

ȳ = Tx̄ , (6.34)

kde
T = P−1

IB = B
−1 (6.35)

je tzv. transformačná matica. Vektor ȳ predstavuje spektrum signálu x̄ a jeho zložky
yi jednotlivé spektrálne koeficienty.

Signál rekonštruujeme spätnou transformáciou:

x̄ = T−1ȳ = Bȳ =






b11 . . . b1n
. . . . . . . . .
bn1 . . . bnn











y1
. . .
yn




 = (6.36)

=






b11
. . .
bn1




 y1 +






b12
. . .
bn2




 y2 + . . .+






b1n
. . .
bnn




 yn = b̄1y1 + b̄2y2 + . . .+ b̄nyn . (6.37)

Pri doprednej transformácii v podstate zist’ujeme, ako sa vektor x̄ podobá na riadky
transformačnej matice. Zı́skanými koeficientmi váhujeme pri rekonštrukcii x̄ jednot-
livé vektory bázy B. Čo však predstavujú riadky transformačnej matice T?

• Pre ortonormálne bázy B = {bi}, vyplýva z vlastnostı́ matı́c

T = B−1 = B∗T , (6.38)

t. j. riadky matice T sú konjugované bázové vektory bi.

• Všeobecne platná interpretácia je, že riadky matice T = B−1 predstavujú bázové
vektory bázy B̃, duálnej k B v zmysle časti 6.4.3. Podmienku duality báz (6.23)
totiž môžeme rozpı́sat’ ako

〈

b̃1, b1
〉

=
〈

b̃2, b2
〉

= 1
〈

b̃1, b2
〉

=
〈

b̃2, b1
〉

= 0 , (6.39)

čo v maticovom tvare znamená:

BT B̃ = I = B̃TB , (6.40)

z čoho vyplýva
T = B−1 = B̃T . (6.41)
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Obr. 6.3. Geometrická reprezentácia vety 6.4. Zobrazené sú duálne bázy z obr. 6.2.
Hl’adáme súradnice vektora x v báze B. Platı́ x = x̂1 + x̂2. Vektory x̂1, x̂2 zı́skame
ortogonálnou projekciou do bázových vektorov bázy B̃. Napr. pre x̂1: 1. spravı́me pro-
jekciu x aj b1 do b̃1 2. z podobnosti trojuholnı́kov XY Z a XY ′Z ′ a použitı́m vlastnosti
6.39 dostaneme ‖x̂1‖. Použitı́m jednotkového vektora v smere vektora b̄1 dostaneme
x̂1 = 〈b̃1, x〉b1

Zistené vlastnosti môžeme sformulovat’ v nasledovej vete:

Veta 6.4 Súradnice vektora x̄ vo vektorovom priestore s bázou B, zı́skame jeho ortogo-
nálnou projekciou do vektorov bázy B̃, duálnej k báze B.

Pripomeňme si, že súradnice vektora x̄ vo vektorovom priestore s bázou B tvoria spek-
trum signálu zı́skané doprednou transformáciou. Dôsledky vety 6.4 môžeme v zmysle
definı́cie 6.12 vyjadrit’ ako:

ȳ = Tx̄ = B̃T x̄ =





〈

b̃1, x
〉

〈

b̃2, x
〉



 (6.42)

x̄ = T−1ȳ = B ȳ =
(

b̄1 b̄2
)





〈

b̃1, x
〉

〈

b̃2, x
〉



 =
〈

b̃1, x
〉

b̄1 +
〈

b̃2, x
〉

b̄2 . (6.43)

Geometrická interpretácia dôsledkov vety 6.4 je znázornená na obr. 6.3.

6.4.6 Rámce

Definı́cia 6.13 Rámcom vo vektorovom priestore E nazývame neprázdnu podmnožinu
B = {ψi}, B ⊂ E práve vtedy, ak L(B) = E a ∀f ∈ E existujú kladné konečné konštanty
C, D také, že platı́:

C ‖f‖2 ≤
∑

m,n

|〈f, ψm,n〉|2 ≤ D ‖f‖2 . (6.44)
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Rámce nie sú nevyhnutne lineárne nezávislé množiny. Reprezentácia vektora pomocou
rámcov môže byt’ nadbytočná a nejednoznačná. Ak C = D, rámec sa nazýva tesný a
naviac ak ‖ψm,n‖ = 1, potom C udáva mieru redundancie rámca oproti báze (ak C = 2,
potrebujeme 2× viac vektorov na vyjadrenie f ). Ak C = D = 1 ‖ψm,n‖ = 1 rámec {ψm,n}
tvorı́ ortonormálnu bázu priestoru E.
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signálu, Náuka, Prešov, 2002

[31] MathWorks: MATLAB: Wavelet Toolbox User’s Guide,
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/toolbox/wavelet/

[32] Mallat, S.: A Wavelet Tour of Signal Processing, Academic Press, 1999

[33] Unser, M., Blu, T.: Wavelet Theory Demystified, IEEE Transactions on Signal
Processing, vol. 51, no. 2, pp. 470-483, February 2003.

[34] Coifman R., Wickerhauser, M., V.: Entrophy-Based Algorithms for Best Basis Se-
lection, IEEE Transaction on Information theory, Vol. 38, March 1992.

[35] Ramchandran,K., Vetterli,M., Herley,C.: Wavelets, Subband Coding, and Best Ba-
ses, Proceedings of the IEEE, Vol. 84, No.4, pp 541-560, 1996.

[36] Xia, X, Geronimo,J.,S., Hardin,P., Suter,B.,W.: Design of Prefilters for Discrete
Multiwavelet Transforms, IEEE Transactions on signal processing, Vol. 44, ja-
nuar 1996.

[37] Strela, V., Heller, P., Strang, G., Topiwala, P., Heil, C.: Multiwavelet filter banks
for data compression, Proc. IEEE ISCAS, Seattle, 1995.

[38] Sweldens, W.: The Lifting Scheme: A new philosophy in biorthogonal wavelet cons-
tructions, In A. F. Laine and M. Unser, editors, Wavelet Applications in Signal and
Image Processing III, str. 68-79, Proc. SPIE 2569, 1995.

[39] Sweldens, W.: A custom-design construction of biorthogonal wavelets, Appl. Com-
put. Harmon. Anal., Vol. 3, Nr. 2, str. 186-200, 1996.



LITERATÚRA 127
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Zoznam použitých skratiek a symbolov

Skratky

1D,2D Jednorozmerný, dvojrozmerný
AVR Analýza viacúrovňovým rozlı́šenı́m (MultiResolution analysis)
BF Banka filtrov
bpp Počet bitov na bod (bits per pixel)
BT Bloková transformácia
CDF Cohonen-Daubechies-Feauveau
CQF Konjugované kvadratúrne filtre
CBS Celobodová symetria
CTFT Continuous Time Fourier Transform (známa pod skratkou FT)
CTFS Continuous Time Fourier Series (známe pod skratkou FR)
ČSS Čı́slicové spracovanie signálov
TF Časovo-frekvenčné (Time-Frequency)
DbK Daubechieovej wavelet rádu K, t. j. s K nulovými momentmi
DD Deslauriers-Dubuc
DFT Diskrétna Fourierova transformácia
DTFT Discrete Time Fourier Transform
DTFS Discrete Time Fourier Series (známa pod skratkou DFT)
DOT Diskrétna ortogonálna transformácia
DLT Diskrétna lineárna transformácia
DMWT Diskrétna multiwaveletová transformácia
DP Dolnopriepustný
DWT Diskrétna waveletová transformácia
FR Fourierove rady
GenLOT Zovšeobecnená prekryvná ortogonálna transformácia
GLBT Zovšeobecnená prekryvná biortogonálna transformácia
FT Fourierova Transformácia
GHM Geronimo-Hardin-Massopust
HP Hornopriepustný
JPEG Joint Photographics Experts Group
KIO Konečná impulzová odpoved’
LOT Prekryvná ortogonálna transformácia (Lapped orthogonal transform)
MSE Stredná kvadratická chyba (Mean Square Error)
MWR Multiwaveletové rady
NIO Nekonečná impulzová odpoved’
NSD Najväčšı́ spoločný delitel’
PR Periodické rozšı́renie (signálu)
PBS Polbodová symetria
PCM Pulzne kódovaná modulácia
QMF Kvadratúrne zrkadlové filtre (Quadrature Mirror Filters)
RWT Rýchla waveletová transformácia
STFT Krátkodobá Fourierova transformácia (Short Time Fourier Transform)
SCG Škálogram
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SPG Spektrogram
SPIHT Algoritmus „Subband Partitioning in Hierarchical Trees“
SR Symetrické rozšı́renie (signálu)
SWT Spojitá waveletová transformácia
TC Transformačné kódovanie (Transform Coding)
TF Časovo-frekvenčná (Time-frequency)
TS Časovo-mierková (Time-scale)
ÚR Úplná rekonštrukcia
VR Viacrýchlostné (systémy), angl. multirate
WF Waveletové rámce (Wavelet frames)
WPT Waveletová paketová transformácia
WR Waveletové rady
WT Waveletová transformácia
ZT Stromy nulových koeficientov (Zerotrees)

Matematické symboly

∗ označenie komplexnej konjugácie hodnoty, resp. funkčných hodnôt
⊕

priama suma podpriestorov Hilbertových priestorov
˜ označenie duality (napr. ψ̃(t) je duálny wavelet k ψ(t))
¯ označenie stĺpcového vektora.

Prı́klady použitia:
x̄ = [x(0), x(1), . . . , x(N − 1)]T
x̄ = xT = (x0 x1 . . . xN−1)

T , N ∈ Z
〈 , 〉 skalárny súčin
? diskrétna konvolúcia h(n) ? x(n) =

∑

k h(k)x(n− k), n, k ∈ Z
| | absolútna hodnota
‖ ‖ vel’kost’ vektora v Hilbertovom priestore
b c celá čast’ reálneho čı́sla
↓M ,↑M podvzorkovanie resp. nadvzorkovanie signálu faktorom M

↓ 2
riadky/stlpce

vynechanie každého druhého riadku resp. stĺpca v matici

0N nulová matica rozmerov NxN
kA operácia aktualizácie v liftingovej schéme
apm(t), apm(n) spojitá/diskrétna aproximácia signálu na úrovni rozlı́šenia m v AVR
C, R, Z množiny komplexných, reálnych a celých čı́sel
CN , RN Hilbertov priestor vektorov dĺžky N nad množinou komplexných

a reálnych čı́sel
Cψ, Cψ1,ψ2 normalizačná konštanta pri výpočte spätnej SWT
cm(n), cm,n koeficienty mierky pri DWT a WR na úrovni rozlı́šenia m

c(i)(n) koeficienty mierky vo fáze i pri výpočte WR a DWT liftingom
dm(n), dm,n waveletové koeficienty pri DWT a WR na úrovni rozlı́šenia m

d(i)(n) waveletové koeficienty vo fáze i pri výpočte WR a DWT liftingom

δ(t) Diracov impulz, δ(t) =

{

1 t = 0
0 t 6= 0 , t ∈ R

∂K( ) diferenciálny operátor pre wavelet s K-nulovými momentmi
dem(t), dem(n) spojitý/diskrétny detail signálu na úrovni rozlı́šenia m v AVR
det( ) determinant matice
F̃k(z), Fk(z) prenosové funkcie k-teho filtra pri analýze/syntéze v M-pásmovej BF
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E(s) entropia signálu s

F̃(z), F(z) polyfázové matice pre analýzu/syntézu v M-pásmovej BF
fvz vzorkovacia frekvencia
γ(t), Γ(ω) vyhladzujúci operátor
GTC zisk transformačného kódovania
h(n), H(z) impulzová charakteristika filtra a zodpovedajúca prenosová funkcia
H(z)∗ prenosová funkcia s konjugovanými koeficientmi pri všetkých

mocninách z

h̃(n), g̃(n) impulzové charakteristiky filtrov analyzačnej časti
dvojpásmovej BF

h(n), g(n) impulzové charakteristiky (DP, HP) filtrov syntetizačnej časti
dvojpásmovej BF

Hk(z) k-ta polyfázová zložka prenosovej funkcie H(z)
Hkonv,Gkonv konvolučné matice pri výpočtoch v bankách filtrov
hmr(n), gmr(n) dilatačné koeficienty
I jednotková diagonálna matica rozmerov NxN
K, K̃ K-regularita, počet nulových momentov waveletu

resp. jeho duálneho waveletu
KN normalizačná konštanta v liftingovej schéme, KN ∈ R− {0}
L2(R) Hilbertov priestor spojitých 1D funkciı́ s konečnou energiou
L2(R2) Hilbertov priestor spojitých 2D funkciı́ s konečnou energiou
l2(Z) Hilbertov priestor sekvenciı́ s konečnou energiou
L(M) lineárny obal množiny M
P(z) polyfázová matica
m(k) k-ty moment spojitej funkcie
µ(k) k-ty moment diskrétnej funkcie
N dĺžka diskrétnych signálov
N , Ñ dĺžky impulzových odpovedı́ filtrov pre syntézu resp. analýzu
Ω pomerová uhlová frekvencia Ω = 2π

ωvz
ω

ω0 stredná uhlová frekvencia, súradnica stredu TF okna (signálu)
ωvz vzorkovacia uhlová frekvencia, ωvz = 2πfvz
kP operácia predikcie v liftingovej schéme
Pp(z) prenosová funkcia polpásmového filtra
ϕ(t), ϕ̃(t) funkcia mierky a jej duál
ϕSM (t) Spline funkcia mierky rádu M

ψ(t), ψ̃(t) základný wavelet a jeho duál
ψtyp(t) základný wavelet daného typu
ψ[a,b](t) wavelet so zmenou mierky a a posunom b

ψm,n(t) wavelet na úrovni rozlı́šenia m a s posunom n

ψtyp(t), ψ
typ(t) wavelet daného typu, Napr.: Haar, DbK, Mex, B K.K̃, Sinc,. . .

Qψ kvalita waveletu

R , R−1 rozdelenie resp. spätné zloženie párnych a nepárnych koeficientov
v liftingovej schéme

Ra(z), Rp(z) prenosové funkcie pre aliasing resp. celkový prenos v dvojpásmovej BF
rf regularita funkcie f(t), t ∈ R
Stω stred časovo-frekvenčného okna v TF rovine. Platı́ Stω = (t0, ω0)
sa ortogonálny priemet vektora s ∈ E do vektora a, a, s ∈ E
sM ortogonálny priemet vektora s ∈ E do podpriestoruM⊂ E
ŝM aproximácia vektora s v priestoreM⊂ E
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ŝVm,ŝWm
aproximácie vektora s ∈ E v Vm,Wm ⊂ E. Platı́ ŝVm = apm, ŝWm

= dem
Si(z), Ti(z) polynómy predikcie resp. aktualizácie v i-tom kroku lifting
st( ) stupeň Laurentovho polynómu
STFTf (ω, τ) krátkodobá Fourierova transformácia funkcie f(t)
SWTf (a, b) SWT funkcie f(t)
σt, σω vel’kosti polovı́c strán TF okien funkciı́
t0 stred TF okna (signálu) v čase
Ta, Ts transformačné matice pri analýze a syntéze v BF

u(n) Kroneckerov impulz, u(n) =

{

1 n = 0
0 n 6= 0 , n ∈ Z

U počet úrovnı́ rozkladu pri DWT
WRf (m,n) waveletový rad funkcie f(t)
Vm,Wm sumačný resp. diferenčný podpriestor na úrovni rozlı́šenia m v AVR
wm,k(t) waveletové pakety
Wm,k(t) podpriestory pri rozklade signálu pomocou WPT
z-rovina označenie roviny komplexnej premennej „z“
Z[f(t)] Z-transformácia funkcie f(t)
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algoritmus
Euklidov, 98

klasický, 115
pre Laurentove polynómy, 116

kaskádový, 38, 78
podmienka konvergencie, 39

Nevillov, 110
aliasing, 53, 55

eliminácia, 60, 61
Analýza viacúrovňovým rozlı́šenı́m (AVR),

23, 23–30
hierarchia podpriestorov, 24, 25
vlastnosti, 24

aproximácia, 27
autokorelácia, 50, 67

banka filtrov, 53
dvojpásmová, 58

biortogonálne riešenie, 63
maticový tvar, 65
ortogonálne riešenie, 63
polyfázová reprezentácia, 95
QMF riešenie, 62

iterovaná, 66
mpasM-pásmová, 57, 86
polyfázová reprezentácia, 93
vzájomné závislosti filtrov, 63, 64

báza
biortogonálne bázy, 119
najlepšia, 89
ortonormálna, 18, 119
vektorového priestoru, 118
ziskanie súradnı́c, 123
štruktúra pri DWT, 32

charakteristika
frekvenčná, 113
fázová, 115

detail, 23, 27
diferencovatel’nost’, 15

entropia (Shannonova), 90

faktorizácia
spektrálna, 51, 67

fáza
lineárna, 63, 68, 69, 115

maximálna, 52, 68
minimálna, 51, 68

filter
antialiasingový, 53
decimačný, 55
interpolačný, 56, 109, 110
KIO, 113
K-regulárny, 41
polpásmový, 61, 109
čı́slicový, 53

filtre
dolno- a hornopriepustné, 58
energeticky komplementárne, 61, 62
komplementárne, 98, 102
konjugované kvadratúrne, 63
kvadratúrne zrkadlové, 62
maximálne hladké, 70
okrajové, 77
pre analýzu a syntézu, 57

frekvencia
pomerová uhlová, 113
stredná uhlová, 8

funkcia
box, 45
expanzná, 8, 12
Gaussova, 8, 11
Gussova, 9
Gáborova, 8
mierky, 24

funkčné hodnoty, 38–39
vlastnosti, 35–37

nula f., 115
nákladová, 89
oknová, 8

Hanningova, 11
prenosová, 113
pól f., 115
waveletová, vid’ wavelet

interpolácia, 110

JPEG 2000, 81

koeficienty
dilatačné, 25

interpretácia, 39
mierky, 27
pre zmenu rozlı́šenia, vid’ dilatačné
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projekčné, 30
spektrálne, 8, 119
waveletové, 17, 27

kompresia, 79
kvantizátor, 82
kóder

progresı́vny, 83

liftingová schéma, 49, 93
aktualizácia, 98, 103, 107
duálny lifting, 102
lifting, 102
predikcia, 98, 107
prediktor, 98, 101, 102

nelineárny, 99
realizácia, 107
rozdelenie, 98
urýchlenie výpočtov, 110

lokalizácia
v čase, 8, 21
vo frekvencii, 22

matica
decimačná, 65
interpolačná, 65
paraunitárna, 97
polyfázová, 95, 104

determinant, 97, 106
faktorizácia, 101, 104–107
odštiepovanie, 105–106

prechodu medzi bázami, 122
trojuholnı́ková, 104
unitárna, 97

moment, 9
nulový, 15, 41
spojitý a diskrétny, 39

mononóm, 97, 98, 104, 116, 117

nosič, 15, 26
efektı́vny, 15
kompaktný, 15, 18, 21

obal, lineárny, 118
oblast’

Fourierovská, 8, 10
transformačná, 8
časová, 8, 10, 115

okno, časovo-frekvenčné, 8, 9
a TS rovina, 14
poloha a rozmery, 8, 12
prekrývanie, 9

ortogonalita, 118

podpriestory
aproximačné, 24
diferenčné, 24, 89
priama suma, 25, 118
vektorového priestoru, 117

polynómy
Laurentove, 104, 115
nesúdelitel’né, 98, 116, 117

prenos informácie
postupný, 83

priestor
Hilbertov, 118

prı́klady, 118
L2(R), 119
l2(Z), 119
vektorový, 117

princı́p
neurčitosti, 11

projekcia
ortogonálna, 120
signálu, 29, 67

regularita, 15
rekonštrukcia

úplná, 57, 99
formulácia podmienok, 61

relácie zmeny rozlı́šenia, vid’ rovnice →
dilatačné

rovina
TS, 14
z, 113
časovo-frekvenčná, 8

rovnice
dilatačné, 25

rovnost’
Parsevalova, 119

rámce, 123
tesné, 17, 124
waveletové, vid’ waveletová transfor-

mácia → waveletové rámce

signál
aproximácia, 120

najlepšia, 120
ortogonálnou projekciou, 120
postupná, 121

decimácia, 53, 94, 96
extrapolácia, 76
interpolácia, 54, 94, 96
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nadvzorkovanie, 53, 56
periodické rozšı́renie, 33, 74
podvzorkovanie, 53, 54

kritické, 57
polyfázová reprezentácia, 94
reprezentácia

Mallatova ↔ Lifting, 101
rozklad, 12, 14, 17, 27, 30, 31, 43,

88, 89, 117
M-pásmový, 71
bankou filtrov, 58, 70
neseparovatel’ný, 79
neštandardný, 79, 80
separovatel’ný, 79
štandardný, 79, 80
úplný, 30, 79, 90
úroveň, 29, 30

symetrické rozšı́renie, 75
singularita

detekcia, 15
spektrogram, 9, 20

diskrétna aproximácia, 11
spektrum, 8

frekvenčné, 8
súvis s DWT, 31

spektrálny faktor, 68
súčin, skalárny, 118–119
systémy

viacrýchlostné, 53
škálogram, 14, 20

diskrétny, 18, 20

transformácia
bloková, 70

implementácia bankami filtrov, 71
diskrétna lineárna, 70
dopredná a spätná, 122
Fourierova, 8, 113

krátkodobá, 8
základné typy, 114

Gáborova, 8
s prekryvom blokov, 70
Walsh-Palleyho, 90
waveletová, vid’ waveletová transfor-

mácia
Z, 113
zložitost’ výpočtu, 111

vektory
vel’kost’, 118

vzorkovanie, 16
dyadické, 18
kritické, 8

wavelet
Battle-Lemarie, 47
biortogonálny, 22, 43

prı́klady, 46
B-Spline, 45, 45–48

návrh, 68
Coiflet, 48
Daubechieovej, 12, 16, 48
dyadický, 18
funkčné hodnoty, 38–39
Haarov, 7, 16, 23, 38, 60
história, 7
kvalita, 13
lenivý, 93
M-adický, 18, 86
metódy návrhu, 48–50
Mexický klobúk, 13
Morletov, 13
M-pásmové wavelety, 85
multiwavelety, 86
na intervale, 77, 78
odhal’ovanie nespojitostı́, 42
ortogonálny, 18, 22
prı́pustný, 13, 15
rád w., 12
s K nulovými momentmi, 49
semiortogonálny, 22
Sinc, 16
Symlet, 48
triadický, 18
viacrozmerný, 79
vlastnosti, 35–37
waveletové pakety, 89
zmena mierky a posun, 12
základný, 12

waveletová transformácia
celočı́slená, 111
diskrétna, 30

biortogonálna, 44
CDF(2,2), 100
Haarova, 99
invertovatel’nost’, 34
lenivá, 99
transformačné matice, 34
v maticovom tvare, 33–34

konečná dĺžka signálu, 73–78
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lenivá, 97
multiwaveletové rady, 87
nelineárna, 111
rýchla, 27

odvodenie, 29
spojitá, 12, 12–16
výpočet bankou filtrov, 66
waveletové rady, 16

biortogonálne, 43
dyadické, 18
vlastnosti, 21–22

waveletové rámce, 16
duálne, 17
odstránenie nadbytočnosti, 18

základné informácie, 12

zložka
jednosmerná, 13, 16, 23, 100
polyfázová, 93, 95, 98, 106
párna a nepárna, 97, 99, 106
vektora, 120


