Laplaceova transformacia — ako suvisi s FT?

Evidentne
L{x(t)}p:jw =FT {x(t)}
Laplaceova transformacia — priklad

Nech x(t)=o0(t)-—0o(t—1,), Comu sarovna X(p)?

-Plh

l-e

X(p)=L{x(0)}= [ (e "ds =

Ako vyzera vysledna funkcia?
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Laplaceova transformacia — suvis so Z transformaciou

L{x(t)}= [ x(e"at
Idealne navzorkujme signal
x,()= Y x(nT,)8(t—nT,)

A spravme teraz z neho Laplaceovu transformaciu:

L, 0}= [ 3 x0T )8 -nT e "di= Y x(uT,) [ 8(t—nT, et

—oo N=— Nn=—oco0

Lix,(0}= Y x(uT )™

n=—oo

Porovnajme to so Z transformaciou
Z{x(n)}= 2 x(n)z™

T.j. z transformacia diskrétneho signalu a Laplacova transformacia idealne navzorkovaného
signalu s rovhnakymi mohutnostami je to isté, ked’

TVZ —

—onT _
Plhe = 7z7% 5P =2

e



T.j. hodnota Z{x(n)}v nejakom bode Z, je rovna hodnote L{xv (t)}v bode epT”

; T o+jw ol o2rlw, jwlr/w
Plat| — re]¢ 5 ep VZ — e( ] ) VI — e e] —_ e vze] VZ —
Im{z}A ,Z" rovina jw A ,p" rovina jQ A ,p" rovina
, @
@2 &
7;7 B A. > L >
Re{z} - Y,
@, /2 -7
@
rem — ezzro/wvz ejZfra)/a)VZ I"€j¢ — ezejQ
r:e27ra/wvz,¢:27[a)/a)vz r=eZ,¢:Q

T.j. pri vzorkovani signalu sa ,,p“ rovina speriodifikuje s periédou a)vz na osi W (resp.

s periddou 27 na osi Q ) a hodnota Laplaceovej transformacie je rovna hodnote

Z transformacie uvedenym spésobom. Napr. ak Z transformacia ma nuly v hodnotach z

— pl \ 4
potom Laplaceova transformécia ma nuly v bodoch Z; pre ktoré z;,=¢€



Suvis FT, DTFT, LT, ZT

ZovSeobecnenie
Fr ejw% eo+jw > LT
(Spiraly sa m6zu zvacSovat a zmensSovat)

|ldealne vzorkovanie vstupného signalu Idealne vzorkovanie vstupného signalu
! !
Periodifikovanie spektralnej reprezentacie pozdiz osi w Periodifikovanie spektralnej reprezentacie pozd|z osi w
Y ZovsSeobecnenie Y
DTFT | jQn->2z" Al

(diskrétne Spiraly sa mbézu zvacSovat a zmensovat)



Ako pomoOze Laplaceoava transformacia pri rieseni LSKI stustav?

m m—1 n n—1
p 400, d )ift) d'x(t), ~ d"x()
dt” dt”

+..+by(t)=a, +...+ayx(t)

" dr
Vo vSeobecnosti sa rieSenie sklada z dvoch ¢Casti: y(¢) = y,(¢) + », (1), kde
e ),(?) je rieSeniec uvedenej rovnice bez pravej strany

e »,(?) je rieSenie uvedenej rovnice s pravou stranou
Rovnicu rieSme najprv bez pravej strany a pouzime Laplaceovu transformaciu:

m m—1
, 0, do

" e N
b, p"Y(p)+b, . p" ' Y(p)+..+bY(p)=0
Y(p)) bp* =0

k

+...+b,y(t)=0

m
k - ¥4 v . v . . . . 4
Charakteristicka rovnica Zbkp =0 m4 m korefiov py,--p, Riedenie celej rovnice je nasledne
k=0 :

n()= chepkt
k=1

kde ¢, st konStanty vyplyvajlce z pociatocnych podmienok. Vysledkom je suma vdhovanych
komplexnych spojitych Spiral (vid’ slide 20 na predchadzajucej prednaske).
Fyzikalne to predstavuje vlastné kmity sustavy.




Hl'adajme rieSenie s pravou stranou:

m m—1 n n—1
p 40D, 4 y(t)+...+b0y(t)=andd);gt)+anlddtigt)+...+a0x(t)

N g

b p"Y(p)+b, p" ' Y(p)+..+bY(p)=a,p"'X(p)+a, p"" X(p)+..+a,X(p)
Y(p)Y.b.p* =X(p)D a.p'
k k

zakpk

Y(p)=X(p) i b X(p)H(p) D> (1) = h(t) * x(1)

k
Zakpk
H(p)=<— , . ., , , ,
Kde Zbk p* sanazyva prenosova funkcia sustavy. Vystup y(?), ktory ziskame sa nazyva
k

vnutena odozva. Prenosova funkcia sa zvykne eSte zapisovat’ aj v tvare, kde st nuly a pdly:

n

zakpk r:(p_zk)
H(p)=< =M= M= ,
b p* L =z, — nuly, — pol
; 2 p-p) p %~ mily, p = poly

k=1 >

Signal A(t)=L"{H(p)} sa nazyva impulzova charakteristika ststavy lebo je identicky
s odpoved’ou sustavy na jednotkovy impulz (Diracov):
ak x(f)=6(t)potom X(p) =1la Y(p) = H(p), resp. ¥(t)=L"{H(p)}=h(r).




ﬁplne rieSenie diferencialnej rovnice je teda:
M

y(t) =y, () +y,(t) = chep"t +h(1) * x(1)
k=1

Ak maji vSetky vlastné kmity ,,doznievajuci charakter, t.j. 0; <0, vysledna odozva bude dana iba
vnutenou odozvou, ktord dominuje (tzv. dominantna podmienka). Potom y(¢) = h() * x(¢).




Vlastnosti LDKI,LSKI ststavy = vlastnosti prenosovej funkcie H(z),H(p) resp. vlastnosti
impulzovej charakteristiky A(n),h(t).

Ak chceme zistit’ vlastnosti ststavy z hl'adiska frekvencie, buda nas zaujimat’ ,,frekvencné
charakteristiky* sistavy, teda 7({2) H(®).

H(z)—=C 5 H(Q)
H(p)—2 H(w)

Linearna Pri frekven¢nych charakteristikach nds zaujima modulova (magnitudova) charakteristika
M a fazova charakteristika ¢:

H(Q) =|H(Q)[e™ = M(Q)e™
H(@)=[H(@)|e" = M(@)e™

Dolezite:
e Pri modulovej charakteristike: nuly a poly

e Prifazovej charakteristike: linearita fazovej charakteristiky



Priklad 1:

Na vstup LSKI s /(f) = 6(t = t,) privedieme periodicky signal x(t)

x(t) ]
A

Nla
Nla [©

t
T,

kde ;=27 a T, =1 Co je na vystupe?

RieSenie:

kedze plati y()=h)* X(1) eyidentne na vystupe bude x(t—to)’ t.j. vstupny signal oneskoreny o

t . cve v . , . X, =£Si(k7[/2)
0, Analyzujme podrobnejsie, o sa deje v sustave. Spravme FR zo signalu x(t): 2

x()=) X(k)e"™
t.j. k , kde @ =27/T, =2x. Nakreslime si z ¢oho je vyskladavany vlastne signal x(t) :



k=1:1:10

xk=sinc (k/2);

t=-1:0.01:1;

myones=ones (1l,size(t,2));

xt=2* (transpose (xk) *myones) . * (cos (
2*pi*transpose (k) *t))
fix=1+sum(xt, 1)

plot (t,fix, 'LineWidth',4);hold on
plot (t, myones) hold on

(

(
plot (t,xt(1l,:)) ;hold on
plot (t,xt (3 :));hold on
plot (t,xt (5,:)) ;hold on
plot (t,xt (7, :));hold on
plot (t,xt(9,:)) ;hold on

1.5

-0.5

0.5

Vidime, ze jednotlivé harmonické zlozky signalu (t.J. “harmonicke”) st “vo faze” v oznacenych

bodoch a tak dokazu vyskladat’ poZadovany tvar vysledného signalu v Case.



Do ststavy vchadza naraz teda vel’a Spiral (harmonickych frekvencii) a sustava sa ku kazdej jednej z

nich nejako sprava. Ak signal oneskori o “ musi o % oneskorit kazda Spiralu.
—_ _jkwlto . . s .
Plati: X —1) & Xye , t.j. ak chceme dostat signal posunuty o potrebujeme spektrum
nasobit postupnostou o jednotkovej velkosti s linedrne klesajucou fazou.

Co tato postupnost robi?

X(t) = ;X(k)ejkwlt x(r — to) = ZX(k)e—jkaatoejkaqt _ ;X(k)eﬂ“‘* (t~ty)
k

Plati: t.].

Vidime, ze pri rekonstrukcii teraz skladame Spiraly vSetky posunuté o b o ale keby faza v
postupnosti neklesala linedrne? Co keby klesanie spomalovalo?

> Spiraly by zacali “predbiehat” svoju riadnu polohu, mali by iné “fazové oneskorenie” — signal
by sa zdeformoval !

Podobny priklad sa da skonsStruovat aj pre neperiodické a diskrétne signaly ....



Definicia fazového oneskorenia:
w
- Definuje, ako sustava oneskori fazu pri danej frekvencii

Vy

Definicia skupinového oneskorenia:
__d9(@)
’ dw
- Charakterizuje oneskorenie faze pre (spojitu) skupinu frekvencii.

Poznamky:
- Ak sustava nema porusit vzajomné fazové pomery pri roznych frekvenciach (a tym tvar resp.

,0balku” vysledného signalu):
o fazové oneskorenie musi byt pre vSetky frekvencie, ktoré signal obsahuje konstantné
o resp. skupinové oneskorenie musi byt pre vsetky oblasti frekvencii, ktoré signal obsahuje
konstantné
- Toto je automaticky splnené ak ¢(w), resp. ¢(Q)je linearne



Otazka: je teda doleZita hodnota ¢(w) alebo derivacia tejto hodnoty? Nie je to spor?
- Nie.
- Hodnota ¢(w)je dolezita ak ovplyviujeme len jednu frekvenciu (vtedy nepotrebujeme pojem
tvar/obalka, Ziadne frekvencie neiteraguju)
- Hodnota zmeny ¢(w) je dolezita ak ovplyviujeme viacero frekvencii, ktorych interakciou
vznikd nejaky tvar/obdlka frekvencie iteraguju

Priklad 2 (Na doma):
Aky bude vystup ak do stistav A a B s frekvenénou charakteristikou H (@) =" "7 H (@) =™

pustime a) signal x(¢) =" b) signal z prikladu 1, pri T=4 ?
A

/2

HA(UJ)

|
/2!

77 0 S -



Priklady spojitych systémov — modulatory

- V systéme sa vykona modulacia t.j. typicky prelozenie vstupného signalu vo frekvencii do
iného ,,prelozeného” pasma.
- Proces, ktory moduldtor vykonava sa nazyva ,modulacia“ (opacny proces je demodulacia)

Nosny signal

— Vstuprly :S|g_naI’ «——» Modulator ——
»modulacny signal

Vystupny signal
»,modulovany signal*

Druhy modulicii (opakovanie z predmetu telekomunikacna technika):
1. Analogové — nosny signal je spojity - harmonicky
a. Amplitudové (AM)
b. uhlové
i. fazova (PM)
ii. frekvenéna (FM)

2. Pulzné — nosny signal ma charakter impulzov
a. Pulzne amplitudova (PAM)
b. Pulzne polohova (PPM)
c. Pulzne $irkova (PSM)



Amplitaidova modulacia (AM)

Nosny signal je harmonicky:
n(t) = Acos(ayt + @)
A — amplitada
@), — uhlova frekvencia (konstantna)

@ — faza (konstantnd)

Modula¢ny proces:
e Menime amplitddu nosného signalu: A——>A+c(t)

e Kde C(f) je vstupny (modulacny signal)
e (OznacCme vystupny signal ako S(t)
Jednoduchy priklad:
c(t) =V cos(mt)
n(t) = Acos(ayt + 9) , 0= Okvoli zjednoduseniu
s() = 25 S(w)=?
s(t)=(A4+V cosmt)cos(ayt)
s(t)=(A+V cosax)cos(ayt) = A(cos(ayt) +%4 cos mt cos(ayt)) = A(cos(ayt) + mecos mt cos(awyt))

_V )
, kde m= je index(hlbka, modula¢ny index) amplitidovej modulacie
s(t) = Acos(t) +L{cos(ay, + @)t +cos(@), — @, )t)}
pri odvodeni pouzité: cos(at ) =cosacos fmsinasin f cos(—a) = cos()

Aké spektrum odpoveda signalu S(¢) = Acos(@yt) + %{COS((UO + @)t +cos(@) — wc)t)} ?




s(t) =27« S(w)=? s() =2 S(f)="?

Resp.

1 |
Vieme, e cos )yt «——rd(w— @) + 7o (w+ 600),resp COS(Zﬂfot)¢55(f_]{())"'Ea(f'l'fo)

A
(A/2) S(f) (A/2)
(V/4) (V/4) V/4) (V/4)
L] Lr
-fo fo f
-fo-fe -fo+fc fo-fc fo+fc

Ako vyzera signal s(t) pri roznych hibkach modulacie signalu? Priklad: zhora dole: m=0.5, m=1, m=1.5 (signal je
“premodulovany”)

10
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Co je to “obalka” signalu?

Obalka st 2 hrani¢né Ciary ktoré ohrani¢uji (obal'ujil) zmenené hodnoty nosn¢ho signalu, ked’ st
nakreslen¢ v zavislosti od Casu. V pripade AM:

a(t)=A+c(t)
—a(t) = —(A+c(1))

obalka

_10 ] ] ] ]



Geometrické zobrazenie toho, €o sa vlastne deje pri AM
s(t)=(A4+V cosmt)cos(ayt)

A+V

A V Acos(ayt) |

0.1 cos(@y)




ZovSeobecnenie:
c(t) 2 —C(w)

s(t) =27« S(w) ="

s(t) =(A+c(t))cos(ayt) = Acos(ayt) +c(t)cos(apt) = s,(¢) +5,(1)

S(w)=S,(w)+ S5, (w)

S/(0) =4[ 60— @)+ 6w+ @)]

S, (w) = j c(f)cos(@yt)e " dt = c(z)[

—0Q

=1 [[ee™ Je™dt+1 [ [e(t)e ™ Je

—00

Ard(w+ @) A sw) Aro(o— )
C(w+w,) 1C(w—w,)
LSB USB
.
-Wo Wo (0))
~Wo-Wnm -Wo+Wm Wo-Wm Wo+Wm

Postranné pasma:
e LSB-Lower Side Band

e« USB=Upper Side Band

} e dt =

“dt=1C(o- @) +1Clo+ )

20(f + £y) S 46(f - 1)
sC(f+ 1,) sC(f = fp)
LSB USB>
PR wh O ffn



Vykonové pomery pri AM
Aka Cast’ vykonu vystupného signalu s(¢) je sustredena v nosnej a aka ¢ast’ v postrannych pasmach?

Jednoduchy pripad:
s(t)=(A4+V cosmt)cos(ayt)
Pre signal vyjadreny pomocou FR plati:

2

_c2. N
P =C’+>2|C,
n=l
My sme si vyjadrili jeho spektrum pomocou FT:
A
(A/2) S(f) (A/2)
(V/4) | (V/4) (V/4) | (V/4)

L] [

-fo fo f
-fo-fc -fo+f. fo-fc fo+fc

Vieme, Ze hodnosti diracov pri FT, st rovné hodnotam jednotlivych C,pri FR. Teda mdZeme pisat”:

2 2 2 2
P =2 4 +2 Y :A—+V—
2 4 2 4

T.j. aj pri 100% modulacii (V=A) je 2/3 vykonu vymrhanych na nosnu frekvenciu.



ZovSeobecnenie:
s(t) =(A+c(t))cos(ayt) = Acos(ayt) +c(t)cos(apt) = s,(¢) +5,(1)

Ratajme vykon v €ase podla definicie:

P =4[t = [[(s,(6)+ 5,00 de =+ [ 57 (0)dt ++ [ 25,(8)s,(0)de + 4 [ 5, (e = P, + 0+ 2P,
Kde
— jsl(t)dt : JQ[(A cos(ay)] dr = ;{2 {721 + 4; sin 47;T0 } = /5
- iTJOS *(f)dt _1 TJO [(c(?)cos(ay, t)] _ 1 T[(cos(a) 0] dtj (c(t) _ L 1 [( (1 )] —cz(t)
Ty L ;2 T
= Tio J: 2s,(t)s, (t)dt :TiO I Ac(t)cos®(wyt)dt 5% _Of c(t)dt b[ cos’(t)dt = %O% =0

Poznamka (!): Pri odvodzovani bola pouzita vlastnost’ integrovania cez periddu resp. ndsobok
periddy harmonického signalu, resp. periodickych signalov zloZenych z tychto harmonickych
signalov.

Nosny kmito¢et nemusime potrebovat’ (neprenasa informaciu) — zbytocne mrhame vykon, radi by
sme ho potlacili => AM s potlacenou nosnou



AM s potlacenou nosnou
Double SideBand - Suppressed Carrier (DSB-SC).
Vyhody oproti AM
e usetrilo sa viac ako polovica vykonu (nosna a nevysielané postranné pasmo)

Cena:
e zvysena zloZitost a problematickejsie naladenie demodulatora (chyba nosna) oproti AM

A=0, potom s(£) =(0+c(?))cos(ayt) = 0cos(ayt) + c(£) cos(ayt) =0+ s,(¢)

1C(w+ w,) +C(w—w,)
\ \ s8] UsB_
-Wo Wo W
-Wo+Wm Wo-Wm Wo+Wm

Tvar spektra:

Priklad: () =(0+2cos27)cos(207)



SSB resp. SSB-SC
Single SideBand resp. Single SideBand Suppressed Carrier (DSB-SC) — oznacuju to isté
Ak chceme optimalizovat’ eSte dalej — staci zachovat’ iba jedno postranné pasmo
Vyhody oproti AM:

e usetrilo sa viac ako polovica vykonu (nosna a nevysielané postranné pasmo)

e zaberame polovicné frekvencné pasmo
Cena:
e zvySenad zloZitost modulatora oproti DSB-SC

Napr. Ak sa zachova len USB, situécia je nasledovna:

A 5,

\ USB

cV

-U)o+(1)m w0+wm



