Opakovaci slide z minulej prednasky

Signaly — operacie

» Zakladné operacie: +, -, *, /, x(t), |x(t)|, urychlenie, spomalenie, posun signalov, otoCenie signalov...

* Pokrocilé operacie

Operacia Vysledok | SN signaly DN signaly
Skalé Cisl % _
sigin<> | |(@.e0) = [ fogma (F), g@m) = ) fgn)
P;erlada Funicia Ry y() = j i f@gG(r —t)dr Ryy(n) = z fl)glk —n)
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* periodické signaly: vysledok mozeme poditat pre jednu periédu sucinu funkcii
* Plati <x,y>=R, ,,(0)

* R, (autokorelacia) je symetricka funkcia okolo bodu 0



Nova latka
Dalsie postupy ako popisat signal
o existencia nosica
o priestor, kam signal patri
Co je nosié signalu?
- Interval, kde ma signal nenulového hodnoty.
- Kompaktny nosi¢ — mimo nosica ma signal presne nulové hodnoty
- Efektivny nosi¢ — mimo nosica ma signal prilizne nulové (zanedbatalne malé) hodnoty

Signaly a Priestory

Oznacenie | Podmienka | Popis

1’ (R) = Ak p=1: Priestor vSetkych absolutne integrovatelnych spojitych funkcii
f |f(0)" dt<e | Ak p=2: Priestor vSetkych po Stvorcoch integrovatelnych spojitych
S funkcii

Priestor vsSetkych p integrovatelnych spojitych funkcii na intervale

17 ([a,b)) ﬁf@Vﬁ<w

o ) Ak p=1: Priestor vsetkych absolutne sumovatelnych diskrétnych
YIfm)" <= | funkcii
- Ak p=2: Priestor vsSetkych po stvorcoch sumovatelnych diskrétnych
funkcii

I*(z)

c¥ RV Priestor vSetkych N rozmernych vektorov nad polom C, alebo R.




Signal/operacia

Signal/operacia | Charakteristika

S(t) Absolutne integrovatelny, nie je integrovatelny po Sstvorcoch

si(t) Nie je absolutne integrovatelna, je integrovatel'na po Stvorcoch

[ee]

f si()dt = = f si*(t)dt
Poznamka: - S0

sin(t), cos(t), e”, a | Nie su absolutne integrovatelné ani po stvorcoch

Skalarny sucin, 12 2
konvolu)éia, Funkcie musia patrit L (R), l (Z)resp_ c",R"
korelacia Vieme vsSak vyrobit aj definicie fungujuce na periodické signaly.




Harmonicky signal
je to zakladny prostriedok na zodpovedanie otazky, Ci analyzovany signal nejaku
"frekvenciu" obsahuje, alebo neobsahuje

Komplexny tvar harmonického signalu

Uvazujme signal sr) ako komplexnu funkciu Casu, pre ktory plati
S(t) = Ae/lt+e) - Acos(a)ot+ cp)+ JA sin(a)ot+ cp) = x(t)+ jy(t) (3.1)

Funkcie *9 a »¢) st realne funkcie asu, pricom ) je sufazova a *() kvadratova zlozka
signalu st

Realny tvar harmonického signalu

Sufazova zlozka () zo vztahu (3.1) reprezentuje realny, technicky realizovatelny signal,
pre ktory plati

x(t) = Acos(w0t+ (p) = Acos(foot+ gp) = Acos(zT—ﬂt+ ¢) (3.2)

0

kde
@ je pocCiatoCna faza (pre t=10)

@, je kruhova frekvencia
Iy je perioda signalu



Grafické znazornenie signalu v ¢asovej oblasti:

xt) 1

if A
T |
Wy |
| 2n >
¥ o t
,
-

Reprezentacia signalu je vo frekvencnej/kmitoCtovej oblasti = spektrum.
Greficka reprezentacia uvedeného signalu vo frekvencnej oblasti (grafické znazornenie
jeho spektra):

Amplitada | Faza |
A B
| W
O (DO _— O (DO —_—>
w w

Zo vztahu (3.2) je zrejmé, ze harmonicky signal je jednoznacne definovany svojou
amplitidou A4, kruhovou frekvenciou @, a poéiatoénou fazou @ .



Realny tvar harmonického signalu - suétovy

Upravou vztahu (3.2) pre realnu zlozku signalu « dostaneme

x(t) = Acos(w0t+ ga) = Acos@cosw t - Asingsinw,t = acosw,t+bsinw,t (3.3)
kde
a= Acosp
b=-Asing (3.4)
a2+b2=A2(sin2(p+cosztp)=A2:> A=+a?+b? (3.5)
tang = 300 _ b (3.6)
cos@ a

Realny tvar harmonického signalu - exponencialny

Sufazovl zlozku x(x) m6zeme vyjadrit aj pomocou komplexne zdruzenych signéalov s a
s(t). Pre x¢) potom plati

x(t) = Acos(w,t+ @) = —[S(t)+ §(t)] = %[Aej(‘""”(”) + Ae'j(‘“"”@} (3.7)



Situaciu, ked fazory s: a s rotuju kruhovou frekvenciou .»,, ale opa¢nymi smermi,
ilustruje nasledovny obr:




Reprezentacia signalu zo vztahu (3.7) v kmitoc¢tovej oblasti je v grafickej forme:

Amplituda T Fa’zaT

V tomto pripade sa jedna o dvojstranné spektrum.
Ak si signal () vyjadrime ako

x(t) =Ce’" +Ce /™" (3.8)

potom
¢ =2Lae
2
_ 1 ,
C=—Ae’"
2 (3.9)

kde ¢ predstavuje komplexna amplitadu, priGom plati

-4
2 (3.10)



Superpozicia harmonickych signalov

Uvazujeme dva realne signaly
xl(t) = A, cosw,t
xz(t) = A, cosw,t (3.11)
pricom
P =9, =0
Vytvorme
x(t) = xl(t) + Xz(t) = A, cosw,t+ A, cosw,t (3.12)

Ako bude signal vyzerat v ¢ase? Napr.:
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Ako asi bude vyzerat reprezentacia signalu v kmitoétovej oblasti?




Periodicky signal
AK «¢) je tvoreny superpoziciou v harmonickych signalov, teda

X(6)= 3,0 = 3 4, cosw,t +,) 515

vysled_ny sign_éll x(t) bude periodicky, ak pre frekvencie jedno.tlivych superponovanych
signalov bude platit

fn = nlgfl (316)

kde k je racionalne Cislo a n=123 ;N.

Otazka: ,Mo6zeme uréeny periodicky spojity signal vyjadrit ako superpozicie
harmonickych signalov”
Odpoved: “Ano, signal musi splnit isté podmienky*.



Dirichletove podmienky

Uvazujeme, periodicky signal x(t), pre ktory plati

x(t)=x(t+ le) pre v = (0;x1;+2; (3.17)

kde 1, je peridda signalu

~E

/N U\/\R -

Aby periodicka funkcia i), ktord vyhovuje vztahu (3.17), mohla byt vyjadrena ako
superpozicia harmonickych signalov pre ktorych frekvencie plati o, -no, (0, j€ zakladna
harmonickd, »-123 ), musia na intervale ,.r, vyhovovat Dirichletovym podmienkam:

* funkcia x(t) musi byt ohrani¢ena,
musi mat’ koneény pocet bodov nespoijitosti, v ktorych musi mat definovanu limitu zl'ava a limitu sprava,
* musi mat kone¢ny pocet maxim a minim.
Ak signal splria tieto podmienky, potom sa déa vyjadrit pomocou Fourierovho radu.



Realny zlozkovy tvar Fourierovho radu

Kazdy realny periodicky signal «), ktory spifia Dirichletove podmienky, moéZeme rozloZit
do Fourierovho radu, pre ktorého realny zlozkovy tvar plati
x(t)= a, + i (an cosnwt+b, sinna)lt) (3.18)

kde
hw, je kruhova frekvencia »-tej harmonickej zlozky

a,, a, a b, su koeficienty nezavislé od premennej t a platia pre ne nasledovné
vztahy:

I L T
1 2 g 2 2 e 2 2
a, =— [x(t)dt a = — coshw . tdt =
. le;l () . TJ; Tj; smna)ltdt (3.21)
5 = .



Plati:

oak je funkcia *9 parnou periodickou funkciou, potom pre jej rozklad do
Fourierovho radu plati (sinusové zlozky rozvoja su nuloveé):

xtt)=a, + anCOSl’lC{)t

) (0)=a,+>, 1

oak " je neparna periodicka funkcia, potom jej rozklad do Fourierovho radu je
dany vztahom (kosinusové zloZzky rozvoja su nulové):

. x(t) =a, + ;bn sinnw,t



Realny trigonometricky tvar Fourierovho radu

Podobne ako harmonicky signal resp. superpoziciu harmonickych signalov, ktoré su v trigonometrickom tvare
vyjadrené vztahmi (3.2) a (3.15), mO6zZzeme kazdy periodicky signal x(t), ktory vyhovuje Dirichletovym
podmienkam, vyjadrit trigonometrickym tvarom Fourierovho radu, pre ktory plati

x(t) = A, + i A cos(a)nt+ gon) = A, + i A cos(nw1t+ q&n)
n=1 n=1

kde

4, je velkost jednosmernej zlozky signalu (stredna hodnota x(t))

A je amplituda »-tej harmonickej zlozky

w, =nw, j© Kruhova frekvencia »-tej harmonickej zlozky

@, je pocCiatocna faza n-tej harmonickej zlozky

(3.24)
Obrazok vlavo —  mnemotechnicka
pomocka na zapamétnie vztahov medzi %,
b, ¢, 4,

2 2
An = an +bn tan(pn = _b_” AO — ao

AT @
Aot T A .
OﬁLMTTT% J



Exponencialny tvar Fourierovho radu

Podobne ako sme vyjadrili harmonicky signal pomocou komplexne zdruzenych fazorov (vztah (3.7), obr. 3.4)
modzeme periodicky signal x(t) vyjadrit pomocou exponencialneho tvaru Fourierovho radu. Plati pren

x(t) =4, + ixn(t) = A+ i{cnejnwlt + gne_jnwlt} _ i Cnej”“’lt
n=l n=1 n=—0

kde ¢, su komplexné Fourierove koeficienty, pre ktoré plati
T

12
C =—

n

(3.28)

x(t)e " dt
11

2 (3.29)
pre 1= 0;xL+2;
Zo vztahov (3.21), (3.25) a (3.29) vyplyva, ze

da
C =%\/an2+bn2 =%An

=‘(;

n -n 2

— 2
¢, =lc.,

(3.30)
odkial
A =2

Cn

@, =argC, (3.32)
LeA)) arg C,

] i JIK |




Vzajomné vztahy a prepoéty medzi koeficientami jednotlivych tvarov Fourierovho radu:

Exponencia | Trigonometric | Zlozkovy
Iny tvar Ky tvar tvar
A b
Cn ; al,gc'n ny ‘pn an, n
C, argC A, =C, a, =C,
’ " A =2, a, = 2Re{C, }
@, =agC, b, = -2Im{C, }
An, @y C, =4, a, = 4,
¢ |- lAn a, = A, cosg,
2 b, =-A, sing,
argC, = @,
a, b, C,=a, A, =a,
¢ =ta iy o |4 =g+,
n 2 2 n
1 cosQ, = %y
= ~\a,’ +b’ =4
2 n
b
= sing, = -—
cos@, ac. A
. b,
sing,




Priklad 1

Uvazujme periodicku funkciu x(t):
x(t) ]
A

N|a
NAa |©

T

plati
T T _ 27
x(t)= A prete(—§+nT1,2+nT1) T, =

0 preostatnét

Mame urobit rozvoj funkcie x(t) do Fourierovho radu a ziskat tak reprezentaciu danej funkcie vo frekvenénej
oblasti.

RieSenie

Dana funkcia spifia Dirichletove podmienky a preto ju mdéZzeme rozloZzit do Fourierovho radu. Ak pouZijeme
exponencialny tvar Fourierovho radu, potom pre koeficienty C na zaklade vztahu (3.29) dostaneme

T . T

2 : sinnw, —
C,= l.ZfAe‘j”‘“ltaIt= 4 _1 -[e‘j”"’ltF _A7, 2 _AT Gl T
T _% I, - jnw, - h na)lg 1 1

. T :
pricom 51(””7) predstavuje SI funkciu.
1
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Fyzikalna interpretacia Fourierovho radu

o Rozvojom signalu «:) do Fourierovho radu ziskame teda obraz o tom, aké je
zastupenie jednotlivych frekvenénych zloziek v danom signale.

o Komunikacny kanal ma urcité technicke parametre, medzi ktoré patri aj Sirka
frekvencného pasma. Je teda zrejmé, ze aj ked spektrum signalu je teoreticky
nekonecne, cez komunikacny kanal sa prenasa len jeho ohranicena ¢ast => vplyv
Sirky frekvenéného pasma komunikacného kanala na prenasany signal

Konvergencie Fourierovho radu

Doteraz sme miCky predpokladali, ze:
o periodickéa funkcia ¢ vyhovuje Dirichletovym podmienkam,
o funkciu X9 sme priamo nahradili jej rozvojom do Fourierovho radu, priom v
skutoénosti ide o aproximaciu funkcie *) funkciou £, pre ktoru plati

k

=lim&,(t) = lim ) C e
& A g R (3.33)

Tento suéet existuje v8ak len vtedy, ked uvedeny Fourierov rad konverguje.
Postacujuce podmienky (vyhovuju pre vacsinu nasich aplikacii):

o funkcia je po usekoch spoijita,

o funkcia je po usekoch hladka.



Funkcia po Usekoch spojita

Funkciu xr nazyvame po usekoch spojitou na intervale (1) ak je spojitd vo vsetkych
bodoch tohoto intervalu, okrem koneCnhého pocCtu bodov ¢, i-123 ;k, Vv ktorych ma
nespojitosti 1. druhu, t.j. nie je v nich definovana alebo nie je v nich spojita, ale ma
vlastné jednostranné limity x(-o) (zlava) a x+0) (sprava). AK x-0)=xt +0) hovorime, ze
funkcia xt) ma v bode : skok o velkosti x(:+0)-xt-0). AK niektory z bodov : je koncovym
bodom intervalu (s;5), vyZzadujeme existenciu vlastnych jednostrannych limit xa+0) alebo
x(b—O).

Funkcia po Usekoch hladka

Funkciu x( nazyvame po usekoch hladkou na intervale (sr) ak je x¢ aj x() v tomto
intervale po usekoch spojita.



Bodova konvergencia

Ak je xt periodicka funkcia, ktora je na intervale periodicity (o) po usekoch hladka,

potom Fourierov rad tejto funkcie:
a)konverguje v kazdom bode spoijitosti a

Ht)=x(t)
b)v bodoch nespoijitosti t.j. vo vnutri intervalu periodicity dava Fourierov rad aritmeticky
priemer limity zlava a sprava

§(t) = %[X(ti +)+ x(ti —)]
c)v bodoch ¢=vi v-0=322  je Fourierov rad rovny aritmetickému priemeru
jednostrannych limit v okrajovych bodoch intervalu periodicity

§(le) = %[X(O +) + x(T1 —)]



Rovnomerna konvergencia na intervale

Postacujuce podmienky pre rovhomernu konvergenciu:
a)Nech periodicka funkcia *?) je spoijita na intervale periodicity (%) a ma na riom po
Usekoch spojitt derivaciu ¥ a okrem toho plati *%-x%). Potom Fourierov rad
funkcie *¢ konverguje rovnomerne na intervale (7).
b)Nech funkcia *? je absolUtne integrovatelna na intervale periodicity (%% a nech v
nejakom intervale (@b), priom 0=a<b=T je spojita spolu so svojou derivaciou. Potom
pre kazdé s konverguje Fourierov rad funkcie *) rovhomerne na intervale {a+%b-9),



Vykonové spektrum periodickych signalov

o Uvazujme, ze signal x(t) je napatie u(¢t) alebo prad i(t) (ich okamzité hodnoty).

T1
P == f ‘x ‘ dt
o Pre stredny vykon periodického signalu s periédou t. odovzdavany do zataze plati " 2
x()= Yo
o Vieme ze plati e
T h
P, = lj‘x(t) ic net gt P, = i C, i}x( Je"“dt
Tl T n=-o n=-oo ’11

o Dosadime:

ﬂ|H

I

2

1
o Pouzitim 2

dostaneme vysledok (stredny vykon periodického signalu vo frekvencnej
oblasti):

= Ecnfn ps=icn2 PS=COZ+§2Q2

n=-o resp. n=— resp. n=1 (3-41 )
2/C

sy . A
ked uvazime, ze "~ " nl potom



n

C =4 +Z%An2 =A +DA,°

kde 4, je efektlvna hodnota »-tej harmonickej zlozky 4, =¥4,

Stredné vykony jednotlivych harmonickych zlozZiek

P,]

0 f 1, N

P=C +iz|cn|2 =P, +iPSn
n=1 n=1

vykonove spektrum neobsahuje informaciu o fazovych pomeroch.
Vsetky signaly, ktoré maju rovnaké amplitidové spektrum a odlisne fazové spektrum,
maju rovnaké vykonové spektrum.



Gibbsov jav
ak periodicka funkcia x(t) ma na intervale periodicity bod nespojitosti, potom rozvoj tejto funkcie do
nekonecného Fourierovho radu je len jej aproximaciou.

Funkciu s bodom nespoijitostimdzeme vyjadrit napr:

x(t)=x,(¢)+ olt - )
O(t—to) _ {1 pret>t,

Kde U(t— to) je jednotkovy skok: 0 pretst,

x(t)

x(t) T
X(to+) |-~ |
Xty |- T
: Xs(t)
° b —

t
Vplyv jednotkového skoku méZzeme najlahSie analyzovat napr. analyzou periodického signalu zloZzeného len
z jednotkovych skokov:

r(t-t;) ]

1




Pre funkciu "t-%) plati
(t— . ) _ {0 pre tE(;r+ k2,2 + kZJZ’)
1 pre tE(27r+ k231 + kZJ[)
pre k =0x1+2;

Fourierov rozvoj funkcie r(t-t,):

ty

. 7+T0 . 1 5 2 ST 0 pren parne
il = b =— ([rlt-t tdt=1] 2
-7 !‘ r(t—t,)dt fldt > T tf( o Jsinna, = pren neparne
EO 2 7 a =0

n

Sucet prvych 2v-1 €lenov Fourierovho rozvoja funkcie r(t-t,):
2N+1

SN(t—tO)= a, + Ebn sinnw,t

(3.54)
1 2/sint sin3t sin5 sin(ZN—l)t
SN(t—t0)=§+;( 1t+ 3 t+ c t+---+w) (355)




Derivacia s,(c-1,) sa da vyjadrit v uzavretom tvare:

' 2 cosNt-sinNt 1 sin2Nt
Sy (t_t0)=_ -

T sint T sint
Polozenim derivacie rovnl nule dostavame extremy : - .

Néslednou integraciou vieme vyjadrit sumu v uzavretom tvare:
SN(t—t0)=1+zf151n.2Ntdt=1+1 sin.ZNt
2 w2 sint 2 7y sint

Pre hodnotu v prvom extréme a pouzitim substitiicie y-2n: pre limitny pripad, ked v -« a
¢ —o0 dostavame:

dt

JT

2N 7
Sult) =2+ [0 e 20 2 110 gy 10895
2 m sint 2wy y




Teda:
o prvé maximum sa priblizuje k bodu nespoijitosti, ale jeho velkost neklesa
o funkcia prekmitne vzdy na obe strany rovnako, na kazdu stranu o 8.95% hodnoty
skoku v bode nespojitosti (dokopy je to priblizne 18%)

x(®) T
X(to+)-

X(to-) -




Priklad 2

Pre periodicku funkciu x,(r) plati

X, ()T
A

0 —
T t

T1
. (t)— A pre t€(0+ nTl;7:+nTl)
i 0 preostatnét kde n=0=1+2 T =27

Ulohy:
vyjadrite signal v zlozkovom a trigonometrickom tvare FR, aproximujte signal pomocou

prvych 5 harmonickych
zistite rozlozenie vykonu pre prvych 5 harmonickych




RiesSenie

Pre vypocCet spektra funkcie x: pouzijeme jej rozvoj do realneho zlozkového tvaru

1° Ari A
i - a, = — [Adt = —=[t]z ==
Fourierovho radu: =7 i =5
T
22 i
a, = —fA cosnw, tdt = [sinna)lt]z = —sinnz =0
T, 4 Thw, " nm

A LA A n
Tno, [cosna)lt]oz = E(l_ cosmr) = E[l— (—1) ]

Asinnw,tdt = -

=
N



Pouzitim ziskanych vysledkov mézeme pbévodny signal vyjadrit v zlozkovom tvare ako:

x (t)=a, + E b, sinnw,t

n |a_0, x() T
b_n o,eﬁf ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0O A*0.5 A2
1 |A*0.636| %
2 10 -
3 |A*0.212
4 O signal x(t)
5 A*O1 27 xp(t)T f signal x,(t)
Ak chceme zistit modul a fazu (zmena na trigon. tvar FR) dostavame
A, =aq,
A =ya, +b"=1b1 .y 403
sing, = —b—”= —b—”

@, = —arcsin(——)
A, b => Wnl D@, =1 )2-1 )2 -7 /2., n=1,23,...



Modul a faza

X 1
A~\\

N>
L}
’
-
-
E—
e
-
-

Nasledne pévodny signal skladame pomocou

X, (t) = A, + i A cos(nw1t+ qpn)
n=1

Je zrejmé, ze vyskladany signal bude identicky (kosinus posunuty o polovicu pi doprava
je sinus) ako pri skladani v zlozkovom tvare.



Rozlozenie vykonu:

Stredny vykon dodany do zataze r-12 prvymi 5 spektralnymi zlozkami vypocitame zo
vztahu (3.41):

o= e (%) +3(24) +3(24) = oamn
4 2\ & 2\37) 2\57 (3.71)
Stredny vykon dodany do zataze vSetkymi spektralnymi zlozkami je nasledovny:
AP h AP
= (A%t = 2 = 2
f Tl[]‘J 2 (8.72)
Porovnanim hodnét » a p, vidime, ze 9% celkového vykonu signalu je sustredené v

jednosmernej zlozke a v prvej, tretej a piatej harmonicke; spektra signalu. Z uvedeného
vyplyva, Ze z energetického hladiska nema vyznam zvacsovat praktick( Sirku pasma

nad hodnotu s¢..



