Opakovaci slide z minulej prednasky

Signaly — operacie

e Zakladné operacie: +, -, *, /, x(t), |x(t)|, urychlenie, spomalenie, posun signalov, oto¢enie signalov...

e Pokrocilé operacie

Operacia szledok SN signaly DN signaly

emey | y@eo = [ fogoa g0 = fmgm
ici ke @ ;

I;ZZEIaCIa Funkela | p @) = j_ @y -ty Ryy(n) = zk: fUOGk —n)

Konvoliicia | Funkei = ;

fog T g0 = j_ F@ge-ndr | = ZR: fUdgn~k)

e periodické signaly: vysledok mozeme pocitat’ pre jednu peridodu sucinu funkcii
o Plati <x,y>=R, ,,(0)
* R, . (autokorelacia) je symetricka funkcia okolo bodu 0



Nova latka
Dalgie postupy ako popisat’ signal
o existencia nosica
o priestor, kam signal patri

Co je nosi¢ signalu?
Interval, kde ma signal nenulového hodnoty.

- Kompaktny nosi¢ — mimo nosica ma signal presne nulové hodnoty
- Efektivny nosi¢ — mimo nosica ma signal prilizne nulové (zanedbatalne malé¢) hodnoty

Signaly a Priestory

Oznacenie | Podmienka | Popis

I’ (R) = , Ak p=1: Priestor vSetkych absolutne integrovatel'nych spojitych funkcii
J ‘f (t)‘ dt <oo | Ak p=2: Priestor vSetkych po Stvorcoch integrovatel'nych spojitych funkcii

—00

I’ (la.b b Priestor vSetkych p integrovatel'nych spojitych funkcii na intervale
([a.b]) 7 di<os ych p integ yeh spojity
/P ( 7 ) > » Ak p=1: Priestor vSetkych absolutne sumovatel'nych diskrétnych funkcii
;‘f ()" <= Ak p=2: Priestor vSetkych po Stvorcoch sumovatelnych diskrétnych funkcii

c",R" Priestor vSetkych N rozmernych vektorov nad pol'om C, alebo R.




Signal/operacia

Signal/operacia | Charakteristika

o(t) Absolutne integrovatel'ny, nie je integrovatelny po Stvorcoch

si(t) Nie je absolutne integrovatel’nd, je integrovatel'na po Stvorcoch

oo

[ sitdt=m= [ si* ()t
Poznamka: — oo

sin(?),cos(?),e’”,a | Nie su absolitne integrovatel'ne ani po Stvorcoch

Skalarny sucin,
konvoltcia,
korelacia

2 2
Funkcie musia patrit’ L (R), I(2) resp. C",R",
Vieme vSak vyrobit’ aj definicie fungujice na periodicke signaly.




Harmonicky signal
e to zakladny prostriedok na zodpovedanie otazky, ¢i analyzovany signal nejaku "frekvenciu"
obsahuje, alebo neobsahuje

Komplexny tvar harmonického signalu

Uvazujme signal s(:) ako komplexnu funkciu ¢asu, pre ktory plati
s(t)= A’ %) = 4 cos(@,t + @)+ jdsin(wyt + @)= x(¢)+ jy(t) (3.1)

Funkcie *) a »() st redlne funkcie ¢asu, pricom ) je sufazova a ) kvadratova zlozka signalu *)

Realny tvar harmonického signalu

Sufazova zlozka x(:) zo vztahu (3.1) reprezentuje realny, technicky realizovatelny signal, pre ktory
plati
x(t) = A cos(a)ot + (p) = A cos(Zﬂfot + (p) = A cos(zT—”t + (p) (3.2)

0

kde
¢ je pociato¢na faza (pre (=o)
o, j¢ kruhova frekvencia



I, je perioda signalu

Grafické znazornenie signalu v ¢asovej oblasti:

xt) T
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Reprezentacia signalu je vo frekvencnej/kmitoctovej oblasti = spektrum.
Greficka reprezentacia uvedené¢ho signalu vo frekvencénej oblasti (grafické znazornenie jeho spektra):




Amplituda ] Faza |
A B
(P 4 - - - - _— _ _
° * I8 ° @ It

/o vztahu (3.2) je zregme, Z¢ harmonicky signal je jednoznacne definovany svojou amplitidou 4,
kruhovou frekvenciou », a poc€iatocnou fazou .



Realny tvar harmonického signalu - suctovy

Upravou vzt'ahu (3.2) pre realnu zlozku signalu x(;) dostaneme

x(t) = Acos(a)ot + go) = Acos@pcosm,t — Asin@sinw,t = acosw,t +bsin@,t (3.3)
kde
a= Acos@
b=—-Asing (3.4)
az+bz=Az(sinzqo+cos2 qo)=A2:> A=A+a*> +b’ (3.5)
tangozsm(p=—é (3.0)
CosQ a

Realny tvar harmonického signalu - exponencialny

Sufazovu zloZku ) m6zeme vyjadrit’ a) pomocou komplexne zdruzenych signalov ) a 5(r). Pre ()
potom plati

x(t) = A cos(a)ot + go) = % [S(t)+ 5(1)] = % [Aej(%”‘”) + Ae‘j(""’”@] (3.7)



Situaciu, ked fazory st a s() rotuju kruhovou frekvenciou o,, ale opaCnymi smermi, ilustruje
nasledovny obr:






Reprezentacia signalu zo vztahu (3.7) v kmitoCtovej oblasti je v grafickej forme:

Amplitada T

V tomto pripade sa jedna o dvojstranné spektrum.
Ak si signal x(;) vyjadrime ako
x(t)= Ce™™ + Ce™™ (3.8)

potom
CzlAej"’
2
1
C=—A4e’?

2 (3.9)
kde ¢ predstavuje komplexnu amplitadu, pricom plati

=54
2 (3.10)

FézaT




Superpozicia harmonickych signalov

Uvazujeme dva realne signaly
X, (t) = A, cosw,t
xz(t)z A4, cosm,t (3.11)
pricom
¢, =¢,=0
Vytvorme

x(t) =X, (t) + X, (t) = A, cosw,t + A, cosw,t

Ako bude signal vyzerat’ v Case? Napr.:

xt) T
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Ako asi bude vyzerat reprezentacia signalu v kmitoctovej oblasti?
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Periodicky signal

Ak x(r) je tvoreny superpoziciou v harmonickych signalov, teda

(1) = nﬁ}xn(t) _ iA cos(@,t+9,) s

vysledny signal x(:) bude periodicky, ak pre frekvencie jednotlivych superponovanych signalov bude
platit’
. = 1k, (3.16)

kde % je raciondlne ¢islo a n=1,2;3;K ;N ,

Otazka: ,,Mo6zZeme urcCeny periodicky spojity signal vyjadritt ako superpozicie harmonickych
signalov*
Odpoved’: “Ano, signal musi splnit’ ist¢ podmienky*.



Dirichletove podmienky

Uvazujeme, periodicky signal x(z), pre ktory plati
x(t):x(H—l/Z]) pre v=0x1;2;K (3.17)

kde 7, je peridda signalu

~E

R\ U\J/\T1 <

Aby periodicka funkcia (), ktora vyhovuje vztahu (3.17), mohla byt vyjadrend ako superpozicia
harmonickych signdlov pre ktorych frekvencie plati o =, (0, je zédkladnd harmonicka, »=12:3x ),
musia na intervale v+7, vyhovovat’ Dirichletovym podmienkam:

e funkcia x() musi byt’ ohranicena,

e musi mat’ kone¢ny pocet bodov nespojitosti, v ktorych musi mat’ definovanu limitu zl'ava a limitu sprava,
e musi mat’ kone¢ny pocet maxim a minim.

Ak signal spliia tieto podmienky, potom sa da vyjadrit pomocou Fourierovho radu.



Realny zlozkovy tvar Fourierovho radu

Kazdy realny periodicky signal (), ktory spliia Dirichletove podmienky, moZeme rozloZit do
Fourierovho radu, pre ktorého realny zloZkovy tvar plati

x(t)=a, + i(an cosnayt+b sinnmt)

n=l1

(3.18)
kde
nw, je kruhova frekvencia .-tej harmonickej zlozky
a,, a, a b, su koeficienty nezavislé od premennej ¢ a platia pre ne nasledovné vzt'ahy:
4 I i
() 2 [ty 2 |
a, =— | x(t)dt a, =— | x(¢)cosna,tdt b, =— | x(t)sinnw,tdt
T, T, T .[Tl (1) ! (3.21)
2 2 2
pre n=12;3;K
Plati:

oak je funkcia *() parnou periodickou funkciou, potom pre jej rozklad do Fourierovho radu
plati (sinusove zloZky rozvoja st nulové):

x(t) =a,+ ian cosnw,t
O

n=1

oak *) je neparna periodickd funkcia, potom jej rozklad do Fourierovho radu je dany
vztahom (kosinusové zlozky rozvoja su nulove):
x(t) =a, + an sinnw,t

O n=1



Readlny trigonometricky tvar Fourierovho radu

Podobne ako harmonicky signdl resp. superpoziciu harmonickych signdlov, ktoré su v trigonometrickom tvare vyjadrené
vztahmi (3.2) a (3.15), mézeme kazdy periodicky signal x(r), ktory vyhovuje Dirichletovym podmienkam, vyjadrit
trigonometrickym tvarom Fourierovho radu, pre ktory plati

x(t): 4, +iAn cos(a)nt+(0n): 4, +iAn cos(na)lt+g0n) (3.24)

n=1 n=1
kde
4, je velkost’ jednosmernej zlozky signalu (stredna hodnota x(¢))
A je amplituda »-tej harmonickej zlozky
o, =nw, je kruhova frekvencia »-tej harmonickej zlozky
@, je poCiatona faza »-tej harmonickej zlozky

b, Obrazok vlavo — mnemotechnicka pomocka na
an .o . .
; - zapamétnie vztahov medzi %, bn,f"n,An
Q. a
‘ n
|
An | _ 2 2 b
B | A, =va, +D, tangp =——" AO =a,
A, o]
A, o A A, ...
®,
[ (p1 T
T [ 7 g |
o f f - — o T, N



Exponencialny tvar Fourierovho radu

Podobne ako sme vyjadrili harmonicky signdl pomocou komplexne zdruzenych fazorov (vztah (3.7), obr. 3.4) moZeme
periodicky signal x(¢) vyjadrit’ pomocou exponencialneho tvaru Fourierovho radu. Plati prefi

)= A S ()= Ay +SC 4T = S
n=1 n=1

n=—oo (3.28)
kde ¢, st komplexné Fourierove koeficienty, pre ktoré plati
T
1 F o
C =— Jx(t)e“’”w‘tdt
L
2 (3.29)
ore = 0;x1;+2:K
/0 vztahov (3.21), (3.25) a (3.29) vyplyva, Ze
Cn :‘C—n :l an2+bn2 :lAn — |2 2
2V 2" el =lc, (3.30)
odkial

0,
c) el | el e b3
 fleds 7 [
. o |

LT PR




Vzajomne vztahy a prepoCty medzi koeficientami jednotlivych tvarov Fourierovho radu:

Exponencidl |Trigonometric |Zlozkovy tvar
ny tvar ky tvar
n 0 argCn An ° (0” an ’ bn
A4,=C, a, =C,
! s arg Cn
A4, =2|C, a, =2Re{C,}
@, =argC, b, =-2 Im{Cn}
An, o, Co _Ao a _Ao
|- 1 a a,=A,cose,
2 bl‘l = _An Sin ¢n
arg Cl’l = ¢ﬂ
an, b, G, =aq, 4y =a,
C :la _]lb = An: an2+bn2
n 2 n 2 n
1 2 2 cosQ, =—~
=—.a +b g
2 an n n
b
_ % sing, =——*
cosQ, 2|Cn | A,
sin@, =— b,
¢ﬂ 2 Cn




Priklad 1

UvaZujme periodicku funkciu x(z):

x(® T
A
0
22 i
T,
plati
|4 prete(—z+nTl;z+nle lez—ﬁ

x(t) = 2 2 kde @1 = 041:42:K

0 preostatne t

Mame urobit’ rozvoj funkcie x(r) do Fourierovho radu a ziskat’ tak reprezentaciu danej funkcie vo frekvencnej oblasti.
RieSenie

Dana funkcia spliiia Dirichletove podmienky a preto ju mdézeme rozlozit' do Fourierovho radu. Ak pouZijeme exponencialny
tvar Fourierovho radu, potom pre koeficienty C na zaklade vzt'ahu (3.29) dostaneme

T . T
P T SInnw, —
7 LR et 1

. T .
pricom S’(”” ?] predstavuje S? funkciu.

1
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Fyzikalna interpretacia Fourierovho radu

o Rozvojom signalu « do Fourierovho radu ziskame teda obraz o tom, aké je zastipenie
jednotlivych frekvencnych zloziek v danom signale.

o Komunika¢ny kanal ma urcité technicke parametre, medzi ktoré¢ patri aj Sirka frekvenéného
pasma. Je teda zrejme, ze aj ked’ spektrum signalu je teoreticky nekone¢né, cez komunikacny
kanal sa prenasa len jeho ohrani¢ena Cast’ => vplyv Sirky frekvencného pasma komunikaéného
kanala na prenaSany signal

Konvergencie Fourierovho radu

Doteraz sme mlcky predpokladali, ze:
o periodicka funkcia *) vyhovuje Dirichletovym podmienkam,
o funkciu *() sme priamo nahradili jej rozvojom do Fourierovho radu, pri¢om v skutoénosti ide o
aproximaciu funkcie *) funkciou ¢, pre ktort plati
k
t)=lim&, (1) = lim 3" C, ™"
e ——k

k—>o0
n

(3.33)

Tento sucet existuje vSak len vtedy, ked’ uvedeny Fourierov rad konverguje. Postacujice podmienky
(vyhovuju pre va¢sinu nasich aplikacii):

o funkcia je po usekoch spojita,

o funkcia je po usekoch hladka.



Funkcia po usekoch spojita

Funkciu x(r) nazyvame po Usekoch spojitou na intervale (s;») ak je spojita vo vSetkych bodoch tohoto
intervalu, okrem konec¢neého poctu bodov «, i=123k ;k, v ktorych ma nespojitosti 1. druhu, t.J. nie je v
nich definovand alebo nie je v nich spojitd, ale ma vlastné jednostranné limity «(;, -o0) (zI'ava) a x(z, +0)
(sprava). Ak x(;,-0)=x(;+0) hovorime, ze funkcia x;) méa v bode . skok o velkosti x(,+0)-x(-0). Ak
niektory z bodov : je koncovym bodom intervalu (s;s), vyZadujeme existenciu vlastnych
jednostrannych limit x(«+0) alebo x(»-0).

Funkcia po usekoch hladka

Funkciu x() nazyvame po usekoch hladkou na intervale («») ak je () aJ »() v tomto intervale po
asekoch spojita.



Bodova konvergencia

Ak je ) periodicka funkcia, ktora je na intervale periodicity (0;7;) po Usekoch hladka, potom

Fourierov rad tejto funkcie:
a) konverguje v kazdom bode spojitosti a

)= ()
b)v bodoch nespojitosti t.j. vo vnutri intervalu periodicity dava Fourierov rad aritmeticky priemer
limity zl’'ava a sprava

1
&t) = E[x(t,. +)+x(t, )]
c)v bodoch =VI;, v=0+£1::2K je Fourierov rad rovny aritmetickému priemeru jednostrannych limit v
okrajovych bodoch intervalu periodicity

1) =5 [+(0+)+ 2(7; -)]



Rovnomerna konvergencia na intervale

Postacujuce podmienky pre rovnomerni konvergenciu:
a)Nech periodicka funkcia *0) je spojita na intervale periodicity (%) a ma na fiom po tGsekoch
spojita derivaciu ) a okrem toho plati *=x7), Potom Fourierov rad funkcie *) konverguje
rovnomerne na intervale (%7,
b)Nech funkcia *) je absolttne integrovatelna na intervale periodicity (*7) a nech v nejakom
intervale (42) pricom 0sa<b<7T je spojitd spolu so svojou derivaciou. Potom pre kazdé ¢
konverguje Fourierov rad funkcie *') rovnomerne na intervale (@+%0-9)



Vykonové spektrum periodickych signalov

o Uvazujme, ze signal x(¢) je napétie u(¢) alebo prad i(s) (ich okamzité hodnoty).

o Pre stredny vykon periodického signdlu s periédou 17, odovzdavany do zat'aze plati 2
X(f) — 2 Cnejnam
o Vieme Ze plati n=—oo
L I
1 f N inwt N 1 [ Jjnwqt
R:—jx(t)ECnef " dt P = ZCn—Ix(t)e " dt

Tl I n=—oco n=-oo T{ _ﬁ

o Dosadime: 2 => 2

C, = x(¢)e” " dt

o |5

N|=

N |

o Pouzitim dostaneme vysledok (stredny vykon periodického signéalu vo frekvenénej oblasti):

2 2

n=—oo resp. n=—oo resp.

P=C, +i2
n=1

(3.41)

ked uvazime, ze " " 1, potom

C,

n

P=CS+ iz
n=1

I5
=

kde 4, je efektivna hodnota »-tej harmonickej zlozky 4, =



Stredné vykony jednotlivych harmonickych zloziek

s

0 1, N

P = C02 +iz|cn|2 =Py +iPSn
n=1 n=1

vykonove spektrum neobsahuje informéaciu o fazovych pomeroch.
Vsetky signaly, ktoré maji rovnaké amplitidové spektrum a odliSné fazové spektrum, maja rovnaké
vykonove spektrum.



Gibbsov jav

ak periodicka funkcia x(r) ma na intervale periodicity bod nespojitosti, potom rozvoj tejto funkcie do nekonecneho
Fourierovho radu je len jej aproximaciou.

Funkciu s bodom nespojitostimdézZzeme vyjadrit’ napr:
x(t)=x,()+olt-1,)

olt—1t,)=
Kde O-(t —1 ) je jednotkovy skok:
X(t)

1 pret>t,
0 pret<t,

x® ]

X(to+)—

X(to-)

0 —

t
Vplyv jednotkového skoku méZeme najlahSie analyzovat napr. analyzou periodického signédlu zloZzeného len z jednotkovych

skokov:
r(t-t,) 7

1

t0=2TC —_—

— A




Pre funkciu "~%) plati

1) {0 pret e(m+ k22w +k2r)
|l prete(2m+k2m3n+k2r)

pre k =0;£1;42;K

Fourierov rozvoj funkcie r(t-1,):

t
D47,

2
b, = 2 Ir(t —1,)sin naytdt =

n
0
2

0 pren parne

2
— pre n neparne
m

Sucet prvych 2~ -1 €lenov Fourierovho rozvoja funkcie :-+,):

2N+l
Sylt—=t,)=a,+ > b, sinnwt
wli=t)=ay+ 3, 354

SN(t_tO):E-i_;

SN (t'to) T

0,5 -

1 2(sint sin3t sin5t sin(2N — 1)
+ + o
1 3 5 2N -1

) (3.55)

a

n



Derivacia s, (:-:,) sa da vyjadrit’ v uzavretom tvare:
’ 2 cosNt-smNt _ 1 sm2MNt
Sy (e=1,)= .
T sin ¢ 7Z' sint

PoloZzenim derivéacie rovnu nule dostavame extrémy i, = '~

Naslednou integraciou vieme vyjadrit’ sumu v uzavretom tvare:
I 2 ’lsin2Nt 1 1 ¢sin2Nt

Sylt—t,)==+= dt =—+—
vle=t) 2 7)2 sint 2 7z sint

dt

Pre hodnota v prvom extréme a pouZitim substiticie y=2nx pre limitny pripad, ked v>- a /-0
dostavame:

dy =1,0895

SN(tl):

-l

sin 2 Nt _l_*_lj-smy
2 7y

1 1
_+_
2 sint



Teda:
o prve maximum sa priblizuje k bodu nespojitosti, ale jeho vel'kost’ neklesa
o funkcia prekmitne vzdy na obe strany rovnako, na kazdu stranu o 8.95% hodnoty skoku v bode
nespojitosti (dokopy je to priblizne 18%)
x(t) ]

X(to+)-

X(to-) -




Priklad 2

Pre periodicku funkciu «,(r) plati

X071
A

o . —
T,

A prete(0+nTl;T+nTl)
0 preostatné t kde n=0%142:K T =27

(0=

Ulohy:

vyjadrite signal v zlozkovom a trigonometrickom tvare FR, aproximujte signal pomocou prvych 5
harmonickych

zistite rozlozenie vykonu pre prvych 5 harmonickych



RieSenie
Pre vypocet spektra funkcie x(:) pouzijeme jej rozvoj do realneho zlozkového tvaru Fourierovho radu:

131 4.0 4

- A = — -

a, Tl‘([ dt Tl[t]oz :
I

2 2
a, =—J-Acosna)ltdt =
L

i

- L4
[sinnw,t]2 =—sinnz =0
hno, nrw

0 7
b, = %‘([Asinn(l)ltdt =— 7;‘;)1 [cosnat]> = %(1 —cosnz) = %[1 _ (_l)n]



PouZitim ziskanych vysledkov mdZeme povodny signal vyjadrit’ v zlozkovom tvare ako:

x(t)=a,+ ibn sin nayt

n |a 0,bn|* I

0 A*OS 0.64 |

1 |A*0.636| .

2 10 013 |-

3 |A*0.212 N -
; y signal x(t)

5 |A*0.127 xp(t)AT sy

2

Ak chceme zistit modul a fazu (zmena na trigon. tvar FR) dostavame

AO :ao

An :Wlbn ‘ ;n :172939"'

. b b I b
sme, =——+=——" ¢, = —arcsin(— ")

4, 16| => 10,1 o =—7/2,9-7/2,2-7/2..,n=123,...



Modul a faza

x¢f) |1
A I \\
\‘4/ T \\\3/ ’—T\\ - —T
0 1 2 3 —
T T T f
o.(HT

Nasledne povodny signal skladame pomocou

X, (t): A4, + iAn cos(na)lt + %)

n=1
Je zreymé, Ze vyskladany signal bude identicky (kosinus posunuty o polovicu pi doprava je sinus) ako
pri skladani v zlozkovom tvare.



RozloZenie vykonu:

Stredny vykon dodany do zataze r-10 prvymi 5 spektralnymi zlozkami vypoclitame zo vztahu
(3.41):

) 2 2 2
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Stredny vykon dodany do zat'aze vSetkymi spektralnymi zloZkami je nasledovny:
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Porovnanim hodnét » a » vidime, ze 9% celkového vykonu signdlu je sustredené v jednosmernej

zloZke a v prvej, tretej a piatej harmonickej spektra signalu. Z uvedeného vyplyva, Ze¢ z
energetického hl'adiska nema vyznam zvacSovat prakticka Sirku pasma nad hodnotu sy.



