V praxi pouzivame najma zjednoduSen¢ zobrazenie, kde zobrazujeme iba nulove a nekonecné
hodnoty X ().
e Nulové hodnoty — ,,nuly* — ozna¢ujeme krazkom “o*

e Nekonecné hodnoty — ,,poly* — oznacujeme krizikom ,,x*

|
Pre X(z)=1+ ~ st nuly a poly nasledovné:

e X(2) m4 jednu nulu pri z=-1

o X(2) ma jeden pol pri z=0

Matlab: zplane([1,1],[1])
1= |
kde 0.8
[1,1] reprezentuje 0.6.
x(0),x(1),... o4l
(detailnejsi popis g .
pomocou ,,doc zplane®) g 0 ?
g -02.
B -04 -
-0.6 -
-0.8-
L
1 105 0 05 i
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i x(n)z™

n=—o0

AKk4 je oblast’ konvergencie {Z : < °°} pre x(n)=(L1)9

Z vysSie uvedeného vidime, Ze sa jedna o celi komplexnl rovinu okrem pociatku.

Priklad 2

(n)= 0 n<0
Akd je oblast konvergencie pre "\~ 08" n>0 !

n=0:10 19
stem(n,0.8.”n) 0.8
grid on 0.6
0.4 I
0.2
00 2

10

Skusme vypoditat’ X(z) auvidime ..

(e o]

1 1

X(z)= ix(n)z_"ziOB"Z_":Z(%j = =R
par 1_( ] 8z

n

n=0 Z %

Z

n:—DO

Nekonecny rad konverguje k uvedenému vysledku iba pre {Z : ‘0-82 _1‘ < 1}



Znazornime oblast’ konvergencie {Z : ‘0-82_1‘ < 1} A Z"
graficky (Seda oblast). Imiz}
. X(2)= 1 , / L \
Kde ma 1-082" nuly a poly? Y, N\ N |
Nuly nema. / :
P61 ma jeden a to v komplexnom cisle 0.8 . ¥ >
Nuly a poly su zakreslené do obrazku. \\ O-fj /1 Reld
i / Oblast
| konvergencie

Vieme zovSeobecnit’ oh'adom konvergencie:

=> V ,.z* rovine oblast’ konvergencie kauzalneho signalu je oblast’ mimo kruhu, ktory
obkolesuje vSetky jeho poly.

=>» Pre Cisto nekauzalne signaly je to presne naopak.

=>» Pre kombinované signaly obsahujice kauzalne aj nekauzalne zlozKky je oblast’ konvergencie
medzikruzie (alebo je oblast’ prazdna)



Interpretujme, €o sa pri Z transformacii vlastne deje.

Z{x(n)}=X(z)= i x(n)z™"

Nn=—o0

Co spdsobuje pritomnost’ ¢lenu z ", ako vplyva na hodnotu X (z)?

e Hodnota X(z)v bode 2, t.j. X(z,)vyjadruje ,,podobnost™ signalu x() a signalu Z, . Pre¢o?
o Ak sa kauzalny signal x(n) zhoduje s prisluznym 2, presne, potom ma X(z) v bode z, pél,

X(Z) = i x(n)z_" :izbnz_” :i(ﬁ) :L
()

lebo Zp

z

o Cim dalej od pélu skimame hodnotu X(2), tym viac hodnota|X(2)| klesa

o Ak X(n):{

e Resp. naopak, ak X(z) ma poly v Z, 52, »--Z,, potom x(n) obsahuje z,, +2z,, +..+2,,"

n<0
n>0 potom X(2) ma poly vZy 2y 52y

n

n n n
Zy tZy, t..tzZ,,

e Ako vlastne vyzera 2, ?



Ako vlastne vyzeraju signaly z" pre rozne z?

Vyjadrime si z v exponencidlnom tvare (z = re’’). Potomz" = 7"¢’”" t.j. vo vieobecnosti sa jedn4 sa o
komplexné diskrétne Spiraly. Pre nazornost’ si zobrazme realnu Cast’ vysledku.
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Ked ma X(z) nuly niekde. Co to presne znamena?

1
Signalu ¥(") =D odpoveda funkcia X (2) =1 "';, ktora ma jednu nulu bode z, =-1. Signal z" v

bode z,m4 hodnoty 2, , o pre 2, = —1 vytvori signal.

0 5 10 15 20 25 30 35

Vidime, Ze signal Z, ndm (ak by sme rekonstruovali po kruZnici, ktora pretina tiito nulu) zmysluplne

neprispieva k rekonsStrukcii signalu x(n) (ako ndm pomo6zu dve navzajom opacné hodnoty pri
rekonztrukcii dvoch rovnakych?).

n
M AV \4 r o~ * /4 b r Z r v b A
e T.j. voI'ne mo6zeme povedat’, Ze nas signal sa vobec na signal “° ,,nepodoba®, resp. Ze je nan

2
,,ortogonalny* (pozor, ortogonalita je definovana pre priestory I'(Z) atam my nie sme)



Z TRANSFORMACIA - VLASTNOSTI

Nazov Casova oblast’ Transformacna oblast’ Poznamka
x(n) neperiodické X(2) -
’ ’ Zix(n)i=X(2)= ) x(n)z™"
y(n), neperiodické Y(2), x(m)}=X(z) n;o (n)
1
x(n)=Z"4X(2)l=— 2)z"'dz
(=2 {X(2)} zﬂji—X()
Linearita ax(n)+ fy(n) aX(z)+ BY(z)
Casové x(n— ”0) X( Z) " Oneskorenie o 1 takt je ekvivalentné
posunutie prendsobeniu Z -
Casové x(—n) X( Z_l)
otoc¢enie
Konvolucia v | x(n) * y(n) X(2)Y(z2)
case
Nasobenie x(n)vin 1 _
v Case (m)y(n) x(n)= % J_X(V)Y(Z/V)v 'dv
C
Konjugacia v x(n) X(2)
case
Nasobenie (=1)" x(n) X(-z)
(—l)n v ¢ase
Nadvzorko- x(n/M) n=kM;keZ |Y(z)=X(z")
vanie v dase | y(n)= .
0 inac
Podvzorkova | y(n)=x(Mn);M € N Y(z)= X(ZI/M)
nie v ¢ase

Pozndmka: pozor na oblast konvergencie




Casové posunutie:

RYRIE SRR PRI SR

n=—o00

Nasobenie (—l)n v ¢ase

n=—o00

n=—o00

Z{am)= ¥ )z = Y )72 = Y (D) " = Y xn)(-2)" = X(-2)

n=—o0

Konvolucia v ¢ase

n=—o0

n=—o00

Z\x(n)* y(n)}= Z{ i x(m)y(n —m)} = i i x(m)y(n-m)z™" = i x(m) i Y —m)z "z =

=Y(z2) i x(m)z™" =Y(2)X(2)

m=—oo

Z. transformacia niektorych zakladnych signalov

Signal Definicia v Case Z transformacia Poznédmka
Jednotkovy 1 pren=0 1 Kroneckerov impulz
impulz u(n) = .

0  inak
Jednotkovy I pren=0 1 Oblast’ konvergencie: |z|>1
skok O-(n) - . -1

0  inak -z

a"o(n) 1 Oblast’ konvergencie: |z|>a|
1-az”'




AKko suvisi Z transformacia a DTFT?

Ak zvolime podmnozinu vietkych moZznych kompexnych ¢&isiel z=e’ (t.j. oblast jednotkove;
kruznice) potom:

X(Z) = i X(l’l)z_” X(ejQ) — i x(n)(ejﬂ)—n — i x(n)e_jgn

Nn=—o0 Jl=—00 Ni=—o00

— N —jQn
Zjednodusene zapisané: X (£ = Y x(n)e”

T.j. pri z=edostavame DTFT:
Z {x(n)}zzejQ = DTFT{x(n)}

Priklad: Ak x(n)=(L1) potom X(z)=1+z"a X(Q)=1+e "

2

e\
1.4 \
1.2 \ /
1 \ /
0.8 \
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AKko nam Z transformacia pomoze pri LDKI systémoch?

LDKI boli opisan¢ linearnou diferen¢nou rovnicou
M N

Y by(n=k)=Y ax(n=k)

k=0 k=0

Hl'addme, ¢o je vystupom y(n)pri danych a,,b,,M,N,x(n). Vo vSeobecnosti sa rieSenie sklada
z dvoch Gasti: y(n)=y,(n)+y,(n), kde
e )(n) je rieSenie uvedenej rovnice bez pravej strany

e ),(n) je rieSenie uvedenej rovnice s pravou stranou

Rovnicu rieSme najprv bez pravej strany a pouzime Z transformaciu:

fbky(n—k):o - Y(z)fbkz—%o /(.ZM) - Y(z)fbkzM—%o

M
M-k _ , 9 oy . . .. ,
Charakteristicka rovnica Zka =0 ma M koretiov z,,-..Z, rieSenie celej rovnice je nasledne
k=0

M
y1(n) - ZCkZZ
k=1

kde ¢, si konStanty vyplyvajlce z pociatocnych podmienok. Vysledkom je suma vdhovanych
komplexnych diskrétnych Spiral (vid’ slide 5). Fyzikdlne to predstavuje vlastné kmity sustavy.




Hl'adajme rieSenie s pravou stranou:

2by(n=h)= 2,a,x(1=h) > Ybhyn-0=Yakxn-k

Pomocou Z transformacie dostaneme (na oboch strandch sa jedna o konvoluciu):

A(z
BY()=AX() > V)= B(Zi X@Q=H@X@ 3 ym)=h(n)*x(n)
< k
az
H(Z): A(Z) = g)‘ '
Kde B(z) i , ;¢ sanazyva prenosova funkcia sistavy. Vystup y(n), ktory ziskame sa
k
k=0

nazyva vnutena odozva.

Signal h(n)=Z"'{H(z)} sa nazgva impulzova charakteristika sstavy lebo je identicky
s odpoved’ou sustavy na jednotkovy impulz:
ak x(n)=u(n)potom X(z)=1a Y(z)=H(z), resp. ¥(n)=Z"'{H(z)}=h(n),

Uplne riesenie diferenénej rovnice je teda:
M

() =y () + y,(n) = Y c,z; +h(n) *x(n)
k=1

Ak maju vSetky vlastne kmity ,,doznievajuci charakter®, t.j. ‘Zk‘ <1, vysledna odozva bude dana iba
vnutenou odozvou, ktord dominuje (tzv. dominantna podmienka). Potom y(n)=h(n)*x(n).




Delenie siistav podPa dizky impulzovej odpovede /(1)
e S Koneénou Impulzovou Odpoved’ou (KIO) — koneé¢na dizka impulzovej odpovede (anglicky
Finite Impulse Response - FIR)

e S Nekoneénou Impulzovou Odpoved’ou (NIO) — nekoneéna dizka impulzovej odpovede
(anglicky Infinite Impulse Response - IIR)

AKo je to so stabilitou sustavy?

e Stabilita je ur¢ena prenosovou funkciou H(z), resp. impulzovou charakteristikou a jej
vlastnostami

e Formulacia v ¢ase

o 2 b <

e Formulacia v Z rovine
o Stabilita zavisi od polohy nulovych bodov H(z)
o Stabilita zavisi od polohy polov H(z) - musia sa nachadzat’ vnitri jednotkovej kruZnice.

Preco? Ak podmienka nie je splnend, potom kazdy vstupny impulz spusti tvorbu signalu,
ktorého amplitiida ostava na vystupe rovnaka, alebo sa zvac¢suje.

Kreslenie modelov LDKI sustav - poznamka

Nazov Oznacenie Alternativne oznacenie
Oneskorovaci ¢len —x(ny» T —y=x(n-1)» —x(ny» z' —y=x(n-1)»
(posuvny register)




LSKI (Linearne Spojité Kauzalne Invariantné) sustavy

Zé4kladné vlastnosti skratka | Skiimané typy
Linearne + Spojit¢  + Kauzalne + Invariantné (v Case) | LSKI neparametrické, pamétove
~ Signal sustava ~ Signal

x(t) y(t)

e vstup (budiaci signal) x(t)
e vystup (odozva) y(t)

Zéakladné vlastnosti (je dana sustava LSKI?):
1) Linearita: Sustava je linearna ak plati princip linearity a superpozicie: ak x,(t) = »,(?)
%,() = 12(0) Lotom @0(0) + Ox, (1) = ay () + Sy, (1)
2) Casova invariancia: x(f—1,) = ¥(t—1t,) nezaviske od #,€ R
3) Kauzalita: y(%) je zavisly iba od x(r) kde 7<%,

Je dana ststava stabilna?
e Stustava je stabilna ak 'ubovolny vstupny signal x(¢) s kone¢nou amplitidou vyvola signal
y(t)s kone¢nou amplitudou

e Co je kone¢nd amplitada? f(f) ma konecna amplitadu, ked |/ ()| S eo;t€ R



Opis LSKI sustavy
e Vystup (odozva) v danom Case je dany
o Linearnou zavislostou od aktudlnej budiacej hodnoty
o Linearnou kombindaciou starSich budiacich hodnot
o Linearnou kombindaciou starSich vystupnych hodnot
e Vstupno/vystupne spravanie sa da opisat’ linearnou diferencidlnou rovnicou s konstantnymi
koeficientami a pravou stranou

d'x(t)  ~ d"'x()

m m—1
A 4 A
dt” dt”

" e g

+..+by(t)=a, +...+ayx(t)

Tato rovnica sa da pekne riesit’ pomocou Laplaceovej transformacie = Laplaceova transformacia
(opakovanie)



Laplaceova transformacia (opakovanie)

e ZovSeobecenie Fourierove] Transformacie
e Namiesto e¢’“sa pouziva ¢”, kde p=0+ jo sa nazyva komplexna frekvencia.
e Namiesto frekven¢nej osi, mame ,,p* rovinu

Dopredna transformacia:

X(p)= T x(t)e P'dt X(p)= Tx(t)e_p 'dt

resp. pre kauzalne signaly staci

Spitna transformacia (integracia po zvislej priamke prechadzajtcej bodom € :
1 O+ico t
x()=== [ X(p)e"dp
27i 7

Podmienka existencie Laplaceovej transformacie je nasledovna:
[Jx(o]edt < o0
0

—ot

Kde ¢ sanazyva Cinitel’ konvergencie. Oblast’ v ,,p“ rovine, v ktorej existuje Laplaceova
transformacia sa vola oblast’ konvergencie.

Vidime, Ze Fourierova Transformacia je Specialnym pripadom Laplaceovej transformacie, ked’
p = jw aplati to za predpokladu, Ze oblast’ konvergencic zahina os j®.



Oblast’ konvergencie — priklady
Priklad 1

Nech X(t)=e“o(1)

X(p)=L{e"o(®)}= [ e ol dt = [e e dt = [e " dt = - L 0-p=—1
Potom e 0 0 pa pra
Podmienka existencie je
_ﬂx(t)‘ e %'dt < o Je_“’e_ma’t < oo J‘e_(‘”a)tdt < oo
0 b 2 0 b 2 0

Teda pre oblast konvergencie plati:
at+o>0 5 0>-a

Priklad 2

Nech ¥(1)= e‘”O'(t), potom ..... oblast’ konvergencie je

O > da

Nuly a pély X(p)

e Nulova hodnota X(p) - nula v danej hodnote p — kresli sa znakom ,,0“ v ,,p“ rovine
e Nekonecne velkd hodnota X(p) - pd6l v danej hodnote p — kresli sa znakom ,,x“ v ,,p“ rovine



,p" rovina

Oblast
konvergencie
o>-a

,p" rovina

Oblast
konvergencie
o>a




LAPLACEOVA TRANSFORMACIA - VLASTNOSTI

Nazov Casova oblast’ Transformacna oblast’ Poznamka
x(?) neperiodické X(p) < 1 ot
’ ’ X(p)=| x(t)e"dt =— "
¥(1), neperiodické | Y(p), (p) [o x(0)e ) =—— J Ap)etdp
Linearita ox(t)+ py(t) aX(p)+pY(p)
Posunutie v | x(¢f—¢ Pty
Case (1=1) X(p )e
Posunuti? VO x(t) P! X( p— po)
frekvencii
Derivaciav | dx(t) pX(p)—x(0)
case i
Derivacia vo —tx(t) dX(p)
frekvencii ?
Integrovanie | X — !
s [ x(ear X(p)/p—-x(0)/p
Integrovanie x(t)/t >
vo frekvencii JX (s)ds
p
Konvolucia v | x(z) * y(¢) X(p)Y(p)
case
Nasobenie x()v(t |
v ¢ase (D) x(n) = %X(P) *Y(p)




Laplaceova transformacia niektorych zakladnych signalov

Signal Definicia v Case Laplaceova transformacia
Jednotkovy o (1) 1
impulz
Jednotkovy 1 pret>0 1
skok o(t) = . —
0 inak p
e “o(t) 1
pta
o(t)=o0(t-t,) |
P

Laplaceova transformadcia — interpretacia ¢

X(p)= T x(t)e P'dt

Comu sa rovna hodnota v bode ,,p“?
S akymi funkciami sa nasobi x(¢#)v integrale?

Aky tvar v zavislosti od komplexnej frekvencie ,p“ ma e’ =7/ =%/ ?
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