FOURIEROVA TRANSFORMACIA (POKRACOVANIE)

/eta o kmito¢tovom posunuti (modulaény teorém)

Operacia v kmito¢tovej oblasti, ktord je obdobou oneskorenia signalu v ¢asovej oblasti.

Q=w*w,

Ak zavedieme substituciu dostaneme:

oo

X(Q) = Ix(t)e‘jgtdt

X(ota)= [ x(t)e V= [ [x(e)em™ e ar

—00

Jostavame:
—Jj,t

X(a)+ a)o) — x(t)e

X(o—-w,)— x(t)e’



_omu sa rovna?
x, (¢)=x(t)cos mt
Pouzitim alternativneho vyjadrenia pomocou goniometrickych funkcii:

x(t)(cos @yt — jsinemyt) = X(w+a,) | |
x(t)(cosmyt + jsinoyt) = X(w-w,) =7 x,(¢) = x(t)cosw,t — 5X(w+ W,)+ 5X<w_ 0,) = X,(0)

Posunutie spektralnej funkcie X(®) o hodnotu @, a —@, odpoveda nasobeniu signalu x(¢)

realnym harmonickym signalom.

Signal x,(¢) odpoved4 amplitidovo namodulovanému signalu s potladenou nosnou frekvenciou:
Signal x(¢) predstavuje modulaény signal.

Signal €@ je nosnym signalom s frekvenciou @o.



Ilustracia nasobenia signalu x(¢) reAlnym harmonickym signalom
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/eta o sucine (konvolucii) signalov a spektra

A. Konvolucia v kmitoétovej oblasti
Ak signal X(f ) vyjadrime ako sucin dvoch signalov x(t ) =X, (f ) ' X, (l‘ )
x (1) = X, (o)

Pricom X2 (t) — X, (0))

Potom pre Fourierov obraz signalu () plati

[

Flx(O)}=F{x (1), (0} =X (1) = [ x()e?™di = [ x,(¢)-x, (1) ds
"y L 0=Q
Pouzitim substitacie d = dO
1 : . 1 7 o
mozeme funkciu x, (t) vyjadrit v tvare X, (£)= o J X, (Q)e™™d0

Dosadenim a po uprave dostaneme

[

Fix (1) x,(1)}= X (w) = J{%T X, (Q)e™dQ

—o0

—jax 1 R t —j@-Q)t
x,(1)e” dt:gj)(l (Q)_J;xz (£)e " drdQ

—oo

Na zaklade vety o kmitoctovom posunuti plati

sz (t)e_j(w_g)tdt = sz (t)e™ e dt = X(w—- Q)

—oo —oo

Dosadenim dostaneme F{xl(t).xZ(t)}:% T Xl(Q)'Xz(w_Q)dQ:%Xl(w)*Xz(w): X,(f)=%,(/)

—00

Po7znamka:



Vyjadrenim x, (f) namiesto ¥, ()

- L [x,(Qe™d0
T o

dospejeme k tomu istému vzt'ahu:

Fx (1) x, ( jX (0-Q)dQ=X,(f)*X,(f)

Sucinu dvoch signalov v ¢asovej oblasti zodpoveda konvolucia ich spektralnych funkcii v
kmitoctovej oblasti.



. Konvolucia v ¢asovej oblasti

Predpokladajme, Ze funkciu X (@) modZzeme vyjadrit’ ako stcin dvoch funkcii:
X(o) =X, () X, (@)
Plati
x(t)=F{X(w)}=F'{X (0) X, (0)}=— | X(w)e'"dw= 2L [[ X1 (0)- X, (0)]e"da
00 7[ —o0

t=1 )
Ak pouzijeme substiticiu @ = dT potom X 1((0) = Jxl(T)e_jde

Dosadenim a upravou dostaneme
1

FX (@)X, (0)}=x(1) = EN { [x(2) e‘f“”dr} X, (@) do= | x (f)% [ x, (o) ej”’(t‘f)da)}dr

—00

Na zéaklade vety o Casovom posunuti signalu

2i Xz(a) jel=1) g —J.X _]“”eja’da)zx(t—f)
7Z—<x>

Dosadenim dostdvame vysledok:

F X (0)- X, (0)}= jxl x, (t—=7)dr="x,(t)*x,(?)



Poznamka:
Vyjadrenim X, () namiesto X; (@)

[ee]

X,(0)= '[xz(z')e‘j“”dr

—0Q

dospejeme k tomu istému vzt'ahu:

F X (o) X, (0)}= sz x, (t=7)dT=2x,(1)*x,(t)

Plati:

Sucinu dvoch signalov v kmitoctovej oblasti odpoveda konvolucia prisluSnych signalov v
Casovej oblasti.

Konvolucia je teda vzajomnu suvislost’ medzi nasobenim dvoch signalov na jednej strane
‘mapr. v kmitoctovej oblasti) a odpovedajucou operaciou (konvolitorny sicin) na druhej strane
(v Casovej oblasti).



FOURIEROVA TRANSFORMACIA-VLASTNOSTI

e Plati X(f)#X((O) , t,x(t)e R, X((())E C

o Plati V()<= Y(w) , t,y(t)e R; Y(w)e C

Nazov Casova oblast’ Frekvencna oblast’ Poznamka
x(1), neperi.odi'cké X(w), nepelorioc?ické X( a)) _ Tx( t)e_ jer g
y(t ) , neperiodické Y (CU) , neperiodické -
x(1) = %_wX(a))e”‘”da)
Linearita ox(t)+ By(t) aX(w)+ BY (w)
Casové posunutie x(t—t,) PR (o) odvodené
Casové otocenie x(—t) X(—w) odvodené
Posunutie vo — ot odvodené
frekvencii & (t) € X (C()-I- @ )
x(t)e’™ X(o-aw,)
Zmena mierky x(at) 1 W odvodené
F {x (at)} =—X| =
a a
Konvolucia v ¢ase | x(¢)* y(?) X(0)Y(0)=X (/)Y (/) odvodené
Nasobenie v Case Hv(t 1 odvodené
) X (@)*Y (@) =X (£)*7 ()
Casova derivacia d"x(t)/ dt" (] w)n X(o)




Casova integracia t 1
j x(7)dr. — X(0)+7X(0)6(w)
S ’ J@
Symetria v spektre x(l‘) X(a)) — )_((_w)
Rayleighova veta i~ 1% > r odvodené
E = Jiz(t)dt E =;J.|[(co)| da)sz(a))da)
e 0 0
Dualita X(1) 27x(—w) odvodené

Porovnajte si vlastnosti s vlastnostami Fourierovych radov ...

>riklady MATLAB

, X(a)) = Jx(t)e_j”dt
2lati oo
X (o)

o budeme vyhodnocovat iba pre niektoré @.

Zamyslenie

e o ak budeme vyhodnocovat hodnotu X (@)y nasobkoch @ =27/ T, 2 0znagme ako X (ka):
)=t =L sthe
- porovnajme so vzorcom na vypocet FR I'q
i X(kay) =T,C,
Plati:



Porovnanie spektier ,box* funkcie [1]: a) periodickej s periédou 2 -> FR [2][3]b) neperiodickej -> FT [4][5]
(hodnota FT je vypocitana a nakreslena 10x hustejSie ako je to pri FR)
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Fourierova transformacia elementarnych funkecii

Jednotkovy skok

Pre jednotkovy skok O! (l‘ ) - uvadza tieZ pod ndzvom Heavisideova funkcia plati

1 pret>0 1 pret>t
o(t)= o o(t—t,)=1 * "
0 pret<0 0 pret<t,
o(t) ] o(t-t,)f
1 |
0 T> 0 _t>
a) b)

Nahrad’'me funkciu O'(f ) funkciou f(¢)=o(r)e™ pre a =0,

F{O'(t)e—at}: F((()) — T O_(t)e—ate—jatdt — Te—(aJrﬂU)tdt __ 1 |:e—(a+ja))t:|: __ 1 |:hme_(a+jw)

- ) a+ jw a+ joli—-
L ro-11=—

a+ jw a+ jo

—lime
t—0

—(a+jo)t :| —



Hl'adajme limitu pre a — 0
a—jw a 1

F (w)=limF (w)=1lim =lim———=1lim + =F(w)+F,(w
(@)= lim P (0)=tim Lo ~lim ST —lim = F (0) (o)
F()] F () 9o(0) ]
: ;
A O ?
3
0 = a—0 0 e

e Plocha pod krivkou F (@) je nezavisla na hodnote @ . Jej hodnota je rovna 7.

e Pre a — 0 sa bude krivka zuZovat, ale jej hodnota v okoli bodu @ =0 narastat’. V limitnom
pripade pre @ — 0 sa zmeni na jednotkovy impulz J(t).

e Spektralna funkcia jednotkového skoku o(7) m4 teda tvar

Fa<w>=ﬂ<w>+a<w>:w<w>+jiw



Jednotkovy impulz

Pre spektralnu funkciu £, (0)) jednotkového impulzu &) plati

FI5(t)}=F;(w _[ S(r)e dr=[e™]| =1

Fyw) |

1

0
Kog

Spektralna funkcia posunutého jednotkového impulzu d(¢—¢,) :

F{o(t—t,)}=F; Jét fy)e " di = e | =
‘F&O (0))‘ T Pst, ((D)T
1 0
0 —>




Jednotkovy impulz vo frekvenénej oblasti

Nech X (@) =d(w) potom

» 1
x(f)=— | 6(w)e’ dw=-— 26 (w) 1270 (o)
J. resp.
Signalu 2z5w) (Jednotkovému impulzu o mohutnosti 2z) odpoveda v Casovej oblasti signal
x()=1 (teda jednosmerna zlozka).
x0T Xy(@) T

214

b) a)



/Ina vo frekvenénej oblasti

Uvazujme dalej signal X (a)) = 271'5((0 —, )

Na zaklade inverznej Fourierovej transformacie pre signal x,(¢) plati

x, (1) = % [278(-,)e™ deo = &

T.j. vysledkom je ,,komplexnd vina“

Uvéazme Ze cos(ax) =

Potom:

x,(t)T

e!” + e

\

e/ 270 (0- @)

x, (1) = cos(mp) «—— X (@) = 16 (0— @) + 70 (0+ @)

/

X,(0) ]




Periodicky rad jednotkovych impulzov (revizia)

N kot 1 N Jka;,
Pomocou FR sme dostali: ~ *s(t) = 2 (t=nT)) kEC e’ = 7; t
n=—oc0 =—o0 1 k=—co
e/ 270 (0- @)
Pre vinu vo frekvencénej oblasti plati
Potom (uvéiime ze @ =2r/T)
Ze”“‘“% 227:5(60 kay)
I = I =
25 t—nT)) Lo 25((0 kay) 25 t— nT)%l/TZ&f kIT)
k=0 resp. n=— fe=—co

(1 );L A T T (W) o T T fffffffffffffffff T




I'vary FT (doplnenie)

Casova oblast’ Frekven¢na oblast’ (uhlova | Frekvenc¢na oblast’
frekvencia) (frekvencia v Hz)
x(1) , neperiodické X (w) , neperiodické

fe el

X(w)= Jx(t)e_j”dt

X (1), neperiodické

(o)

X(f) J x(t)e > dt

x(1)= JX(f)ejz”ldf




Porovnanie tvaru FR a FT

Z0 spojitého spektra X (w) signdlu x(z) vyrobme diskrétne tak, Ze ho budeme nasobit’ sekvenciou
Diracovych impulzov:

X' (0)=X(0) Xs(w)=X (@ Zwﬁ(w ka))—Zch (kay) S(w—kay)

k=—cc k=—cc
Vysledkom je sekvencia Diracovych impulzov:

e Na osi @s mohutnostami (qX(k(q) =aT,C, =2rC,
e Naosi f's mohutnostami 1/ TX (kf,)=(1/T)T,C, =C,

T.j. vysledkom na osi f je diskrétne spektrum s mohutnost’ami koeficientov ako pri FR.

Co vznikne v ¢ase? Tam sa odpovedajtce signaly konvolvuji:

s

()= x(6) x50 = x(0)* 3, (e =nT) = (£ *2) () = [x(£) 3 8(t—7—nT, iz =

N=—0c0 oo N=—oc0

=3 [8(t-r-nT)x(r)dz = 3 x(t~nT)

N=—00 _ N=—o0

= i x(t—nT))

Nn=—o0

T.j. vysledkom je periodifikovany signal x (t), t.J. signal



< FT—»

X5(t)
mI ) T D TW)‘ td
' 2w -

t w1 2W9¢ w
T4
X'(w)
o (w1X(0))=(211c(0))
FFTﬂ((mX(-(m)) T (W1X(w1))=(211C(1))
% t -(b1 { w1 W
T1 X'(f) (C(O))
X(t) <« FT—» (c(-1 )mc(1 )
] t -f1 { f‘l f
4
T4
: b




_o sme videli?

e Nasobenie vo frekvencii vytvorilo diskrétne spektrum
o Zo spojitého spektra sme vytvorili diskrétne — pouzili sme iba vzorky spektra — t.j. spektrum
sme tzv. ,,idealne navzorkovali*
e Tato operacia zaroven spdsobila periodifikaciu signalu v Case
o Ak by sme nevhodne vzorkovali spektrum, periodifikovany signdl by bol ,zliaty*
(jednotlivé opakované¢ verzie by sa potrekryvali a poscitavali ,,cez seba®)

Vieme proces obratit? T.j. vieme zo vzoriek spektra zrekonStruovat’ pévodné spektrum?
Odpoved’: vieme, ak sa nam v jednotlivé opakovan¢ verzie nepoprekryvali ,,cez seba*)

Zactneme zvolna a cely proces a jeho dosledky si radSej ukazeme pri vzorkovani signalu v Case.



[dealne vzorkovanie v ¢ase

Mlajme X (t) - realny spojity neperiodicky signal so spektrom X (w)
: . X, \n _
7 neho vytvorime diskrétny signal = ¢ ( ) tak, Zze budeme brat’ so zvolenou frekvenciou vzorky zo

x,(n)=x(nT)

signalu . (t) pomocou vztahu

dtazky
e Majti rozne ™ (t)vidy od scba rozne 4 (n) ?
o Ak x(t) ma spektrumX(w) , aké spektrum ma a (n) ?

e Dokézemez (n) rekoStruovat’ povodny x(t)?

Na tieto otazky budeme postupne odpovedat’ ...



Priklad:

Majme signal, . (t) ktory je na intervale <0, T>, T=2 definovany nizsie a mimo tohto intervalu ma
10dnoty nulové:

a) x (t) = cos(27t1) , harmonicky signal s frekvenciou 1Hz
b) x (t) = cos(6721) , harmonicky signal s frekvenciou 3Hz

C) x(t) =sin(l47z7) , harmonicky signal s frekvenciou 7Hz
Vytvorte diskrétne verzie tychto signalov, pouZite vzorkovaciu frekvenciu 4Hz.

RieSenie:

b)) vady (n)=(1,0,-1,0, 1,0,—1,0).

d
xd(

nevieme od seba odlisit’ ... toto v reali asi nechceme robit

Vidime, ze




Ako zistime spektrum ¢ ? Predsa pomocou sekvencie Diracovych impulzov a pomocou
pravidla, Ze nasobenie v ¢ase odpoveda konvolucii v spektre.

Odpovedajucu transformaciu budeme nazyvat’ ,DTFT* (Discrete Time Fourier transform).

x(t) - X(w)
“Wmax|  Wmax
Xa(t) | Xs(w) I ;
(1) - FT—> (Wyz)
Mr f -7
HTvz t Wy Wyz W
- ) X' (w)
_ NI D
Tvz t -Wyz Wyz W
X(Q)
X4(Nn) oy
1A ARYARYAR
2 4 6 n 21 o Q



Z obrazku bolo pekne vidiet nasledovné veci:

. L, 220 . N Ak e
e Pri vzorkovani musi platit’ ~Z max (Shannon-Kotelnikov teorém) ina¢ sa nam spektrum

,.Zleje
e Ked’ sa spektrum zleje — vznika aliasing
o Vznika nespravny frekvency obsah, hoci povodne v signale pritomny nebol.

o Napr. 3Hz a 7Hz signaly interpretujeme ako pritomnost’ 1Hz signalu (nevieme ich od
pritomnosti 1Hz signalu odlisit))

4
e Nov¢ spektrum (w)vzniklo periodifikaciou povodného a zva¢Senim s faktorom o, 127 ,

’ 0,
X(w) =) =Z2X(w—nw
tj.: ( ) ;271' ( " VZ)

x(0)y(t) «—— : X (w)+Y (o)
© Vyuzili sme pritom 2

)]

vz

© a uvazili, ze sekvencia pouzitych dirakovych impulzov ma vo frekvencii mohutnost’



