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V praxi pouzivame najma zjednodusen¢ zobrazenie, kde zobrazujeme iba nulové a nekonecné
hodnoty X (2).
e Nulové hodnoty — ,,nuly* — oznacujeme krazkom “o*

e Nekonecné hodnoty — ,,poly* — oznacujeme kriZzikom ,,x*

1
Pre X(z)=1 *~ st nuly a poly nasledovné:

e X(2) m4 jednu nulu pri z=-1

o X(2) m4 jeden pél pri z=0

Matlab: zplane([1,1],[1])
1+ cmmmnal ]
kde 0.8 \ ]
[1,1] reprezentuje 06l ]
x(0),x(1),... ol |
(vdetailnejsi popis Dg 2 | |
pomocou ,,doc zplane*) g o v B 1
£ -0.2¢ 3 ; |
04+ 1
06/ 1
-0.8+ 8

-LI -0‘5 6 0‘5 l|
Real Part
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<oo} x(n) = (1,1) 9
pre :

o0

Z x(n)z™

n=—0

Aka je oblast’ konvergencie {Z :

Z vysSie uvedené¢ho vidime, Ze sa jedna o celi komplexna rovinu okem pociatku.

Priklad 2
0 n<O0
AK4 je oblast konvergencie pre ) =10g 50 ?
n=0:10 7 | | |
stem(n,0.8.n) 08l o N |
grid on N o S R S i
074 S 77777777777777777777 _
0.2F T e _
0 T -
0 2 4 6 8 10

Skiisme vypocitat’ X(2) auvidime ..

< < - 2(0.8Y 1 1
X(2)= T=>08"z"=>»08"z"= — | = =
(Z) n;w x(n)z HZZO: Z ; Z Z( j 1 B (08) 1 . 0.82_1

n=0 z
zZ

Nekonecny rad konverguje k uvedenému vysledku iba pre {Z : ‘QSZ_]‘ < 1}




Znéazornime oblast’ konvergencie {Z : ‘0-82_1‘ < 1} N Z"
graficky (Seda oblast). Im{z)
’ X B 1 , // //// - ;\\\\
Kde ma 4(9)=1—72— nuly a poly? /7 N \\
Nuly nema. F \
P4l ma jeden a to v komplexnom ¢&isle 0.8 - X >
Nuly a p6ly su zakreslene do obrazku. \\ 0-5; /1 Refz
\\ ~_|_~- =
I |l Oblast
konvergencie

Vieme zovSeobecnit’ oh'adom konvergencie:

=> V ,,z“ rovine oblast’ konvergencie kauzalneho signalu je oblast’ mimo kruhu, ktory

obkolesuje vSetky jeho pdly.
=>» Pre Cisto nekauzalne signaly je to presne naopak.

=>Pre kombinované signaly obsahujuice kauzalne aj nekauzailne zloZKky je oblast’ konvergencie

medzikruZie (alebo je oblast’ prazdna)
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Interpretujme, €o sa pri Z transformacii vlastne deje.

Z {x(n)} =X(2)= i x(n)z™"

Co spdsobuje pritomnost’ ¢lenu z ', ako vplyva na hodnotu X(z)?

e Hodnota X(2)v bode 2, t.j. X(2;) vyjadruje ,,podobnost™ signilu x(1) a signalu z, . Pre¢o?

o Ak sa kauzalny signal x(n) zhoduje s prisluznym Z, presne, potom ma X(z) v bode z, pél,

X(z2)= i x(n)z" = izbnz_” = i(ﬁjn = 1
n=—w n=0 1 ( j

lebo 0\ Z | %

4
o Cim d’alej od p6lu skimame hodnotu X(z), tym viac hodnota| X(2)| klesa

0 n<0
+ Ak ¥ {Zmn f2 "4tz n>0 Potom X(2) ma pély vZu'sZn s Zus

n

e Resp. naopak, ak X(z) ma poly v 2y »2s »Z, potom X(n) obsahuje z, +2,, +.-+Z,

e Ako vlastne vyzera 2, ?



Ako vyzerajl signalyz " pre rdzne z?
Vyjadrime si z v exponencialnom tvare (z=re’). Potomz" =r"¢”” t.j. vo v§eobecnosti sa jedna sa o

5

komplexné diskrétne Spirdly. Pre ndzornost’ si zobrazme redlnu ¢ast’ vysledku.

~

/16

,Z" rovina

1 Re{z}
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Ked ma X(2) nuly niekde. Co to presne znamen?

X(z)= 1+1

Signalu ¥ =11 gdpoveda funkcia , ktora ma jednu nulu bode z, =—1. Signal z" v bode

Z,ma hodnoty 2, , &o pre z, =—1 vytvori signal:

5 77777777 L [ [ |
R e TN BN S S S
T e

| NLINIFJJJJJLWJI

Vidime, Ze signal Z, ndm (ak by sme rekonstruovali po kruZnici, ktora pretina tato nulu) zmysluplne
neprispieva k rekonstrukcii signalu x(n) (ako nam pomdzu dve navzajom opacné hodnoty pri
rekonztrukcii dvoch rovnakych?).

n
. AV \ r v * r * I4 Z r A4 b A4
e T.j. vo'ne m6Zeme povedat’, Ze nds signal sa vobec na signal “° ,,nepodoba®, resp. Ze je nan

I’(Z)

,,ortogonalny“ (pozor, ortogonalita je definovana pre priestory a tam my nie sme)



Z TRANSFORMACIA - VLASTNOSTI

Nazov Casova oblast Transformacna oblast’ Poznamka
x(n) , neperiodické X(z2) =
’ ’ Zix(mMl=X(2)= Y x(n)z"
y(n) , neperiodické Y(Z), { ( )} (2) n;O ()
1
x(n)=Z"{X )\ =—pX(2)z" 'dz
() =Z"{X(2)} Mjgf (2)
Linearita ax(n)+ By(n) aX(z)+ pY(z)
Casové x(n—n,) X(z)z™ Oneskorenie o 1 takt je ekvivalentné
posunutie prenasobeniu Z B
Casove x(—n) X(Z—l)
otocenie
Konvolucia v | x(n)* y(n) X(2)Y(z2)
case
Nasobenie x(n)v(n 1 _
v Case (my() x(n) =gj<j.>X(v)Y(z/v)v 'dv
C
Konjugacia v x(n) X (z)
case
Nasobenie (=1)" x(n) X (-2)
(=" v case
Nadvzorko- x(n/M) n=kM;keZ |Y(z)=X(z")
vanie v ¢ase | y(n)= .
0 inac
Podvzorkova | y(n)=x(Mn),M € N Y(z) = X(ZI/M)
nie v ¢ase

Poznamka: pozor na oblast konvergencie




Casové posunutie:
Z{x(n —no)} = Z x(n

Nasobenie (—l)n v Case

0

—ny)z " = Z

Nn=—o0

8

n=—o0

x(n—ny)z".z7"Z" = Z x(n—ny))z "z = X(z)z"

Z{1y K} = 3 (1 xm)z = 3 x)(-)" 2 = Y k(D2 = Y n)(—2)" = X(-2)

Konvolucia v ¢ase

0

Z{x(n)* y(n)j=2 { D x(m)y(n—m)

m=—0

=Y(2) i x(m)z™" =Y(2)X(2)

= Z Z x(m)y(n—m)z™"

N=—00 Mm=—0

Z. transformacia niektorych zakladnych signalov

= 3 x(m) Y Y —mpz =

Signal Definicia

v Case

7 transformacia

Poznamka

Jednotkovy
impulz u(n) =

1 pren=0
0  inak

Kroneckerov impuls

skok o(n)=

0 inak

JednotkOV}” { 1 pre n> O

Oblast’ konvergencie: |2|>1

Oblast’ konvergencie: \Z ‘ > ‘a ‘




AKko suvisi Z transformacia a DTFT?

Ak zvolime podmnoZinu vietkych moZnych kompexnych &isiel z=e™ (t.j. oblast jednotkovej
kruZnice) potom:

X(z)= i x(n)z™" X(e™)

(e8]

— —7iOn
Zjednodusene zapisané: X(Q) = Z x(n)e™’

n=—-a0

T.j. pri z=e"dostavame DTFT:

Priklad: Ak

DR CORED IO

Z {x(n)}zz o =DITFT {x(n)}

X(I’Z)Z(l,l), potom )((Z)ZI-I-Z_1 a X(Q):1+

-0
e]

2
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Ako nam Z transformacia pomoze pri LDKI systémoch?

LDKI boli opisan¢ linearnou diferen¢nou rovnicou
M N

2 byn=k)=> ax(n-k)

k=0 k=0

Hladame, ¢o je vystupom y(n) pri danych 4,,b,,M,N,x(n). Vo vieobecnosti sa rieSenie sklada
z dvoch ¢asti: y(n) =y,(n)+y,(n), kde
e ),(n) je rieSenie uvedenej rovnice bez pravej strany

e ),(n) je rieSenie uvedenej rovnice s pravou stranou

Rovnicu rieSme najprv bez pravej strany a pouzime Z transformaciu:

M M M
D byn-k)=0 - Y(2)D bz"=0 /() - Y(2)D bz =0
k=0 k=0 k=0

M
Mk _ , . Dy . SRS
Charakteristicka rovnica ;bkz =0 méa M korefiov Z.--Zy rieSenie celej rovnice je nasledne

M
n(n)= ZCkZl’z
k=1

kde ¢ su konStanty vyplyvajice z pociatocnych podmienok. Vysledkom je suma vdhovanych
komplexnych diskrétnych Spiral (vid’ slide 5). Fyzikalne to predstavuje vlastné kmity sustavy.
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Hl'adajme rieSenie s pravou stranou:

2y =)= 2 axn =k S (k) y(n—k) =3 a(k)x(n— k)

Pomocou Z transformacie dostaneme (na oboch strandch sa jedna o konvoluciu):

A
B(z)Y(2) = A(z)X(z) > Y(z)= B(Z X(2)=H(2)X(2) > y(n) = h(n)* x(n)
N
—k
a z
H(zy =A@ _ 2.
Kde B(z2) i , ;- sanazyva prenosova funkeia sistavy. Vystup ¥(n), ktory ziskame sa
k

k=0
nazyva vnutena odozva.

Signal h(n)=Z"'{H(z){ sa nazyva impulzova charakteristika ststavy lebo je identicky
s odpoved’ou sustavy na jednotkovy impulz:
ak x(n) =u(n)potom X(2) =1a Y(2) = H(z), resp. Y()=Z" {H(2)} =h(n)

Uplne riesenie diferenénej rovnice je teda:
M

y(n)=y(n)+y,(n)= ZCkZZ +h(n)* x(n)
k=1

Ak maju vSetky vlastné kmity ,,doznievajuci charakter®, t.]. ‘Zk‘ <1, vysledna odozva bude dana iba
vnutenou odozvou, ktord dominuje (tzv. dominantna podmienka). Potom y(n) =/h(n)*x(n) .
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Delenie siistav podPa dizky impulzovej odpovede /(1)
e S Koneénou Impulzovou Odpoved’ou (KIO) — koneé¢na dizka impulzovej odpovede (anglicky
Finite Impulse Response - FIR)

e S Nekoneénou Impulzovou Odpoved’ou (NIO) — nekoneéna dizka impulzovej odpovede
(anglicky Infinite Impulse Response - IIR)

Ako je to so stabilitou sustavy?

e Stabilita je uréena prenosovou funkciou (z), resp. impulzovou charakteristikou a jej
vlastnost'ami

e Formulacia v Case

o i‘h(n)‘ <0

e Formulacia v Z rovine
o Stabilita zavisi od polohy nulovych bodov H(z)
o Stabilita zavisi od polohy pélov (z) - musia sa nachadzat’ vnutri jednotkovej kruZnice.

Preco? Ak podmienka nie je splnend, potom kazdy vstupny impulz spusti tvorbu signalu,
ktorého amplitida ostdva na vystupe rovnaka, alebo sa zvacsuje.

Kreslenie modelov LDKI sustav - poznamka

Nazov Oznacenie Alternativne oznacenie

Oneskorovaci ¢len Cx()ys T oy=x(n-1) = Cx(n)y= Z' | yEx(n-1) >
(posuvny register)
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LSKI (Linearne Spojit¢ Kauzalne Invariantné) sustavy

Zakladne vlastnosti skratka | Skimané typy
Linearne + Spojité  + Kauzalne + Invariantné (v Case) | LSKI neparametrickeé, pamitove
Signal . Signal
— ~» sustava | —>
x(t) y(t)

e vstup (budiaci signal) x(t)
e vystup (odozva) y(t)

Zakladné vlastnosti (je dana sustava LSKI?):
1) Linearita: Stistava je linearna ak plati princi linearity a superpozicie: ak x,(£) = »(9) |
50 2 320 iom @O+ Bx,(1) > ay () + Fy,(0)
2) Casova invariancia: (¢ —%) —> ¥(t =) nezaviske od 4 € R
3) Kauzalita: y(%) je zavisly iba od x(?) kde t={,

Je dana ststava stabilnd?
e Sustava je stabilna ak Fubovol'ny vstupny signal x(¢) s kone¢nou amplitidou vyvola signal
¥(t)s kone¢nou amplitidou

e Co je koneénd amplituda? f(©) ma kone¢na amplitudu, ked |/ (1) <03t € R
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Opis LSKI sustavy
e Vystup (odozva) v danom Case je dany
o Linearnou zavislostou od aktudlnej budiacej hodnoty
o Linearnou kombinaciou starSich budiacich hodnot
o Linearnou kombinaciou starSich vystupnych hodnot
e Vstupno/vystupné spravania sa da opisat’ linearnou diferencidlnou rovnicou s konsStantnymi
koeficientami a pravou stranou

d"x(t) g d"'x(t)

m m—1
p YO o dm @) .
dt” dt"

L g

+..+by(t)=a, +...+a,x(t)

Tato rovnica sa da pekne riesit’ pomocou Laplaceovej transformacie = Laplaceova transformacia
(opakovanie)
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Laplaceova transformacia (opakovanie)

e ZovSeobecenie Fourierove] Transformacie
e Namiesto ¢’ sa pouziva e”, kde p =0+ jo sa nazyva komplexna frekvencia.
e Namiesto frekvenénej osi, mame ,,p* rovinu

Dopredna transformacia:

X(p)= | x(t)e"dt L X(p)= [ x(e
J resp. pre kauzalne signaly staci 7
Spitna transformdcia (integracia po zvislej priamke prechadzajucej bodom ©:

1 O+i0

| x(p)erdp

O—Ii0

x(t) =

27i

Podmienka existencia Laplaceovej transformacie je nasledovna:
.Hx(t)‘ e 7dt <o
0

—ot

Kde ¢ sanazyva Cinitel konvergencie. Oblast’ v ,,p“ rovine, v ktorej existuje Laplaceova
transformacia sa vola oblast’ konvergencie.

Vidime, Ze Fourierova Transformacia je Specidlnum pripadom Laplaceovej transformacie, ked’
p=Jjo aplati to za predpokladu, Ze oblast’ konvergencie zahfiia os Jj®.
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Oblast’ konvergencie — priklady
Priklad 1

Nech X(®)=e“o(?)

0

X(p)=L{e o)} = [e“o(t)e"di=[e e dt=[e " dt =~ L o-p=—"
Potom ~o0 0 0 pta p+a
Podmienka existencie je
[|x(e) et < oo [e et <o [e o dt <oo
0 b 2 0 b 2 0

Teda pre oblast konvergencie plati:
a+o >0 S5 O0>-a

Priklad 2

Nech *()=e"0() potom ..... oblast’ konvergencie je

O >a

Nuly a poly X(p)
e Nulova hodnota X(p) - nula v danej hodnote p — kresli sa znakom ,,0“ v ,,p“ rovine

e Nekonecne velkd hodnota X(p) - pdl v danej hodnote p — kresli sa znakom ,,x“ v ,,p“ rovine



,p" rovina

Oblast
konvergencie
0>-a
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,p" rovina

Oblast
konvergencie
o>a




LAPLACEOVA TRANSFORMACIA - VLASTNOSTI

Nazov Casova oblast’ Transformacna oblast’ Poznamka
x() , neperiodické X(p) K 1 o
’ ’ X(p)=| x(t)e"dt =— "
(1), neperiodické | Y(p), (p) J; x(t)e x(t) i GL X(p)e”dp
Linearita ax(t)+ fy(t) aX(p)+ pY(p)
Posunutie v x(t—t,) X (p)e'
case 0 (p )
Posunutie vo x(f)e”” X(p-p,)
frekvencii
Derivécia v | dx(f) pX(p)—x(0)
case 7
Derivacia vo —1x(?) dX(p)
frekvencii ?
Integrovanie | ¢ X(0)/ o—x""0)/
v dase .[ x(r)dr (p) p—x ( ) p
Integrovanie x(t)/t 0
vo frekvencii IX (s)ds
p
Konvolucia v | x(¢) * y(¢) X(p)Y(p)
case
Nasobenie x(t)y(t 1
v Case () x(n) = in(P) *Y(p)
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Laplaceova transformacia niektorych zakladnych signalov

Signal Definicia v Case Laplaceova transformacia
Jednotkovy o(1) 1
impulz
Jednotkovy 1 pret>0 |
skok o(t) = : N
0 inak %
e “o(t) 1
pta
o(t)= ot~ 1,) T
P

Laplaceova transformadcia — interpretacia ¢ ”

X(p)= T x(t)e "'dt

Comu sa rovna hodnota v bode ,,p“?
S akymi funkciami sa ndsobi x(¢) v integrale?

Aky tvar v zavislosti od komplexnej frekvencie ,p“ ma e” ="/ =7/ ?
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Lp* rovina
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