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Dostali sme vzorce na vypocet Diskreétnej Fourierovej transformacie (DFT) a inverznej DFT:
27[

DFT - X(k)= Zx(n)e Zx(n)W e

/— kn - -~
DFT-" - x(n) = —ZX(k)e v = —ZX(k)WN" W, =e'
N % N % kde

Teda transformujeme signal s periddou N vzoriek na spektrum s periodou N.

Ked’ vieme aka bola vzorkovacia frekvencia, vieme nakreslit’ obraz toho, o sa deje aj v ,,spojitom
case* a ,,spojitej frekvencii®:

X(k)
o /h
R m
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RekonsStrukcia ,,p6vodného spojitého neperiodického signdlu z periodicky sa opakujicich sa
vzoriek.

V ¢ase konvolucia so si funkciou  V ¢ase nasobenie box funkciou
V spektre ndsobenie box funkciou V spektre konvollcia so si funkciou

)

X
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‘ t 'wmaX‘ Wmax W 2 4 6 N n ‘ N

V ¢ase nasobenie box funkciou V ¢ase konvolucia so si funkciou
V spektre konvoldcia so si funkciou V spektre nasobenie box funkciou

T

e Musime si byt vedomi pritomnosti ist¢ho aliasingu (ak sme vhodne vzorkovali tak
zanedbatel'nému) v Case aj frekvencii.



Zapis DFT v maticovom tvare

Druh | Povodny zapis Maticovy zapis
DET 1 x (k) =Y x(mw, ™ X(0) Wy Y ) x(0)
’ X=| .. |=| .. = DFT,x
X(N-1)) |w,/ 0 w, VD x(N -1)
-1 1 00 0(N-1)
N Xx=—| .. = DFT' X
N WN(N—l)O WN(N—I)(N—I) X(N . 1)
Poznamka:
plati: 7 DFT"', X =DFT, (DFT,x) = (DFT‘lNDFTN)x =I,x=x

DFT', = % transponovand(konjugovana(DFT),,))
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FT

Ako vyzeraju funkcie v riadkoch DFT, , Nech N=128. Zobrazujeme pre k=0, 16, 32, 64, 80, 96.

Ako vyzeraju stipce? Tak isto. Matica je symetricka.
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Co pozorujeme ked’ sa pozrieme na tuto sadu funkcii?
- Najviacsie frekvencie su pri1 N/2, potom frekvencia klesa (priCom Spirala sa otaCa naopak)

- VSetky tieto funkcie su na seba navzajom ortogonalne (ich skalarny sucin je 0).
-1

- Pri riadkoch a stlpcoch matice DET™ by sme pozorovali to isté, len Spiraly by sa tocCili
opa¢nym smerom

Druh | Maticovy zapis Interpretacia
DFT | X =DFT,x X (k) =(DFTy 100 (), x(m)) iko sa .podobd
X(0) f x(0) )

signal na jednotlivé riadky matice?

EEE ST
[ I I e

e B ka s il

IREERREOEEREREREEEEROES

X(N-1)) ececececess)| x(N-1)
DFT™' | x=DFT X x(n)=Y X(k)DFT, (n) S
x(0) N 22 (0 X(0) k ~ako sa da signal
- R poskladat’ z vahovanych stlpcov matice?
-| EEE[303
XN-1) | & ol -




Priklad 1: 5
Nech x(n)=(1,1,0,0,0,0,0,0) a je periodickée s periddou N=8. Comu sa rovna spektrum?

Porovnajte toto spektrum so signalom so spektrom neperiodického signalu *» () =1
1 1 2 1
1 e/ 1 1+e /™" e’ cos(r / 8)

ey | o] | e | e

1 e /" 0| [1+e /7" e % cos(3x / 8)

ol x'(;) 1 e JE 2| grams cos(47 / 8)
1 e/ 0| |1+e™" e ™ cos(57 / 8)
1 e/ 0 1+ e /" cos(6r / 8)
1 e /7" 0 1+ e e’ cos(7m /8)

Jp _ Jo2 ¢ —jol2 Jpl2
Vyuzili sme e = (e te)

X, (Q)=2e7"?cos(Q2/2)

np

Vidime, ze X (k) st vzorkami z X (Q)V bodoch =27k /N




Priklad 2:

Majme spektrum X(k)=8(0,;,0,0,0,0,0-j) a je periodickée s periodou N=8. Akému signalu Odpoveda?

1
1
1
1
X=—=| .. o .. =
1
1
1
1

Vyuzili sme €

1

/4
e’”

i27/4
e’ "

j3r/4

aQ

jar/4

jSm/4

R N K

jéor/4

i77/4
e]
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1
e—jzr/4
e—j27r/4
e—j37r/4
e—j47z/4

—j57/4
e -]

—j67/4
e -]

—j7r/4
e -]

Rychlejsi algoritmus vypodtu DFT? Ano existuje.

- Ako na to? VyuzZijeme symetrie a identity medzi jednotlivymi Wy

- Postupy
o Decimacia v Case
o Decimacia vo frekvencii

S O O O O ~N O

—J

j2r/4
j3r/4

jar/4

N V N B

jSm/4

jor/4
jir/4

e
e
o874
e

jor/4

nk

+e
+e
+e
+e

+e
+e
+ e
+ e
# 1 e =2cos(¢) sin(g+7/2)=cos(f) sin(¢+7)=—sin(¢)

—-j2r/4
—j3r/4
—jar/4
—j5r/4
—jér/4
—jTr/4
—j8r/4

—j97/4

0
sin(7z / 4)
sin(2z / 4)
sin(377/4)
sin(4z / 4)
sin(57z / 4)
sin(67r / 4)
sin(77 / 4)




Decimacia vo frekvencii
X(k)=Y x(nyw,™

Vyjadrime si parne a neparne frekvecné vzorky.

Parne Neparne
N-1 N-1
X(Zr) — Zx(n)WN—Zr” — X(Zl" + 1) —_ Zx(n)WN—(ZrH)n _
n=0 n=0
N/2-1 N/2-1 N/2-1 N/2-1
— Z x(n)WN—Zl”n + Z x(n+N/2)WN—2F(n+N/2) — Z x(n)WN—(ZrH)n + Z x(n+N/2)WN—(2r+l)(n+N/2)
n=0 n=0 n=0 n=0
Wy = P T = Plati:

Plati;

Potom:
N/2-1

X2r)= Y [x(n)+x(n+N/2)|w, "

2rn __ —rn
Ked'ze plati Wy ™" =W

Dostaneme vysledok:
N/2-1

X@2r)= ) [x(n)+x(n+N/2)|Wy,™

X(2r) = DFT,,, [x(n)+ x(n+ N /2)]

-2r+l)(n+N/2) __ -(2r+)n -rN -N/2 —-(2r-)n
WN - WN WN WN - WN (-1

Potom:
N/2-1

X2r+1)= Z [x(n)—x(n+ N /2)|w,

-2r+)n _ —rn n
Ked'ze plati Wy =W "Wy

Dostaneme vysledok:
N/2-1

XQ2r+) =) [x(n)—x(n+N/2)|W,/ Wy,

n=0

X(2r+1)=DFT,,| (x(n)—x(n+ N/ 2))W," |




Ako sa zmeni situacia po jednorazovom aplikovani decimacie vo frekvencii:

X(0) ——»

DFTy

4>

4>

4>

X(0)

x(0)

9

>

L

L

DF T2

DF T2

Decimaciu vo frekvencii mdéZzeme opakovat’ pre polovicné jadra dal’ej a d’alej ...
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Rychly algoritmus vypoctu DFT zaloZeny na Decimacii vo frekvencii (priklad pri N=8)

x(0) > » X(0) 000
x(1) > X_:FMO» X(4) 001
x(2) BWe = X(2) 010
x(3) BW XL W X(6) 011
X(4) > » X(1) 100
x(5) > X_:FMO» X(5) 101
X(6) BWe = X(3) 110
x(7) W, > XLW}» X(7) 111
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Decimacia v ¢ase
X(k)=> x(nyw,™

Oddel'me parne a neparne ¢asové vzorky.

N-1 N/2-1 N/2-1
X(k)=>Y x(nW,™ = > x2rW, > + > x2r+ 1w, 0 =
n=0 r=0 =0
N/2-1 N/2-1

= > x@rW,, "+ W, Y xQ@r+ D)W, = DFT,, [x(2r)|+ W, *DFT,,, [x(2r + )]
r=0 r=0

X (k) X (k)
Pozor: DFTy, rovnako prispieva ku pre k=0, 1,..N/2-1 ako aj pre k=N/2-1,...,N-1



Ako sa zmeni situacia po jednorazovom aplikovani decimacie v Case:

x(0) >
x(1) >
x2) >
x(3) >
x@4) >
x(5) >

X(6) —»

x(7) >

DFTN

= X(0)
e X(1)
> X(2)
= X(3)
= X@)
> X(5)

> X(6)

. X(T)

Decimaciu vo frekvencii moéZzeme opakovat’ pre polovicné jadrad dal’ej a d’alej ...
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x(0) ——»
X(2) — »
X(4) — »

x(6) >

DF Tnpe

X(1) ——»
x(3) >

x(5) >

X(7) — »

DF Ty

“« X(0)
W)\©

X(1)
WN'1

X(2)
W2

X(4
. (4)
AT XO
e X(6)
L2 e X(T7)
VVN'7
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Rychly algoritmus vypoétu DFT zalozeny na Deciméacii v Case (priklad pri N=8)
000 x(0) 5 4 X(0)
><:W2° Weo W
001 X(4) » X(1)

W8'1
010 x(2) rs X(2)
0 - _
011 x(6) ><\ZV2 v‘v! e X(3)
W,y W,3 “." W8-3
s

v 2

RIS

100 x(1) B £ =7 X(4)
>dv'20 W0 &
101 x(5) > & X(5
Wyt VV)4'1 We° ©)
110 X(3) 'S X(6)
><VE2° / Wy42 Wg*®
111 x(7) _ N X(7)



Priklad:
Nech x(n)=(1,1,0,0,0,0,0,0) a je pf:riodické s periodou N=8. Comu sa rovna spektrum?

Pr1 vypocte pouzite decimaciu v Case.

n

0

x(n) bin(n)
1 000
1 001
0 010
0O 011
0 100
0O 101
0 110
0o 111

14

X(k)

> 1+1

1

——»1+e
s > 1+g-i24

Q e-2m/4
‘xv .

1+e-4m/4
V g4/
i 1454
e-5m/4

1+e-i6T/4

-jm/4

o-j6m/4

1+e-7m/4

ei7m4
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Na inverzni DFT chceme pouZzit’ ten isty algoritmus.

e Preco je to take dolezite?

e Ako na to?
271
DFT(x(n)) X(k)= Zx(n)e Zx(n)W e
—kn 2

-1 : x(n)=— Xke]N =—>» X(byw," —e N
DFT (X (k)): (n) NZk‘, (k) N; (k)Wy o Meme
Vidime, Ze:
DFT(x(n)) =) x(m)W,” = N DFT "' (x(n))
Teda vysledkom je:
DFT ' (x(n)) = 1 DFT(x(n)) DFT'(X(k)) = iDFT(X(k))

N resp. N
Ak nag YD S X (k) , o )
bol realny, potom konjugacia spektra odpoveda ,,preusporiadaniu spektra®, kde

prvky X(0) a X(N/2) nechame na svojich mietach a ostatn¢ ,,preto¢ime* okolo bodu X(N/2).
Vysledkom je teda postup:

1) Preusporiadame spektrum
2)Vypocitame DFT
3)Vysledok podelime N
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Priklad 2:

Majme spektrum X(k)=8(0,0,3,0,0,0,-1,0) periodické s peridodou N=8. Akému signalu odpoveda?

X(k)
X(k) Preuspo n  bin(n)
riadane X(n)/8
0 0 o 000 0 0
0 0 1 001 0 N\ e 2
\\ o4
8] -8 2 010 -8j / 0
ej2l'l/4
0 0 3 011 8j 6 5
‘ \ \ / i3
0 0 4 100 0 0
& ej4|'|/4
0 0 5 101 0 5 k;_, 2
e-15n/4
8 8 6 110 0 ;_jmﬂ 0
0 0 7 11 0 T 2



