FOURIERIV RAD-VLASTNOSTI

e Vlastnosti uvedieme v exponencialnom tvare
o Plati (1)< X (k) t,x(1)eR; keZ; X(k)eC
e Plati y(t)(L)Y(k) Ly eR keZY(k)eC

Nazov Casova oblast’ Frekvenc¢na oblast’ Poznamka
x(t ioda 1 X(k) k= v o =27/T .
(?), perioda 1, (k), k=1 odpoveda @ 1 X (k) :ljx(z‘)e”k“’"dt
y(t), perioda T, Y(k), k=1 odpoveda @ =27 /T, I 5
x(t)=Y X (k)"
k
Linearita ax(t)+ By(t) aX(k)+ pY (k)
Casové posunutie x(t—t,) X Jkaty
Casové otodenie x(=t) X(—k)

Zmena mierky

x(at) perioda 1,/ a

X(k), k=1 odpoveda @, = 2ral T,

Konvolucia v Case

xO* ()=}, 2@yt~ o)z

TX (k)Y (k)

Nésobenie v ase | x(¢)y(t) X(k)*Y (k)
Casova derivacia dx(t)/ dt Jka, X (k)
Casova integracia t 1
J. x(r)dr; jk—a)lX(k)
Symetria v spektre ;:&z) X (k)= X(-k)
iaorrsée;/lilova p- % sz (di P= ;‘ X‘z ) Odvodené na prednaske 2

1 G




- Vlastnosti — vyuZitie
o Linearita: ako vyzeraju spektra zloZitejSich signalov ak pozname spektra jednoduchsich?)
o Casovy posun: ako vyzera spektrum posunutého signalu? Co dokéaze zmenit’ posun v dase?
o ma zmena mierky vplyv?

- Vlastnosti — odvodenie
o vediet odvodit’ aspon 3 vlastnosti

Priklady MATLAB

- Na priklade harmonického signalu — ¢o ak sa nestrafime do skutocnej periody signalu? (nielen ze ziskame ,,faloSné*
frekvencie, ale stratime aj skuto¢né!)

- Na priklade pravouhlého signalu — ¢o sa stane ak zvacSujeme iba peridodu, meni sa frekvency obsah? (napr. obsahuje
signal frekvenciu 1Hz?)

- Priklad Sikmeého signalu - ...
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Interpretacia FR v Hilbertovych priestoroch

kf . . v y v . 9 I4 b4
MnozZina funkcii {ek (=e"keZ } tvori ortonormalnu bazu priestoru vSetkych po Stvorcoch integrovate'nych funkcii na
intervale <—7Z' 7T > . Plati:

x(1) = ) (x(1), ¢, (1)) e, (1) = D, X (k)e, (1)

OPAKOVANIE:
- Béza: mnozina linedrne nezavislych funkcii, ktorych kombinaciou viem dostat’ vSetky ostatné funkcie z daného
priestoru
- Linearna nezavislost’ : funkciu nie je mozné¢ vyjadrit’ linearnou kombinéciou inych funkcii z mnoziny

T
2
- po stvorcoch integrovatelné: j_ﬂx ()dt < o0

0 k=l
- ortonormalna baza <ek (1), (1 )> - 1 k=]



Diracov impulz a diracove ,,hrable*

1
Uvazujeme pravouhly impulz pre ktory plati 4 = 9
x(t) ]
A
%o i

- Pre plochu ohrani¢enti impulzom potom plati P=48=1
- Ak pri zachovanej jednotkovej ploche ¢ = 0 potom 4=

- vysledny impuls nazyvame Jjednotkovy impulz resp. Diracov impulz (funkcia) 5(t )
5(t) 1 3(t-t,)T

5(¢) S(t—-1,)

- Vysledkom nie je klasicka funkcia, ale skor ,,rozdelenie*

Pre Diracov impulz plati

5(t)— o pret=0
o pret #0



Dal’ej plati

[5(¢)ar =1 [ &(r—1,)de =1
a) resp. —
b) Diracova funkcia ma nekone¢ntl energiu
¢) Sucin A5(f ) vyjadruje jednotkovy impulz o intenzite(mohutnosti) A4 .
d) Pre integral sucinu jednotkového impulzu a lubovolnej funkcie «x(s), spojitej v bode ¢=0, resp. ¢=¢, plati

© ©

[ 8(t)x(¢)dt = x(0) [ (e —1,)x(t)de = x(z,)

o resp. 0
e) Sucin funkcie x(t) a jednotkového impulzu 5(t_t0) je jednotkovy impulz o intenzite x(to), teda
x(2)s(t —t,) = x(2,)5(¢ — t,)

f) Konvolucia funkcie x(t) s jednotkovym impulzom §(Z B t‘)) je povodna funkcia x(t) posunuta o

x(t—1,)

L , teda dostaneme
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Periodicky rad jednotkovych impulzov (Diracove ,,hrable®)

X5(t Ck

| A S S A

t 1 3 k
T4 0 | \2 |

| | |
0 2w/Ty  4n/T, 61T, w

x,(t) = 2 0lt=nT))
Ked'Ze sa jedna o periodicku funkciu, mo6zeme ju rozvinut’ do Fourierovho radu, pre ktory plati

xé(t) = i C e’
fk=—o0

Pre koeficienty C, potom plati

I

1 % —jkeot 1 ? —jkao,t
C, == [xs(t)e dt = [(t)e "t =
2

N -

T

l_ﬁ 1_5
2

Nasledne

N S ikt 1
xa(l‘)z Zé‘(t—nTl)z ZCke]k ! :?1

n=—0oo k=—o0



FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Analyzujme neperiodicke signaly
— maju aj oni frekven¢ny obsah (hoci st typicky konecné v ¢ase), ma zmysel hovorit’ o ,,frekvencii* ?

F 2
— maju typicky konecnu, nenulova energiu I ‘x(t)‘ dt < oo

—00

Ako zistit’ frekvencnvy obsah (.. Inzinierske‘ odvodenie)

Uvazujme periodicky signal x(z) uvedeny na obr. 3.26, pre ktory plati
x(t)1

A

T T, t

Predpokladajme teraz, Ze periddu 7; tohoto signalu nechame narastat’ tak, ze 7, - .
x(t)T

A




INE dr

e Zakladna harmonicka %1 ma potom vel'mi mala hodnotu. Pre vzdialenost medzi susednymi harmonickymi zloZkami
Aw = (n + l)a)1 —-nw, =

plati @ pricom Ao — dw
o @1 mpze nadobudat Pubovolnd spojitt hodnotu @, , t.j. W, > @, —> @
2 2m  2rx 1 1
., , T = = = . —:—da)
e Preperiodduplati “! Aw do YW T 2
1 1
Nasledne
T
1 % ) )
x(t) = Z ? J x(t)e—ﬂwmdt jnayt
n 1 _&

2

moZeme prepisat’ do tvaru

<(1)= %z{j x(z)efwnfdf}fwnf -] U x(t)efwfdf}wdw _

1 n —0 —0| —o

Z tohoto vzt'ahu vyplyva:
Spitna FT Priama FT
x(t) = _j X(a))ej“’tda) ) X(a)) _ i Tx(t)e_j“”dt
a) * pricom —0
1 ¢ .
x(t) =— X(a))e””da) < o
b) Resp. 27[—-[0 pri¢om X(a)) = Jx(t)e dt

— Alternativa b) sa v literature pouziva CastejSie a preto v d’alSom budeme uvazovat’ s nou.



kde

F {x(t)}
F _I{X(a))}

Fourierov obraz X (0)) je frekvenénou reprezentaciou signalu X (t ) a nazyvame ho tiez spektralnou funkciou.

X (60) MoZeme vyjadrit’ v tvare

X(0) = A(0)+ jB(w) = Re{ X ()} + jTm{ X ()} = [ X (@)’

| X(w)| je spektrdlna hustota amplitid

arg gp(a)) je fazové spektrum

9

nazyvame Fourierovym obrazom funkcie x(¢)

nazyvame originalom (predmetom) Fourierovej transformacie

Spektrum neperiodického signalu nie je diskrétne (¢iarové) ale spojité.

Nazov

Casova oblast’

Frekvenc¢na oblast’

Poznamka

x(%) , neperiodické
Y(t) , neperiodické

X (), neperiodické
Y(®) , neperiodické
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Energetické pomery u neperiodickych signalov

Energetické pomery vyjadrujeme celkovou energiou, ktort signal x(t ) odovzda do realnej zat'aze s hodnotou 1.

Pre celkovu energiu E plati

E = ]:Oiz(t)dt

Vyjadrime si ¢ (f ) pomocou jeho Fourierovho obrazu:

0

)=~ [tw)era

T
Nasledne
1 OO R ot 1 i [ . ot
— E ooz(t){ I I(a))ef a’a)}d = E _J I(a)){[ol(t)e’ dt}da)
pretoze
j i(t)e’™ dt = I()
dostaneme

o]

E = i:](a))f(a))da) = %I‘I(a))‘zda) = .([S(a))da)

t.J. rovnost’ energie neperiodického signalu v jeho ¢asovom a frekvenénom vyjadreni (Rayleighova veta, ktora je obdobou
Parcevalovej vety platnej pre periodické priebehy)
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Plati

e Zatial’ o u periodickych signalov mdéZeme stredny vykon vo frekvencnej oblasti rozlozit’ na jednotlivé harmonicke
signalu, u neperiodickych signalov st amplitidy a teda aj energia jednotlivych spektralnych zloziek nekone¢ne malé.
e Energia v urCitom frekvenénom pasme ma konecnt hodnotu. Napr. elementarna energia obsiahnuta v elementdrnom
dE = l‘I(a))‘zafa)
frekvencnom pasme Sirky dw je T
e Energiu na jednotkovi Sirku pasma nazyvame spektralna hustota energie, s rozmerom 4.Hz'. Plati

(@)= 1)

E,, = %aj‘z‘](a))‘zda) = TS(w)dm

@

e Pre energiu vo frekvenénom pasme (o, o,) plati
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Vzt'ah medzi funkciami v €asovej a frekvencnej oblasti

e Uvazujeme realnu funkciu Casu £(r) a jej komplexnu spektralnu funkciu 7(o)
e Plati:

Zakladné vlastnosti - Veta o Sirke signalu a spektra

Nebudeme tu podrobne rozoberat’ vSetky vlastnosti Fourierovej transformacie (Fourieroveho integralu), ale obmedzime sa
len na tie, ktoré su z pohl'adu teorie signalov rozhodujuce.

Uvazujeme jednordzovy impulz ako signal x(t ) , pre ktory plati

g 9
x(t)z A prete(—z,zj

0 preostatné t

x(t) T
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X(w)

Fourierovou transforméciou dostaneme spektralnu funkciu

9

T —jort —jot A —jot g A L ‘9 Sin COE .
X ()= [ x(t)e dr—Aj dt = _]w[e ]232_]—'a)(—2]81na)5j=/119 5= = A9sin [ 8
—0 2 w—
2 2

Ako bude vyzerat’ spektralna funkcia signalu X (at ) 0

A pret e(—i i)
x(at): P 2a 2a

0 pre ostatnét

Pre spektralnu funkciu signalu x(at ) plati

0

F {x(at)} = I x(at)e_j”tdt

—00

Ak pouZzijeme substituciu @f = T dostaneme

o0

F (@) = [x(e)e " Lar= L [x(e)e rar =L ¥ 2]

a a
—00

—00

Zhrnutie:
1 (o
a) funkcii x(¢) odpoveda spektralna funkcia X (@) a funkcii x(at ) odpoveda spektralna funkcia ;X )

b) d nasobnému skrateniu signalu v ¢ase odpovedd @ nasobné rozsirenie spektralnej funkcie,

¢) A nasobnému skrateniu signalu v ¢ase (pri zachovani amplitidy signalu) odpoveda @ nasobné zmensenie modulu
spektralne; funkcie.
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Zakladné vlastnosti - Veta o reciprocite (dualite) signalov a spektra

Ak porovname transformacné vztahy pre priamu a spéitni FT vidime, Ze az na konStantu a znamienko v exponente su
podobné. Ak vo vztahu pre spatnu FT

x(t) = i TX(a))ej”tda)

urobime substiticiu = —@, @ =1  potom dostaneme

2706(~0) = ]lx(t)efwfdt

Porovnajme tento vztah so vzorcom na vypocet priamej FT:

X(a)) = Ix(t)e'”‘”dt
Zo0 vztahov je zrejmé, Ze
e ak Casovej funkcii x(t ) odpoveda spektralna funkcia X (60) , potom

e Casovej funkcii x(r) (x(r) je Casova funkcia tvarovo zhodna so spektralnou funkciou x(w)) odpoveda spektralna

funkcia x(—a)) , ktord je tvarovo zhodna s ¢asovou funkciou x(—t )

Nazov Casova oblast’ Frekvencna oblast’ Poznamka

Dualita X(t) 27x(—w)




x(t) T
0 T
x(t) |
\/ 0 \\/ T>

15

x(t) > X(o)

a)

X(w) = X(t)

b)

X(o)T

X(o)]
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Zakladné vlastnosti - Veta o €asovom posunuti (oneskoreni) signalu

V komunikacnych systémoch vel'mi Casto dochiddza k oneskoreniu signalu. Je preto dolezité poznat' aky vplyv ma
oneskorenie v ¢asovej oblasti na spektralnu funkciu.

Ak signal x(t - ‘9) je voci signalu x(t ) posunuty (oneskoreny) o hodnotu 9, potom pre jeho spektralnu funkciu
X (60) plati

o0

Xy(0)= [x(t-9)e™dt (3.114)

—00

Ak pouZijeme substiticiu { — & = T potom plati

t=9+71
dt =dt
Po dosadené do (3.114) dostaneme
X, (@)= [x(0)e ™ dr = e [ x(c)e " d =
- ” (3.115)

= e X(0) = [X(@)" ) = | ()

Zo vztahu (3.115) vyplyva, Ze modul spektralnej funkcie signalu oneskorené¢ho o €as n je totoZny s modulom spektralne;j
funkcie neposunutého signalu, teda

X, (@) = |X(w) (3.116)
Fazové spektrum oneskoreného signalu je dané superpoziciou fazoveého spektra neposunutého signalu a hodnoty -9, teda

94(®)=p(o)- oI (3.117)
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Priklad 3.2.1
v
Je uvedena funkcia x(z) (jednorazovy impulz o Sirke ¢ a amplitide 4) a funkcia *s (t ) =X\ - 5 ) pre ktoru plati
x(t)] X7
A A
-3/2 0 9/2 0 9
9 T 9 g
g 9
A rete(——;—j A pret €(0;9
x(l‘): p 2°2 x'g(t):{() ( )
0 preostatneé t pre ostatne t

Pre uvedené funkcie mame najst’ odpovedajice spektralne funkcie

Riesenie:

Pre spektralnu funkciu X (0)) signalu x(t ) plati
3

o 2
X(o)= [x(t)e™dt = A [e ™ dt = AIsi(nf3)
—0 9

2

Na zaklade vety o Casovom posunuti signalu

.9

Xg(a)) = X(a))e 2
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