Signaly — operacie (OPAKOVANIE)

e Zakladné operacie: +, -, *, /, x(t), |x(t)|, urychlenie, spomalenie, posun signalov, oto¢enie signalov...

e Pokrocilé operacie

Operacia szledok SN signaly DN signaly

fllle;inz Cislo 1), g (0) = j_ FOG(6)dt (f(n), g(m)) =Zf(n)§(n)
— - > -

I;ZT“” Funkeia g (@) = j_ g -t Rey(n) = zk: fk)g(k —n)

Konvolticia | Funkci 2 _

fog T e )@ = j f@g-ndr |90 = zk:f(k)g(n — k)

e periodické signaly: vysledok mozeme pocitat’ pre jednu peridodu su¢inu funkcii
e Plati <x,y>=R,,,(0)
* R, . (autokorelacia) je symetricka funkcia okolo bodu 0



Harmonicky signal
Komplexny tvar harmonického signalu

Uvazujme signal s(¢) ako komplexnu funkciu Casu, pre ktory plati
s(r)= Ae” ™) = dcos(w,t + @)+ jdsin(wyt + @)= x(t)+ jy(r)

Funkcie x(r) a y(r) st realne funkcie Casu, pricom x(¢) je sufazova a y(r) kvadratova zlozka signalu s(r)
Realny tvar harmonického signalu

Sufazova zlozka x(¢) zo vztahu (3.1) reprezentuje realny, technicky realizovatelny signal, pre ktory plati

x(t) = Acos(a)ot + go) =4 cos(2iy‘0t + go) = ACOS(ZT—ﬂt + gpj

0

kde
¢ je pocCiatocna faza (pre +=0)
w, je kruhova frekvencia
T, je peridda signalu
Grafické znazornenie signalu v ¢asovej oblasti:

xt) T

AN
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Graficka reprezentacia tohoto signalu je vo frekvencnej oblasti:

Amplituda T Faza |
A 4 - - - — _— _ _
(P 4 - - - - - _ _
0 ®, —s 0 ®, N
@ Q)

Zo vztahu (3.2) je zreymé, ze harmonicky signal je jednoznacne definovany svojou amplitidou 4, kruhovou frekvenciou
w, a pociatonou fazou ¢.

Realny tvar harmonického signalu - suctovy

Upravou vzt'ahu (3.2) pre realnu zlozku signalu x(r) dostaneme

x(t) = Acos(a)ot + go) = Acos@pcosw t — Asinpsinwt =acosm,t +bsinwt (3.3)
kde

a= Acos@

b=—-Asing (3.4)

a2+b2:A2(sin2¢+cosz (0) ‘s A=+a>+b? (3.5)

tanq):smgoz_é (3.0)

cosQ a
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Realny tvar harmonického signalu - exponencialny

Sufazovu zlozku x(r) m6zeme vyjadrit’ aj pomocou komplexne zdruZenych signalov s(¢) a 5(r). Pre x(r) potom plati

xlt)= Acos Wyt + @ :l slz)+ s(7 :l Aej(%”(ﬂ)_'_Ae—J(on(f’)
2 2 (3.7)

Situaciu, ked’ fazory s(¢) a 5(¢) rotuji kruhovou frekvenciou o, ale opacnymi smermi, ilustruje nasledovny obr:

vty T
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Reprezentacia signalu zo vzt'ahu (3.7) v kmitoctovej oblasti je v grafickej forme:

Amplitada |

V tomto pripade sa jedna o dvojstranné spektrum.
Ak si1 signal x(¢) vyjadrime ako

x(t) = Ce’™" + Ce /™

potom
C=lAej‘/’
2
— 1 .
C=—4e"”
2

kde ¢ predstavuje komplexni amplitudu, pricom plati

=54
2

Faza

(3.10)




Superpozicia harmonickych signalov

Uvazujeme dva reélne signaly
xl(t) = A, cosw,t

x2(t)=A2 Cosm,t (3.11)
priCom
¢, =¢,=0
Vytvorme
x(t):)cl(t)+x2(t):A1 cosa)lz‘+A2 COSm,t (3.12)
Ako bude signal vyzerat’ v ¢ase? Napr.:
xt) T
A
A, I X(t)T
0 N 2A1
t

2A1 cos(wat)

/\MA /\/\/\/\/\

Ako asi bude vyzerat reprezentacia signalu v kmitoctove;j oblasti?

\/ V4
\ /
7/ N, 7
\\\ Y N |/
N e P
~ < 1 \\\ Ve
o 7 Ta=— N -~
fa




Periodicky signal
Ak x(r) je tvoreny superpoziciou N harmonickych signalov, teda
N
x(t): xn(t):ZAncos(a)nt+¢n) (3.15)

n=1
vysledny signal x(¢) bude periodicky, ak pre frekvencie jednotlivych superponovanych signalov bude platit’
S, = nkf, (3.16)

kde k je raciondlne &isloa n=1,2;3K ; N .

[M]=

Il
—_

n

Otazka: ,,Mo0Zeme urceny periodicky spojity signal vyjadrit’ ako superpozicie harmonickych signalov*
Odpoved’: “Ano, signal musi splnit’ isté podmienky*.



Dirichletove podmienky

Uvazujeme, periodicky signal X(t ), pre ktory plati
x(t) = x(t + VTI) pre v=0;x1;x2;K (3.17)

kde 7; je perioda signalu

A

V\ “\/\ﬂ -

Aby periodicka funkcia x(¢), ktord vyhovuje vzt'ahu (3.17), mohla byt’ vyjadrena ako superpozicia harmonickych signalov
pre ktorych frekvencie plati o, =no, (o, je zakladna harmonickd, »=1;2;3;K ), musia na intervale v+7, vyhovovat
Dirichletovym podmienkam:

e funkcia x(r) musi byt ohranicena,
e musi mat’ kone¢ny pocet bodov nespojitosti, v ktorych musi mat’ definovant limitu zl'ava a limitu sprava,
e musi mat’ kone¢ny pocet maxim a minim.

AK signal spiiia tieto podmienky, potom sa d4 vyjadrit’ pomocou Fourierovho radu.



Realny zlozkovy tvar Fourierovho radu

Kazdy realny periodicky signal x(¢), ktory spifa Dirichletove podmienky, mozeme rozlozit do Fourierovho radu, pre
ktorého redlny zlozkovy tvar plati

x(t)=q, +i(an cosnmt+b, sinnat) (3.18)

n=1
kde
na, je kruhova frekvencia »-tej harmonickej zlozky

a,, a, ab, su koeficienty nezavislé od premennej I a platia pre ne nasledovné vzt'ahy:

T L
|2 7 2 2 3
a, = T ";lx(t)dt a, = T Lx(f)cosna)lfdt b, :71 ITx(t)Sin”a)ltdt (3.21)
ke a .
pre »n=12;3;K
Plati:

e ak je funkcia (1) parnou periodickou funkciou, potom pre jej rozklad do Fourierovho radu plati (sinusové zlozky
rozvoja su nulové):

x(t) =a, + ian cosnw,t
n=1

o ak (1) je neparna periodicka funkcia, potom jej rozklad do Fourierovho radu je dany vztahom (kosinusové zlozky
rozvoja su nulove):

x(t) =a, + ibn sinna,t

n=1
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Realny trigonometricky tvar Fourierovho radu

Podobne ako harmonicky signal resp. superpoziciu harmonickych signalov, ktoré su v trigonometrickom tvare vyjadrené
vztahmi (3.2) a (3.15), moézeme kazdy periodicky signal x(¢), ktory vyhovuje Dirichletovym podmienkam, vyjadrit
trigonometrickym tvarom Fourierovho radu, pre ktory plati

x(t): 4, +iAn cos(a)nt+gon): 4, +iAn cos(na)ltJrgon) (3.24)

n=1 n=1

kde
4, je velkost’ jednosmernej zlozky signalu (strednd hodnota x(¢))

4, je amplitida »-tej harmonickej zloZky
o, =nw, Je kruhova frekvencia » -tej harmonickej zlozky
¢, j€ poCiatocna faza »-tej harmonickej zlozky

b"T Obrazok vlavo — mnemotechnickd pomdcka na zapaméitnie
a, vztahov medzi a,, b, ¢ .4,
‘
P, | 2
A l
o ‘ A4, = azn2 +bh° tangp = —— Ao =da,
A1 o]
Ag o A
] i
T [ 17 T I
o f f - N o f, f N
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Exponencialny tvar Fourierovho radu

Podobne ako sme vyjadrili harmonicky signal pomocou komplexne zdruzenych fazorov (vztah (3.7), obr. 3.4) mdZeme
periodicky signal x(r) vyjadrit pomocou exponencialneho tvaru Fourierovho radu. Plati preni

x(t)= 4+ ()= 4, + Y (Cem 4T e = S C el 3.28)
n=1 n=1 n=—00

kde ¢, s komplexné Fourierove koeficienty, pre ktoré plati

1 g :
C =— Jx(t)e_fnwltdt
I _h
2

T (3.29)
pre n = 0;x1;+2:K
Zo vztahov (3.21), (3.25) a (3.29) vyplyva, ze
1 2 2 1 _

Cn:C_n :E an2+bn2:§An anz‘c_nz (3.30)
odkial

A, =2|C, @, =argC (3.32)

c.|T arg C, T

-
) el | lel g 7 T T
N [

alllinn I

O
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Vzajomne¢ vzt'ahy a prepocty medzi koeficientami jednotlivych tvarov Fourierovho radu:

Exponencialny | Trigonometricky | ZloZkovy tvar
tvar tvar
|Cn| 5 arg Cn An 5 (Dn an 5 bn
C,|, argC, 4,=C, a, =G
A, =2|C, a, =2Re{C, |
p, =argC, b, =-2Im{C,}
A4, o, G =4, a, = 4,
c :lA a,=A,cosp,
o2 b, =—A,sing,
argC, =@,
a,, b, Gy =a, 4, = a,
C :la _Jlb = An: an2+bn
n 2 n 2 n
1 = o
=?/an2 +b] COSP=y
b
__ 4 sing, = ——=
COS = n
e 4,
singp, =— b,
Pn="7 C
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Priklad 1

Uvazujme periodicku funkciu x(z):

x(t) ]

A
0
3|3 -
T,
plati
T T
A pret e(——+nT;—+nTj
x(1) = 2 U2 kde 1= n-0xi#2K
0 preostatnet @

Maéme urobit’ rozvoj funkcie x(r) do Fourierovho radu a ziskat’ tak reprezentaciu danej funkcie vo frekvencnej oblasti.

RieSenie

Dana funkcia spifia Dirichletove podmienky a preto ju moZeme rozlozit do Fourierovho radu. Ak pouZijeme
exponencialny tvar Fourierovho radu, potom pre koeficienty C na zdklade vzt'ahu (3.29) dostaneme

. T
5 | o sinnw, —
C” :TL ‘[Ae—]na)ltdt — }4 . 1 . I:e—]na)lt :IET — AT . 2 AT SlEnﬂ; TJ

- X T
2

_ 1 1

: T .
pricom S’(”” ?j predstavuje S7 funkciu.

1
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Fyzikalna interpretacia Fourierovho radu

e Rozvojom signalu x(r) do Fourierovho radu ziskame teda obraz o tom, aké je zastupenie jednotlivych frekvenénych

zloziek v danom signale.

e Komunika¢ny kanal ma urcité technicke parametre, medzi ktoré patri aj Sirka frekvencného pasma. Je teda zreyme, Ze
aj ked’ spektrum signélu je teoreticky nekonecné, cez komunikaény kanal sa prenasa len jeho ohrani¢end Cast’ =>
vplyv Sirky frekvencného pasma komunika¢ného kanala na prenaSany signal

Konvergencie Fourierovho radu

Doteraz sme mlcky predpokladali, ze:
a) periodicka funkcia (1) vyhovuje Dirichletovym podmienkam,
b) funkciu A1) sme priamo nahradili jej rozvojom do Fourierovho radu, pricom v skuto¢nosti ide o aproximaciu funkcie
1) funkeiou <) , pre ktoru plati
k
t)=lim &, (1) = lim > C,e™" (3.33)

k
- n=—k

Tento sucet existuje vSak len vtedy, ked” uvedeny Fourierov rad konverguje. PostaCujuce podmienky (vyhovuju pre
vacsinu nasich aplikécii):

e funkcia je po usekoch spojita,

e funkcia je po usekoch hladka.
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Funkcia po usekoch spojita

Funkciu x(r) nazyvame po usekoch spojitou na intervale (a;6) ak je spojita vo vSetkych bodoch tohoto intervalu, okrem
kone¢ného poctu bodov ¢, i=12;3K ;k, v ktorych ma nespojitosti 1. druhu, t.j. nie je v nich definovana alebo nie je v nich
spojita, ale ma vlastné jednostranné limity x(#, -0) (zl'ava) a x(¢, +0) (sprava). Ak x(s, -0) = x(z, +0) hovorime, Ze funkcia x(r) ma v
bode + skok o velkosti x(t, +0)-x(z, —0). Ak niektory z bodov ¢ je koncovym bodom intervalu (a;5), vyZadujeme existenciu
vlastnych jednostrannych limit x(a +0) alebo x(6-0).

Funkcia po usekoch hladka

Funkciu x(r) nazyvame po Gsekoch hladkou na intervale (a;6) ak je x(¢) aj x'(r) v tomto intervale po usekoch spojita.

Bodova konvergencia

Ak je x(r) periodicka funkcia, ktora je na intervale periodicity (0;7;) po usekoch hladkd, potom Fourierov rad tejto funkcie:
a) konverguje v kazdom bode spojitosti a

§(e) = x(1)
b) v bodoch nespojitosti t.j. vo vnutri intervalu periodicity dava Fourierov rad aritmeticky priemer limity zl'ava a sprava
1
qt)= E[x(tl. +)+x(2, —)]

c) v bodoch =" v=0£L+2K je Fourierov rad rovny aritmetickému priemeru jednostrannych limit v okrajovych
bodoch intervalu periodicity

Am) =5 [(0+) +2(7; -]
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Rovnomerna konvergencia na intervale

Postacujuce podmienky pre rovnomernt konvergenciu:

a) Nech periodickd funkcia (1) je spojita na intervale periodicity (%7) 2 ma na fiom po tsekoch spojitu derivaciu * ) 4
okrem toho plati x(0)=x (Tl). Potom Fourierov rad funkcie (1) konverguje rovnomerne na intervale (o:7;) :

b) Nech funkcia (1) je absolutne integrovatel'na na intervale periodicity (%7.) a nech v nejakom intervale (a;b), pricom

Osa<bsT je spojitd spolu so svojou deriviciou. Potom pre kazdé ¢ konverguje Fourierov rad funkcie (1)

rovnomerne na intervale (¢ % =9)
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Vykonové spektrum periodickych signalov

Uvazujme, Ze signal x(¢) je napatie «(¢) alebo prad i(¢) (ich okamzit¢ hodnoty).
I
1 2
P=— Hx(t)‘zdt
I
Pre stredny vykon periodického signalu s periodou T, odovzdavany do zataze plati 2

x(t) = iCnej"””’

Vieme Ze plati

7 5
1 [ N ne, S 1 7 inw,t
e Dosadime: F, T I X(Z)chej dr s P = Z C, T jx(t)e’ dt
1 Tl n=-—oo n=-—ow 1 T1
A 3
I
_ 1 % .
C, =— jx(t)e’"wltdt
I %
e Pouzitim 2 dostaneme vysledok (stredny vykon periodického signalu vo frekvenc¢nej oblasti):

2 2

C}’l

P=CS+>2
N=—00 I‘eSp. Nn=—oo resp_ n=1 (341)

P =C/ +iz\cn\-2cn
n=1

1 =] <
== +25An2 =4, +) 4, "
n=1 n=1 »

kde 4, je efektivna hodnota »-tej harmonickej zlozky.
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Stredné vykony jednotlivych harmonickych zloziek

e

e vykonové spektrum neobsahuje informaciu o fazovych pomeroch.
o V3etky signaly, ktoré¢ maju rovnaké amplitidové spektrum a odlisné fazové spektrum, maju rovnaké vykonoveé
spektrum.
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Gibbsov jav

e ak periodicka funkcia x(r) ma na intervale periodicity bod nespojitosti, potom rozvoj tejto funkcie do nekonecného
Fourierovho radu je len jej aproximaciou.

Funkciu s bodom nespojitostimoézeme vyjadrit’ napr:

x(t)=x,(t)+olt—¢,)

1 pret>t
Kde G(t - fo) je jednotkovy skok: G(t — zo) — { 0

0 pret<t,

x(t)

xt) ]
X(to+)

X(to-) -

0

Vplyv jednotkového skoku moézeme najlahSie analyzovat napr. analyzou periodického signalu zloZeného Ien
z jednotkovych skokov:
r(t-t,)

1

t0=2TE —_—

— A
—




Pre funkciu r(r-¢,) plati
rt—1,)= {

pre k= 0;x1+2;K

1 pret e (27r + k2737

Fourierov rozvoj funkcie (t-¢,):

1 1% 1
Gy = jr(t—to)dt :Zjl'dt =3
2

0 1

2

21

0 prete (7[ +k2m2m+ k27z)

+k27)

17
) 2T 0 pren parne
b, = Ir(t—to)smna)ltdt: 2 o n neparne a
0 727’lp P

2

Sucet prvych 25 -1 ¢lenov Fourierovho rozvoja funkcie (¢-¢,):

2N+1
SN(t —t,)=a, + an sin nw,t

n=l1

1 2(sint sin3t sin5¢
SN(t—t0)=5+; T

Su(tt) T

0,5 -

(3.54)

2N -1

+sin(2N—1)tj (3.55)
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Derivacia S,(¢-t,) sa da vyjadrit’ v uzavretom tvare:

f 2 cos NVt - smNt 1 sin 2 Nt
Sy (t—1,)= —

T sin ¢ 72' sint

W 14 . 4 . 4 14 4 l';z-
PoloZenim derivacie rovnu nule dostdvame extrémy ¢ = —

Naslednou integréciou vieme Vyj adrit’ sumu v uzavretom tvare:
B J- sin 2Nt 1 sin 2 Nt

Sy dt

sint 2 7, sint

Pre hodnota v prvom extréme a pouzmm substitiicie y =2N¢ pre limitny pripad, ked’ ¥ -« a 1, > 0 dostadvame:

121 lJ- 1n2Nt _ 1 _J-smyd — 10895
2 ms sint y

Teda:
e prvé maximum sa priblizuje k bodu nespojitosti, ale jeho velkost neklesa

e funkcia prekmitne vZdy na obe strany rovnako, na kazda stranu o 8.95% hodnoty skoku v bode nespojitosti (dokopy
je to priblizne 18%)
X1

X(to+)-

X(to-)
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Priklad 2

Pre periodicku funkciu x, (r) plati

x,(t)={A pret 0+ nTizend) n=04142K T =27

0 preostatné t

Ulohy:
a) vyjadrite signal v zloZkovom a trigonometrickom tvare FR, aproximujte signal pomocou prvych 5 harmonickych
b) zistite rozloZenie vykonu pre prvych 5 harmonickych

RiesSenie

Pre vypocet spektra funkcie x(r) pouzijeme jej rozvoj do realneho zlozkového tvaru Fourierovho radu:
L
1 ¢ A4 A
ay=— [ Adt=—[t]2 ==
Ly T 2
T
T
[sinne,t]2 = isinrm =0
Tno, nr

2 2
a, :—J.Acosna)ltdt =
iy
I
27 . 24 h Y A
b, :—jAsmna)ltdt =— [cosna)lt]o2 :—(l—cosnﬂ) =—
T 5 Ino, nw nw

1—(—1)”]
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a) Pouzitim ziskanych vysledkov méZeme povodny signal vyjadrit’ v zlozkovom tvare ako:

X, (l‘) =a, + ibn sinna,t

n=1
n a 0, bn Xn(t)T
0 A*0.5 A+
1 A*0.636 0,64
2 0
A2
3 A*0.212
0,21
4 0 0,13 |,
5 A*0.127
o S~ X_ X =
2
signal x(t)
x(t) T signal x,(t)
A
A2 -
/ 0 T \ Ny
2

Ak chceme zistit modul a fazu (zmena na trigon. tvar FR) dostdvame

° AO =a,
e A =\a’'+b’=|b|;n=123,..
b b b
® sing, =——t=——"—=¢ =-arcsin(—-); ¢, =-7/2,2-7/2,2,—n/2..,n=1,273,...

4, 1b,] b, |

n
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Modul a faza

R

A ~\\

%o \\\

\‘./// T IR SRl
0 1 2 3 —
T T T f
0.0

Pozor: na prednaske bolo nespravne uvedené, ze fazova charakteristika ide ,.doprava dohora‘

Nasledne povodny signal skladame pomocou

X, (t) =A, + iAn cos(na)lt + (pn)

n=1

e Je zrejmé, Ze vyskladany signél bude identicky (kosinus posunuty o polovicu pi doprava je sinus) ako pri skladani
v zloZzkovom tvare.

b) Rozlozenie vykonu:

Stredny vykon dodany do zataze r =10 prvymi 5 spektralnymi zloZkami vypocitame zo vztahu (3.41):
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A* 1024 1(24) 1 2Aj2
P =—+—| | +=| == | +=| = | =0,484°
Y4 2(7[) 2(37[) 2(572' =

Stredny vykon dodany do zataze vSetkymi spektralnymi zloZkami je na zaklade vztahu (3.37)
Zdt:7[t]o2 = (3.72)
Porovnanim hodnét P, a p, vidime, Ze 96% celkového vykonu signalu je sustreden¢ v jednosmernej zlozke a v prvej, trete]

a piatej harmonickej spektra signalu. Z uvedeného vyplyva, ze z energetického hl'adiska nema vyznam zvic¢Sovat’ prakticka
Sirku pasma nad hodnotu 5¢,.



