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Idealne vzorkovanie v ¢ase — €o sa presne deje vo frekvencii?

Majme x(t) - realny spojity neperiodicky signal so spektrom X (a)) :

(¢
Z neho vytvorime signal r ( ) tak, Ze x (t) prenasobime sekvenciou Dirakovych impulzov:
xX'(£)=x())_ 6(t—=nT,)=> x(t)6(t —=nT,) =) x(nT,_)5(t —nT,) =
= Zxd (n)o(t—nT))

x,(n)=x(nT))

Mohutnosti tohto signalu tvori diskrétny signal = ¢

X'(0)= ]2 x'(t)e’dt = T ZXd (n)S(t —nT )e ’*dt =

—00 -0 N

= 35, (0) [ S nT e =Y e (mhe T = Y (e

K ¢omu sme sa dopracovali?

X'(@) it * ()

e ZjednoduSme zapis substiticiou

je periodicka funkcia s periodou
Q=2rn0/w,

e Spektrum signalu

272- / ]—:/Z — 272-](\‘/Z — a)VZ



Nasledne
X’(a)) = Zxd (n)e /27 :>X'(Q) = Zxd (n)e ™"

X'(Q)

e Spektrum ratame pomocou vzoriek

. xX'(t). . . .
signalu je periodicka funkcia s periodou

x,(n)=x(nT,)

e Spektrum

, t.j. vlastne z tychto vzoriek.

. . . . X, \n) . .
e Tj. ak nam niekto zada diskrétny signal d( )Vleme vyratat' jeho ,,spektrum®, ale vlastne
x'(2)

e Tento druh Fourierovej transformacie budeme nazyvat DTFT (Discrete Time Fourier Transform)

ratame spektrum signalu

Nazov Casova oblast’ Frekvenc¢na oblast’ Poznamka
x(n) , diskrétne neperiodické X(QY), spojité periodické | X (Q) = Z x(n)e ™
s periddou | n
. DTFT 17 n
Oznadované aj ako () x(n)= gy X(Q)e™dQ
0




x(t) < FT—» X(w)
t ~Wmax Wmax
X(w)
X'(t)
< FT—»
| ARYARYAR
Tvz t ~Wyz Wyz
X(Q)
M X)) TN N
2 4 6 n -2n 2n
'(ﬁ)vz Wyz
fe 0=2nomw, ™

Q=2nf/,;



Priklad

=(1
Majme diskrétny neperiodicky signal X (n) (L1)
Aké spektrum X () =X (Q)[e”? = M(Q)e™
- Odhadnite spektrum (sprievodice)
X(Q) =|X( Q)" = M(Q)e"?

ma signal x(n)?

- Vypocitajte tvar spektra

DTFT v Matlabe !!!

- To ¢o sme vyratali na tabuli si moZeme vizualizovat’ v Matlabe
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Demo vlasnost’ — ukazka odvodenia vlastnosti

- Nech *) obsahuje nizke frekvencie. Signal - (n) g vysokymi frekvenciami vyrobime zo signalu
(1) pasledovne: ¥ = (D" x() (kazdy druhy koeficient prendasobime -1)
Y(Q) = Zy(n)e‘jQ” = Zx(n)(—l)” e /o =Zx(n)(—1)" e /o =Zx(n)eij””e_j9” =

= x(me " =X Q1)

Ostatné vlastnosti DTFT
- Podobne ako to bolo v pripade FR a FT vieme vyplnit celu tabul’ku

- Dokazuje sa 'ahSie, nemusime ratat’ integraly ...



6

Co ak spojity signal chceme zrekonstruovat’ z jeho ¢asovych vzoriek?

e Uplna rekonstrukcia je mozna iba ak bol pri vzorkovani dodrzany Shannon-Kotelnikov teorém
t.J. spektra pri periodifikacii sa ndm nezliali a nenastal aliasing.

e Ako na rekonStrukciu?

4 DTFT—>

x(n) x(n)=xq(n)
?
x(t)

X(Q)

<« FT—»

;L

X(w)

t

'wmax

wmax W

e RieSenie: v Spektre staci ,,vymazat* poposuvan¢ obrazy povodneho spektra, ktoré vznikli
pri periodifikacii.

e Ako ,mazat*? Pouzijeme ,,obl'ibeny trik* s nasobenim v spektre a konvoluciou v Case.



< DTFT—»

m/\m

X' (w

2n

X'(t)
<« FT—»
| N / RV
TVZ wVZ wVZ w
box(t) n 2n/w,, = Box(w)
. < FT—»
Wyz/2 Wyz/2
X(1) x(t)=box(t)*x"(t) - o X(w) = Xw)=Box(w)X(w)
~Wmax Wmax W




e Comu sa rovna box(t)?

e Spomenme si na

x(t) T
I A I
o'y -
a
9 b)
b)

.8
g sin w—
(—Zj sin a)Ej =AY 2

: : = AGsin 9
"9 —Jo » —JO @ e
2 2
e A vyuzime dualitu:
Nazov Casova oblast’ Frekvenc¢na oblast’ Poznamka
Dualita X 27x(—m)
e V nasom pripade 4= 27/ @ (vid stvis spektra FT a DTFT) a ¥~ @-
 box(t) = —— Avsi(tw 1 2) =2 o si(t, 12) = si(t-5)
e T,. 27 27

\ 4 \ 4

e Tato funkcia ma nulova hodnotu v bodoch =™




e Signal x (t) teda m6zeme vyjadrit’ ako

x(#) = box(1) * (1) = box(t) * D _x,(md(t = nT,) = I box(z) x,(md(t -7 —nT, )z =
- Zxd (1) T box(7)o(t—7—nT )t = Zxd (m)box(t—nT ) =

= Zxd(n)si[(t —nTVZ)Ti} = Zxd(n)si(tTi—nﬂj

vz vz

e T,j. ako sumu vahovanych si funkcii, ktoré¢ maju stredy v celych cCislach a nuly v ostatnych
celych cislach

e Tento sposob vyjadrenia signalu x(t) sa nazyva aj Shannon—Kotelnikov rad.
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Intermezzo: Moze mat’ signal koneCny v Case kone¢né spektrum? A naopak signal kone¢ny v

spektre moze byt kone¢ny v case?

e Poznate aparat, moZeme dokazat’

e Konecnost= nosic signalu je konecne velky (t.j. jedna sa o kompaktny nosic)
e NosicC signalu — interval, na ktorom ma signal nenulové hodnoty

e Kompaktny nosi¢ — mimo nosi¢a ma signal presne nulové hodnoty

e Efektivny nosi¢ — mimo nosi¢a ma signal priliZzne nulové (zanedbatal’ne malé) hodnoty

Otazka znie teda: Mo0ze mat’ signal s kompaktnym nosiCom v Case kompaktny nosi¢ aj vo
frekvencii?

e Odpoved je NIE!

e Spravime dokaz sporom, prepokladajme, Ze moze.

e Navzorkuyme signal vo frekvencii => v €ase by sa mal speriodifikovat’. UrCite vieme zvolit’
@ (t) tak, Ze perioda periodifikovane¢ho signalu z velkej cCasti siaha mimo pdévodného
kompaktného nosica (t.J. signal ma na vel’kom useku hodnotu 0)

e Hodnota 0 na tomto useku sa neda vyskladat’ pomocu konecného poctu ,,frekvencii® =» spor

Mo6ze mat’ signal s kompaktnym nosicom vo frekvencii kompaktny nosic aj v€ase?
e Odpoved je NIE! (Dokaz obdobne ako vyZsie)
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Dosledky:

, X1 , AV : , , v : y
o Akama ( )kompaktny nosi¢ v ¢ase, potom pri vzorkovani sa nam urcite zleje spektrum, takze
signal uz nikdy presne nezrekonstruujeme

: : : <
e Signal potrebujeme frekvencne obmedzit’ pred vzorkovanim aby 2 < f”. To ma ale za

dosledok, Ze signal v ¢ase sa nam rozsirt na nekone¢nu Sirku (napr. Konvoluciou s mnoZinou si
funkcii)

e V praxu pracujeme so signalmi s efektivnymi nosi¢mi
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Diskrétna Fourierova Transformacia (DFT)

- Ako sa k nej dostaneme?

X(Q)

NN

2 4 6 n -2t ‘ Q
C

¢ase nasobenie V ¢ase konvollcia
V spektre konvolucia V spektre nasobenie
S

‘ t ‘wmax ‘ wmax

V ¢ase konvolucia V Case nasobenie
V spektre nasobenie  V spektre konvollci
c(k)
N o m

H’h t ‘ k

x(n) x(n)=xq(n) <«DTFT>

- Urobme prava hornt vetvu z DTFT pomocou nasobenia v spektre sekvenciou dikarovych
impulzov prejdime k diskrétnemu spektru

- Aky tvar ma sekvencia diracov v na osi 29 Nage impulzy budi od seba vo frekvencii

vzdielené 27 /N a teda v Case budu vzdialené NI,
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I Xs(w) ;

(1) -« FT—» (Wyz)

11 B
Tvz

t -Wyz Wyz W
I Xs(w) ;
(1) <« FT—> (fyz)
AR f f
T : oo | foo f
I Xa(w) I
(1) <« FT—p» (217)
P f f
T t =217 Xs(w) 21T Q
(1) I A T <« FT » (21/N)
V b4
NT., t ~Wyy 211/N 0
2k 2k 21 2k

Vytvorme diskrétne spektrum X()= X(Q)Z_ o8- _) Z‘X(_)_ o8- _)

Odvod’'me akému signdlu v Case odpoveda (1nverzna DTFT):
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o0

x(n) = — j X'(Q)e’™dQ = — j (ZX(@)Z—%(Q - 2]’\’]" )jejQ”dQ =

27k 27k, 2k, i
=—> X o(Q— e =—Y X(Z2)e'
Z (=) j ( N) N; (5
Zjednodusme zapis:
2k 27
X(k)=X(=5) W, —e v
Dostavame:

x(n) = %ZX(k)e’Wk" _ %ZX(k)WN"”

Analogicky sa da odvodit’ aj opacny vztah:

X (k)= Zx(n)e_] Zx(n)W o

Tym sme dostali vzorce na vypocet Diskrétnej Fourierovej transformacie (DFT) a inverznej DFT:

DFT - X(k)= Zx(n)e Zx(n)W o

]_ -
DFT™: x(n) = N;X (kye ¥ = ﬁ;X (k" W, = N



