FOURIEROVA TRANSFORMACIA (POKRACOVANIE)

Veta o kmitoétovom posunuti (modulaény teorém)

Operacia v kmitoctovej oblasti, ktora je obdobou oneskorenia signalu v Casovej oblasti.

Ak zavedieme substituciu $2 = @ * @, dostaneme:

= }x(t)e‘jgtdt

ee]

fx g /(=) dt—f[ (t)emj”’”t]e_j“”dt

—00

Dostavame:
X(w+aw,)— x(t)e™ ™
X(w-w,)— x(t)e’



Comu sa rovna?
x,(¢) = x()cos ayt

Pouzitim alternativneho vyjadrenia pomocou goniometrickych funkcii:

x(t)(cosw,t — jsinw,t) = X(w+w,) 1 1
x(l‘)(cosa)ot+jsina)ot)eX(w_wo) => xl(t)=x(t)cosa)otQEX(a)+a)O)+5X(a)_wO)= Xl(a))

Posunutie spektralnej funkcie X(«) o hodnotu @, a —@; odpoveda nasobeniu signalu x(¢)

realnym harmonickym signalom.

Signal x,(t) odpoveda amplitidovo namodulovanému signalu s potlaéenou nosnou frekvenciou:
Signal x(¢) predstavuje modulaény signal.

Signal €OS® je nosnym signalom s frekvenciou ©o.



Ilustracia nasobenia signalu x(¢) reAlnym harmonickym signalom
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Veta o sucine (konvolucii) signalov a spektra

A. Konvolucia v kmitoétovej oblasti
Ak signal x(t ) vyjadrime ako sucin dvoch signalov x(t ) =X (t ) R (f )
x, (1) = X ()
Pridom x2(t) — XZ(C‘))

Potom pre Fourierov obraz signalu () plati

Fle()} = Fx (6)2, (1) = X (1) = :}:'ox(t)e'j‘”’dt _ fx () x, (1) et

\BYN4 . I4 . w = Q
Pouzitim substitucie , = o
AN W . 1 ” t
moézeme funkciu x,(¢) vyjadrit v tvare x(¢) =5 f e™dQ

Dosadenim a po uprave dostaneme

le (Q)e™dQ

F{xl(t)‘xz(t)}=)((w)=}:o %i

—jwt 1 p p —Jjlo-Q)t
x,(t)e™ dt=E£X1(Q)£x2 (t)e " drdQ

Na zaklade Vety 0 kmitoétovom posunuti plati

fx2 =2t gy = fxz )’ e dt = X(w - Q)

Dosadenim dostaneme F{xl(t)'xz(t)}zﬁ ]i Xl(Q)'Xz(“"Q)dQ:in(a’)*Xz(a’): X,(f)=x,(/)

—00

Poznamka:



Vyjadrenim x, () namiesto ¥, (1)

1 ° .
- Z:{;Xz(g)e]gtdg

dospejeme k tomu istému vzt'ahu:

P (1) 5 (D)= 55 [ 2,(2) X (0-R)d2 = X, (1) ()

Sucinu dvoch signalov v Casovej oblasti zodpoveda konvolucia ich spektralnych funkcii v
kmitoctovej oblasti.



B. Konvolucia v ¢asovej oblasti

Predpokladajme, Ze funkciu X(w) mozeme vyjadrit’ ako stéin dvoch funkeii:
X(a)) = Xl(a))~X2(a))
Plati
- - 1 p ot 1 p ot
x(t)=F 1{X(w)}=F I{Xl(w)°X2 (a))}= z_fw)((a))e’ dw = ﬂ_[o[)(l(w)-)(z (a))]ef dw

=71
Ak pouzijeme substituciu @ = dT potom X 1(a)) = f xl(r)e‘f“”dr
Dosadenim a upravou dostaneme

F X, () X, ()} = x(1) - ﬁf fx (2)e"dr | X, (@) de - ixl(

fX "””da)]d

Na zéklade vety o casovom posunuti signalu

—fX "””da)——fX f"”ej‘”’da)=x(t—r)

Dosadenim dostavame Vysledok

F"I{X } fxl -x, (t—-7)dT =x,(t)*x,(¢)



Poznamka:
Vyjadrenim X, (@) namiesto X, ()

0) - [x.(c)e " dr
dospejeme k tomu istému vzt'ahu:
F {X1 } fx2 x, (t-7)dT =x,(t)*x, (1)
Plati:

Sucinu dvoch signalov v kmitoctovej oblasti odpoveda konvolucia prisluSnych signalov v
Casovej oblasti.

Konvolucia je teda vzajomnu suvislost’ medzi nasobenim dvoch signalov na jednej strane
(napr. v kmitoCtovej oblasti) a odpovedajucou operaciou (konvolutorny sucin) na druhej strane
(v Casovej oblasti).



FOURIEROVA TRANSFORMACIA-VLASTNOSTI

e Plati ()<= X(w) , t,x(t)ER; X(w)EC

e Plati Y()<—=Y(w) , t,y(H)ER; Y(w)EC

Nazov Casova oblast’ Frekvencna oblast’ Poznamka
x(1), neperi.odi.cké X(w), nepefioqické () - }x(t)e_ ot
y(t ) , neperiodické Y (CU), neperiodické J
)= [ ¥ de
Linearita ax(t)+ By(t) aX(w)+ Y (w)
Casové posunutie x(t—t,) e I X (a)) odvodené
Casové otocenie x(-t) X(-w) odvodené
Posunutie vo - jayt odvodené
frekvencii . (t) € X (w T )
x(t)e™ X(w-aw,)
Zmena mierky x(at) 1 W odvodené
F {x (at)} =—X|[—
a a
Konvolucia v ¢ase | x(¢)* y(¢) X(0)Y(0)=X(f)Y(f) odvodené
Nasobenie v Case D v(t 1 odvodené
x()y(t) EX(a))*Y(a))=X(f)*Y(f)
Casova derivacia d" x(t)/ dt" j w)n X(o)




Casova integracia t 1
[x@ydr. — X(0)+7X(0)0(w)
Ve ’ J@
Symetria v spektre | x(¢) X(w) = )_((_ W)
Rayleighova veta > 1 > ” odvodené
E = (i*(t)dt E=— I(a)) dow = S(a))dw
fi (¢) L) do=[
Dualita X(1) 27x(-w) odvodené

Porovnajte si vlastnosti s vlastnostami Fourierovych radov ...

Priklady MATLAB

Pl X(a)) = :[ox(t)e'j“’tdt
X (o)

budeme vyhodnocovat iba pre niektoré @,
Zamyslenie

* Co ak budeme vyhodnocovat hodnotu X(w)v nasobkoch @ =27/1i 3 0znaéme ako X(kw,):

X(kay) = [ x(0)ede | = frlo)e
- porovnajme so vzorcom na vypocet FR 1T
X(kw1) = Tle

Plati:



Porovnanie spektier ,,box* funkcie [1]: a) periodickej s periédou 2 -> FR [2][3]b) neperiodickej -> FT [4][5]
(hodnota FT je vypocitana a nakreslena 10x hustejSie ako je to pri FR)
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Fourierova transformacia elementarnych funkecii

Jednotkovy skok

Pre jednotkovy skok O(f ) - uvadza tieZ pod ndzvom Heavisideova funkcia plati

a(t)={1 pret>0 0(t—t0)={1 pret>t,

0 pret=<0 0 prets=t,
o(t)} o(t-t,)|

1 |

a) b)

Nahrad’'me funkciu 0(1 ) funkciou f (f ) = O(f )e_m pre a =0,

F{O'(t)e_m} = F(CU) = }O'(f)e_ate_jWIdf =}€_(a+jw)tdt = — l [e—(a+jw)t ]: — _ 1 [lime—(a+jw)
- 0

a+ jw a+ jwli—~

--——f0-1]-—
a+ jw a+ jw

—lime
t—0

—(a+jw)t ] _



Hl'adajme limitu pre a — 0

g

=lima2_ja;=lim ¢ >+ .1 =Fl(a))+F2(a))

F =limF(w)=1i
(a)) pa (a)) algga+jw g+ g+ o

F,
((D)T |F0((1))|T (P(,(w)T
1 I
3 2
7/ : B
_It
0 0 — 2
- a—0 %

e Plocha pod krivkou F () je nezavisla na hodnote @ . Jej hodnota je rovna 7.

* Pre a = 0 sa bude krivka zuzovat, ale jej hodnota v okoli bodu @ =0 narastat. V limitnom
pripade pre @ — 0 sa zmeni na jednotkovy impulz 0 (1),

* Spektralna funkcia jednotkového skoku of¢) ma teda tvar

F(0) = F (@) + F; (o) =7 (0) + =



Jednotkovy impulz

Pre spektralnu funkciu (CU) jednotkového impulzu 4(;) plati
FLo(0)}=Fy (@)= [o(r)e ™ dt=[e™] =1

Fy(w) T

1

0 —>
w

Spektralna funkcia posunutého jednotkového impulzu (¢ -7, ) :

F{é(t - to)}= £y, ()= i5(t ~t,)e"dt = [e-fwt]t:to _ ol

Fat, (u))‘ ’I\ Pst, ((D)T
1 0
0 —>




Jednotkovy impulz vo frekvenénej oblasti

Nech X (w)=48(w) potom

1 1
S(w J“”da)—— T 6(w) 1«25 (w)
Z”f 27 tj. 27 resp.
Slgnalu 2728(w) (Jednotkovému impulzu o mohutnosti 27) odpoveda v Casovej oblasti signal
x(f)=1 (teda Jednosmerna zlozka).
x0T Xy() T
274
1
0 — 0 —




Vina vo frekvenénej oblasti

Uvazujme dalej signal X 1(50) = 2”5(0) - wl).
Na zaklade inverznej Fourierovej transformacie pre signal x,(¢) plati

x1(t) = i}zﬂ’é(a) -, )ejwtda) _ ol

T.j. vysledkom je ,,komplexna vina“ e’ < —=270 (w-w,)
e’ eI
Uvazme Ze cos(ax) = 5
x,(¢) = cos(mt) <— X(w) = .71’5(60— a)l) + 710 (a)+ a)l)
Potom:
x,(t)T X (@)1

AN AN | |




Periodicky rad jednotkovych impulzov (revizia)

c ikt 1 ¢ kw,
Pomocou FR sme dostali: xé(t) _E t‘”T _EC e = ? Z e
e’ < =275 (w- )
Pre vinu vo frekvencénej oblasti plati
Potom (uvéiime ze w, =27 /T, )
— ) o/ % 2710(w - kaw,)
E(S t - nT)%a)lzé(w kw,) E(S t - nT)%l/TE(S(f k/T)

n=-% resp. n=-=

(1 );L A T T (W) g T T fffffffffffffffff T




Tvary FT (doplnenie)

Casova oblast’

Frekvencna oblast’
frekvencia)

(uhlova

Frekven¢na oblast’
(frekvencia v Hz)

x(1), neperiodické

X (w), neperiodické

X(w) - ix(t)e—wdf

(t) - iiX(w)ej“”da)

X (), neperiodické

X(f) = zx(t)e_jz”ﬁ dt

x(1)- ix( £)eds




Porovnanie tvaru FR a FT

Zo spojitého spektra X (w) signalu x(¢) vyrobme diskrétne tak, ze ho budeme nasobit’ sekvenciou
Diracovych impulzov:

X'(0)=X(0)Xy(w)= X (w Ea)é(w ka)l)—za)l (k) 8(w - kay)
k=— k=—
Vysledkom je sekvencia Diracovych impulzov:

* Na osi @s mohutnostami @ X (kay) = 0 T,C, = 27C,
e Naosi f's mohutnostami 1/ T,.X (k) =(1/T)T,C, =C,

T.j. vysledkom na osi f je diskrétne spektrum s mohutnostami koeficientov ako pri FR.

Co vznikne v ¢ase? Tam sa odpovedajuce signaly konvolvuju:

ee}

X' () = x(2) *x, (1) = x(2) % ij(r—nﬂ>=<f*g)<r> =ix(r)n=2_mé<r—r—nﬂ)dr=
Efé t—7-nT,)x(r)dr = ix(t—nTl)

N=—"0 _ n=—00

= x(t—-nT)
T.j. vysledkom je periodifikovany signal x(t)’ t.j. signal nz_w 1



X(t) - FTo» X(w)
t w
Xs(t) I
(1) A < FT—» T T (;L)1)A T T
T, t -2W1 - Wy 204 w
X'(w)
X' (t) (w1X(0))=(211c(0))
T WX (wn) T (WiX(w1)=(2me(1))
- t Wi o .
X'(t | SR
<«—Ffr—»  (c(-1)) T (c(1))
; { £ f f
T4
) t 0 K



Co sme videli?

* Nasobenie vo frekvencii vytvorilo diskrétne spektrum
o Zo spojitého spektra sme vytvorili diskrétne — pouzili sme iba vzorky spektra — t.j. spektrum
sme tzv. ,,idealne navzorkovali*
* Tato operacia zaroven sposobila periodifikaciu signdlu v Case
o Ak by sme nevhodne vzorkovali spektrum, periodifikovany signdl by bol ,zliaty*
(jednotlivé opakovane verzie by sa potrekryvali a poscitavali ,,cez seba®)

Vieme proces obratit? T.j. vieme zo vzoriek spektra zrekonStruovat’ povodné spektrum?
Odpoved’: vieme, ak sa nam v jednotlivé opakovan¢ verzie nepoprekryvali ,,cez seba*)

Zactneme zvolna a cely proces a jeho dosledky si radSej ukazeme pri vzorkovani signalu v Case.



Idealne vzorkovanie v ¢ase

Majme . <t) - realny spojity neperiodicky signal so spektrom X (a))
: . X, \n ,
Z neho vytvorime diskrétny signal = ¢ ( ) tak, Ze budeme brat’ so zvolenou frekvenciou vzorky zo

x,(n) =x(nTVZ).

signalu . (t) pomocou vztahu

Otazky
v eome sy od s rome % (7
* Maju rozne vzdy od seba r6zne ?
* Ak x(t) ma spektrumX<w), aké spektrum ma Ya (n)‘?

« Dokézemez ¢ (n) rekostruovat’ povodny x(¢) ?

Na tieto otazky budeme postupne odpovedat’ ...



Priklad:

Majme signal, . (t) ktory je na intervale <0, T>, T=2 definovany nizSie a mimo tohto intervalu ma
hodnoty nulové:

a) x(t) = cos(27t) , harmonicky signal s frekvenciou 1Hz
b) x(t) = cos(677) , harmonicky signal s frekvenciou 3Hz

C) x(t) = sin(l4z7) , harmonicky signal s frekvenciou 7Hz
Vytvorte diskrétne verzie tychto signalov, pouzite vzorkovaciu frekvenciu 4Hz.
RieSenie:
b)) vidy ¥ (n)=(1,0,-1,0,1,0,~1,0)

d
) o |
Vidime, ze nevieme od seba odlisit’ ... toto v reali asi nechceme robit




y x, (n) o
Ako zistime spektrum ¢ ? Predsa pomocou sekvencie Diracovych impulzov a pomocou
pravidla, Ze nasobenie v ¢ase odpoveda konvolucii v spektre.

Odpovedajucu transformaciu budeme nazyvat’ ,DTFT* (Discrete Time Fourier transform).

x(t) - T X(w)
t ~Wmax Wmax w
X5(t) Xs(w) I
(1) <« FT» (Wyz)
%w f -
HTvz t Wy Wyz W
X (w)
x'(t)
e VARV ER
Tyz t -Wyz Wz W
xa(n) X
(M CONIN T
2 4 6 n 21 o 0)



Z obrazku bolo pekne vidiet nasledovné veci:

. .0 =20 . N ax
* Pri vzorkovani musi platit’ ~# max (Shannon-Kotelnikov teorém) ina¢ sa nam spektrum

,.Zleje
* Ked’ sa spektrum zleje — vznika aliasing
o Vznika nespravny frekvency obsah, hoci povodne v signale pritomny nebol.
o Napr. 3Hz a 7Hz signaly interpretujeme ako pritomnost’ 1Hz signalu (nevieme ich od
pritomnosti 1Hz signalu odlisit))

!
] w . e, . , .y 2
* Nov¢ spektrum ( )Vzmklo periodifikaciou povodného a zvacSenim s faktorom @, | 27 ,

' W
X(w) = 3% x(w-
tj.: (a)) Z 27T (a) nwVZ)

|
x(t) y(t) < X(w)=Y(w
© Vyuzili sme pritom oy ( ) ( )

40

vz

© a uvazili, ze sekvencia pouzitych dirakovych impulzov ma vo frekvencii mohutnost’



