FOURIEROV RAD-VLASTNOSTI

e Vlastnosti uvedieme v exponencidlnom tvare

o Plati Xx(t)<2—X(k), t,x(t)e R; ke Z; X(k)e C
o Plati Y(t)—2—=Y(k), t,y(t)e R; ke Z;Y(k)e C

Nazov Casova oblast’ Frekvencna oblast’ Poznédmka
t oda T, X&) k= v =2/ T .
x(?), perioda 1, (k), k=1 odpoveda & 1 X(k) :ijx(t)e—jka)ltdt
¥(t), perioda T Y(k), k=1 odpoveda @ =27 /T, 15
x()=) X(k)e"™
k
Linearita ax(t)+ By(t) aX(k)+ BY (k)
Casové posunutie x(t—t,) X, PRALL
Casové otodenie x(—t) X (—k)
Zmena mierky x(at) perioda T, / a X (k), k=1 odpoveda @ =2ma/T|
Konvoltcia v ¢ase TX (k)Y (k
w0y =], @y -nar | FOTE
Nasobenie v ¢ase | x(¢) () X(k)*Y(k)
Casova derivacia dx(t)/ dt jka X (k)
Casova integracia t 1
j x(7)d. —— X (k)
J » Jkay
Symetria v spektre | x(7) X(k)= )_((_k)
Parsevalova 1 _ 2 Odvodené¢ na prednaSke 2
teoréma B = ?sz (t)dt £= ;‘X‘ (k)

L7




- Vlastnosti — vyuZitie (napr. vpi pocitani prikladov)
o Linearita: ako vyzeraju spektra zlozitejSich signalov ak pozname spektra jednoduchsich?)
o Casovy posun: ako vyzera spektrum posunutého signalu? Co dokaZe zmenit’ posun v ¢ase?
o ma zmena mierky vplyv?

- Vlastnosti — odvodenie
o vediet odvodit’ aspon 3 vlastnosti

Priklady MATLAB

- Na priklade harmonického signdlu — ¢o ak sa nestrafime do skutocnej periddy signalu? (nielen ze ziskame ,,faloSné*
frekvencie, ale stratime aj skutocné!)

- Na priklade pravouhlého signdlu — €o sa stane ak zvacSujeme iba peridodu, meni sa frekvency obsah? (napr. obsahuje
signal frekvenciu 1Hz?)

- Priklad Sikmého signélu - ...



Interpretacia FR v Hilbertovych priestoroch

ikt
Mnozina funkcii {ek ()=e" ke Z }tvori ortonormalnu bazu priestoru vsetkych po Stvorcoch integrovatel'nych funkcii na

intervale <—75, 75>, resp. <O,27t> Plati:
x(6)= ) (x(0),e,(0) e, (1) = X X (K)e, (1)

OPAKOVANIE:
- Co je to Baza? Je to Mnozina linearne nezavislych funkcii, ktorych kombinaciou viem dostat’ vietky ostatné funkcie
z daného priestoru
- Linearna nezavislost’ : funkciu nie je mozné¢ vyjadrit’ linearnou kombinaciou inych funkcii z mnozZiny

T
: , 2
- po Stvorcoch integrovatel'né: J‘_Ex (t)dt <oo

0 k=#l
- ortonormalna baza <ek (#), e, (t )> - 1 k=]



Diracov impulz a diracov “hreben* (comb)

Diracov impulz - opakovanie

1
Uvazujeme pravouhly impulz pre ktory plati 4= 5
20))
A
C)ﬂ ?

- Pre plochu ohrani¢enti impulzom potom plati P=A40=1
- Ak pri zachovanej jednotkovej ploche & —= 0 potom 4— <

- vysledny impuls nazgvame jednotkovy impulz resp. Diracov impulz (funkcia) 5(f )

a(t) ) 8(t-t)
0 - 0 ty -
a) b)
0 St —1t,)

Vysledkom nie je klasicka funkcia, ale skor ,,rozdelenie*

Pre Diracov impulz plati



5(t)— oo pret=0
o pret #0

Dal’ej plati

J5(l‘)df =1 j&(t—to)dt ~1
a) — resp. —oe
b) Diracova funkcia méa nekone¢nl energiu
c) Sucin A5(f ) vyjadruje jednotkovy impulz o intenzite(mohutnosti) A4.
d) Pre integral sucinu jednotkového impulzu a Tubovolnej funkcie x(¢), spojitej v bode =0, resp. r=¢ plati

J& t)dt = x(0) T5(t — 1, )x(¢)dt = x(t,)
resp. e

S(t—1,)

e) Su¢in funkcie x(z‘) a jednotkového impulzu je jednotkovy impulz o intenzite x(to), teda

x(2)d(t —t,) = x(t,)5(t —t,)

f) Konvolucia funkcie x(t) s jednotkovym impulzom 5(t B to) je povodna funkcia X(I) posunuta o

x(t—1,)

Ly , teda dostaneme



Periodicky rad jednotkovych impulzov (Diracov ,,hreben®)

X5(t Ck

| R R N .

t 1 3 Kk
T4 0 } 2 |

|
0 2m/T,  41/T4 em/T; w

= 3 8(t-nTy)

n=—oo

Ked'Ze sa jedna o periodicku funkciu, m6zeme ju rozvinut’ do Fourierovho radu, pre ktory plati

t) = iCkejkw‘t

k:—oo

Pre koeﬁcienty C, potom plati

T
? 2
C, = -1 _[x s(t)e " drt = 1 Jé(t)e‘f’“”l‘dt 1
U N 1
2 2
Nasledne

= ié‘(t—nTl)z iCkejkw‘ = i Fhont

NnN=—oo k:—oo —00

ﬂ|r—



FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Analyzujme neperiodicke signaly
— maju aj oni frekven¢ny obsah (hoci su typicky kone¢né v ¢ase), ma zmysel hovorit’ o ,,frekvencii ?

r 2
— maju typicky kone¢nu, nenulovl energiu J ‘x (t )‘ dt < oo

—00

Ako zistit’ frekvencny obsah (,,InZinierske* odvodenie)

Uvazujme periodicky signal x(¢) uvedeny na obr. 3.26, pre ktory plati

x(t)T
A
0 —>
T T t

Predpokladajme teraz, Ze periddu 7; tohoto signalu nechame narastat’ tak, ze 7 — c.
x(t)]

A




Ak T = .

e Zéikladna harmonicka @1 ma potom velmi malu hodnotu. Pre vzdialenost’ medzi susednymi harmonickymi zlozkami
 Ao=(n+l)o, —nw, =

1

plati Ipricom A®w — dw
e @) myze nadobudat Pubovolnu spojitl hodnotu @,, t.j. N — @O, — @
2 2w 2w 1 1
e Pre period l’T: = = . —=—dw
periodu plati ! W Aw do W T &
1
Nasledne

T,
7 . .

x(t) = Z J x(t)e "™ dt g™
T,
2

moZzeme prepisat’ do tvaru

x()= %2[ | x(z‘)e"jw”tdt}ejw”t -— | { [ x(t)e-wdt}wdw:

—o0 —o0 | —oo

Z tohoto vzt'ahu vyplyva:

Spiatna FT Priama FT
= J‘X(a))ejatda) X(a)) _ x(t)e_ja’dt
h - 27 -
a) > pricom >
“(t)=—- [ X(@)edo

b) Resp. 27 - pricom

— Alternativa b) sa v literatire pouZziva CastejSie a preto v dalSom budeme uvazovat’ s nou.



— X(a)) =F {x(l‘)} nazyvame Fourierovym obrazom funkcie x(¢)

) =F " {x()} naz§vame originalom (predmetom) Fourierovej transformacie

_ Fourierov obraz X (@) je frekvenénou reprezenticiou signalu X(7) a nazgvame ho tiez spektralnou funkciou.
~ X(®) Mozeme vyjadrit v tvare

X(w) = A(w)+ jB(0) = Re{ X(0)} + j Im{ X (o)} =| X (@)

kde
|X(w) je spektralna hustota amplitid

arg () je fazove spektrum

Spektrum neperiodického signalu nie je diskrétne (¢iarové) ale spojité.

Nazov

Casova oblast’

Frekvencna oblast’

Poznamka

x(?), neperiodické
¥(), neperiodické

X (w) , neperiodické
Y(w), neperiodické




Energetické pomery u neperiodickych signalov

Energetické pomery vyjadrujeme celkovou energiou, ktora signal X (t ) odovzda do realnej zat'aze s hodnotou 1.

Pre celkovl energiu E plati

E = Ziz(t)dt

Vyjadrime si 1 (t ) pomocou jeho Fourierovho obrazu:

. _ L h jot
l(t)— 2n_ml(a))e dw
Nasledne
| o 1 7 TN
E= ﬂ-[ol(t){'[ol (a))ef da)}dt = E_J;] (w){'[ol(t)ej a’t}da}

pretoze

[i(t)e e = T(w)

—00

dostaneme
1 7 - 1% 2 I
E = Z_wl(a))l(w)da) = ;!‘I(a))‘ dw = !S(a))da)

t.j. rovnost’ energie neperiodického signadlu v jeho Casovom a frekvenénom vyjadreni (Rayleighova veta, ktora je obdobou
Parcevalovej vety platnej pre periodické priebehy)



Plati

e Zatial’ o u periodickych signdlov mézeme stredny vykon vo frekvenénej oblasti rozlozit’ na jednotlivé harmonické
signalu, u neperiodickych signalov st amplitidy a teda aj energia jednotlivych spektralnych zloziek nekonecne malé.
e Energia v urCitom frekvenénom pasme ma konecna hodnotu. Napr. elementarna energia obsiahnuta v elementarnom
1 2
dE = —|I(0)| dw
frekven¢nom pasme Sirky dw je 7
e Energiu na jednotkovi Sirku pasma nazyvame spektrdlna hustota energie, s rozmerom A.Hz"'. Plati
1 2
S(w) = —|1()
T
1 1£) 5 W,
E,, =— ﬂ](a))‘ dw = JS(a))da)
W, Wy

* W /4 4 ”
e Pre energiu vo frekvenénom pasme (¢, w,) plati



Vzt'ah medzi funkciami v €éasovej a frekvencénej oblasti

e Uvazujeme realnu funkciu Casu £(¢) a jej komplexnu spektralnu funkciu F(w)

e Plati:
F(w)=F(-w)
F(-w)=F(o)

Zakladné vlastnosti - Veta o Sirke signalu a spektra

Nebudeme tu podrobne rozoberat’ vSetky vlastnosti Fourierovej transformacie (Fourieroveho integralu), ale obmedzime sa
len na tie, ktoré su z pohl'adu tedrie signalov rozhodujuce.

Uvazujeme jednorazovy impulz ako signal X (l ), pre ktory plati
v v

()14 prere(-2:2)

0 preostatné t

x(t) T




Fourierovou transformaciou dostaneme spektralnu funkciu X (C() )
19 .
o0 4 Y A . SIn W—
X(0)= [ x(t)e7™dt=4 j e Mdt=——[e" |}, =——| 2jsinw= |= A9——% = AVsin [
—j@® 2 Jo 2 N
2 2

—00

Ako bude vyzerat’ spektralna funkcia signalu x (at )9

v v

A prete|——:;—

x(at) = 2a’ 2a
0 pre ostatné t

Pre spektralnu funkciu signalu X (le ) plati

F{x(at)}: T x(at)e™’"dt

— — —jox
Ak pouZijeme substituciu @f = T a predpokladame, Ze Fix(t)}=X(w)= J x(t)e”dt gostaneme

—0co —o0

Zhrnutie:
1 10
a) funkcii x(¢) odpoveda spektralna funkcia X(w) a funkcii X(le ) odpoveda spektralna funkcia ZX =)

b) d nasobnému skrateniu signalu v ¢ase odpoveda d nasobné rozsirenie spektralnej funkcie,

c) A nasobnému skrateniu signalu v ¢ase (pri zachovani amplitidy signalu) odpovedd @ nasobné zmensenie modulu
spektralne; funkcie.



Zakladné vlastnosti - Veta o reciprocite (dualite) signalov a spektra

Ak porovname transformacné vztahy pre priamu a spitni FT vidime, Ze az na konStantu a znamienko v exponente si
podobné. Ak vo vzt'ahu pre spatni FT

(1) = ii){(a))e”’da)

urobime substitaciu ¢’ = —t , potom dostaneme
1 7 L
x(-t")=— J X(w)e ™™ dw
2r ¢
zamenime ¢ a @

2nx(-w) = J X(t)e " dt’

Porovnajme tento vzt'ah so vzorcom na vypocet priamej FT:

X(w) = Jx(t)e_j“’dt
Zo vztahov je zrejmé, Ze
e ak Casovej funkcii X(t ) odpoveda spektralna funkcia X (CU), potom

e Casovej funkecii x(¢) (X(¢) je Casova funkcia tvarovo zhodna so spektralnou funkciou x(w)) odpoveda spektralna

funkcia X(—CU) , ktord je tvarovo zhodna s ¢asovou funkciou x(—t )

Nazov Casova oblast’ Frekvenc¢na oblast’ Poznamka

Dualita X (1) 27x(-w)




X(@)]
x(t) > X(o) |
N
a) X(o)]
X(@) > x(t) |

b)



Zakladné vlastnosti - Veta o €asovom posunuti (oneskoreni) signalu

V komunika¢nych systémoch vel'mi Casto dochadza k oneskoreniu signalu. Je preto ddélezité poznat’ aky vplyv ma
oneskorenie v ¢asovej oblasti na spektralnu funkciu.

Ak signal x(t - 79) je voci signalu X (t ) posunuty (oneskoreny) o hodnotu «#, potom pre jeho spektrdlnu funkciu
X ﬂ(a)) plati

Xy(0)= jx(t—ﬁ)e_j”dt (3.114)
Ak pouZijeme substitiuciu ¢ — &} = T potom plati

t=0+7

dt =dt

Po dosadeni do (3.114) dostaneme

X,(o)= Jx(T)e_'/w(§+r)dT =e /" Jx(r)e'jmdr =
- | - | (3.115)
= e X() =| X (@) " = | X (@)’

Zo vztahu (3.115) vyplyva, Ze modul spektralnej funkcie signdlu oneskoren¢ho o €as n je totoZny s modulom spektralne;j
funkcie neposunutého signalu, teda

X, (0) = | X(o) (3.116)
Fazové spektrum oneskoreného signalu je dané superpoziciou fazového spektra neposunutého signdlu a hodnoty -w#, teda

9,(0) = p(0)- v (3.117)



Priklad 3.2.1

Je uvedena funkcia x(¢) (jednorazovy impulz o Sirke ¢ a amplitide 4) a funkcia *» (f ) = x(z‘ - Ej, pre ktort plati

x(t) T x,0)}
A A
-9/2 /2
0 5 / T> 0 5 9 _t>
x(t) = 4 Prefe(—g;gj . (t)—{A pret €(0;9)
= (1) = ’
0 preostatné t 0 preostatne t

Pre uvedené funkcie mame najst’ odpovedajiace spektralne funkcie

RieSenie:

Pre spektralnu funkciu X (0)) signalu x(t ) plati
5

X(w)= Tx(t)e_j‘“dt =4 je_j"’dt = Asi( D)

2

Na zéklade vety o casovom posunuti signalu

Xy(0)= X(w)e ~ ?
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